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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 

Den  Versiic^,  die  für  die  Technik  wichtigsten  Schwingungs- 
erscheinungen  aus  der  Mechanik  starrer,  elastischer,  flüssiger, 
gasförmiger  Körper  wie  ans  der  Elektrizitätslehre  im  Zusammen- 
hang darzustellen,  habe  ich  unternommen,  weil  es  mir  zweck- 
mäßig schien,  zu  zeigen,  daß  sich  alle  jene  Sohwingungsvorgänge 
fast  ausnahmslos  auf  lineare  Differentialgleichungen  zurückführen 
lassen,  und  daß  so  die  Lehre  von  diesen  Differentialgleichungen 
als  ein  wichtiges  theoretisches  Hilfsmittel  des  Ingenieurs  er- 
scheint. 

Trotzdem  habe  ich  darauf  verzichtet,  eine  abgeschlossene  Theorie 
dieses  Hilfsmittels  an  den  Anfang  des  Buches  zu  stellen. 

Die  einleitenden  Paragraphen  enthalten  vielmehr  sofort  der 
Wirklichkeit  entnommene  Beispiele,  an  denen  die  grundlegenden 
mathematischen  BegriffsbiDstimmungen  und  Methoden  gewisser- 
maßen beiläufig  erörtert  werden.  Erst  nachdem  der  Leser  weiß, 
welche  Ziele  das  mathematische  Verfahren  zeigt,  wird  eine  knappe, 
zusammenhängende  Theorie  gegeben. 

Aus  ähnlichen  Gründen  wurde  ein  Abriß  der  rationellen  Mecha- 
nik in  gedrängtester  Form  an  den  Schluß  der  einleitenden  Bei- 
spiele gestellt. 

Die  späteren  Abschnitte  enthalten  dann  schwierigere  Gegen- 
stände, die  in  neuerer  Zeit  die  wissenschaftliche  Technik  be- 
schäftigt haben. 

Ln  einzelnen  wurde  Wert  darauf  gelegt,  daß  möglichst  jeder 
Paragraph  für  sich  gelesen  werden  kann.  Dies  wurde  dadurch 
erreicht,  daß  der  formelmäßigen  Behandlung  eine  allgemein  ge- 
haltene Erörterung  vorausgeschickt  wurde,  die  die  wesentlichen 
technisch-physikalischen  Gesichtspunkte,  öfter  auch  Bemerkungen 
zur  Entwicklungsgeschichte  der  betreffenden  Frage  enthält. 

Nonnendamm  bei  Berlin,  Januar  1910. 

Siemens-Schuckert-Werke.  Dr.  W.  Hort. 


Vorwort  zur  zweiten  Anflage. 

Seit  Erscheinen  der  ersten  Aullage  hat  die  Anwendung  perio- 
discher Vorgänge  in  der  Technik  sich  außerordentlich  erweitert; 
die  technische  Schwingungslehre  ist  Vorlesungsgegenstand  an  den 
Hochschulen  geworden. 

Diese  Umstände  und  die  durchweg  zustimmenden  Besprechungen 
haben  mich  veranlaßt,  die  nunmehr  vorliegende  zweite  Auflage  in  be- 
deutend erweiterter  Form  erscheinen  zu  lassen,  einerseits,  um  die  in- 
zwischen wichtig  gewordenen  neuen  Anwendungsgebiete  aufzu- 
nehmen, andererseits,  um  die  früher  nur  kurz  dargestellten  Stoffe,  be- 
sonders aus  derElektrizitätsan  Wendung,  ausführlicher  zu  betrachten . 

In  der  Industrie  teilen  sich  heute  wissenschaftHch  gebildete 
Ingenieure  imd  technische  Physiker  in  die  Behandlung  der  Auf- 
gaben ;  für  beide  ist  das  Werk  als  Handbuch  gedacht,  zur  Umschau 
auf  dem  eigenen  und  auf  benachbarten  Gebieten. 

Die  Schwingungslehre  hat  aber  auch  für  den  Mathematiker 
Interesse,  sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  zahlreichen  Anwendimgs- 
beispiele,  die  sie  der  reinen  Theorie  bietet,  als  auch  deshalb, 
weil  sie  in  ihrer  neuesten  Entwicklung  der  mathematischen  For- 
schung Anregung  gibt. 

Studenten  der  genannten  Wissenschaften,  die  die  grundlegen- 
den Vorlesungen  gehört  haben,  dürfte  das  Werk  als  Lehrbuch 
nützUch  sein. 

In  die  eigentUche  technische  Darstellung  habe  ich  an  einigen 
wenigen  Stellen  Erörterungen  astronomischer  oder  allgemein 
physikalischer  Natur  eingeflochten,  gewissermaßen  als  wissen- 
schaftliche Fembhckspunkte. 

Einige  Herren,  deren  Namen  in  den  Anmerkungen  am  Schluß 
genannt  sind,  haben  mich  in  dankenswerter  Weise  durch  Über- 
lassung von  Originalfiguren  unterstützt;  Herr  Dipl.-Ing.  L.  Zip- 
per er,  Karlsruhe,  hat  mir  bei  der  Korrektur  geholfen^). 

Charlottenburg,  August  1922. 

Dr.  W.  Hort. 

^)  Einige  nachträglich  bemerkte  Versehen  haben  in  den  Anmerkungen 
bei  den  einzelnen  Paragraphen  Verbesserung  gefunden. 
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I.  Einfachste  ungedämpfte  SchwingungsYorgänge. 

§  1.  Mathematisches  PendeP). 

Das  bekannteste  Beispiel  einer  ungedämpften  Schwin- 
gungsbewegung bietet  das  mathematische  Pendel.  Das- 
selbe kann  genügend  genau  dargestellt  werden  durch 
kleine  schwere  Kugel  der  Masse  m 
(siehe  Fig.  1),  die  an  einem  dünnen 
unausdehnbaren  Faden  der  Länge  l 
aufgehängt  ist.  OM  sei  eine  durch 
den  Aufhängepunkt  gezogene  Ver- 
tikale. Wir  betrachten  nun  das 
Pendel  in  dem  Moment,  in  welchem 
es  um  den  Winkel  (X  aus  seiner 
Ruhelage  OM  ausgelenkt  ist.  In 
diesem  Augenblick  wirken  auf  die 
Pendelkugel  folgende  Kräfte:  senk- 
recht nach  imten  das  Gewicht  m  g  , 
in  Bicbtimg  des  Aufhängefadens  die 
Spannung  desselben  m^  cos^  nebst 

der  Zentrifugalkraft  ml'       ' 


) 


tan- 


Flg.  1.    BfathematisohdS  Pendel. 


gential  zur  Bahn  die  Massenträgheit  der  Kugel:  ml 


Um  nun  zu  einer  Bewegungsgleichung  zu  gelangen,  be- 
trachten wir  den  Gleichgewichtszustand  dieser  Kräfte. 

Das  Gewicht  m  g  wird  zu  diesem  Zweck  in  zwei  Komponenten 
zerlegt :  normal  zur  Bahn  wirkt  m  g  cos  <x ,  tangential  m  gr  sin  a . 
Die  Komponente  m  g  cos  a  ist  der  Fadenspannung  gleich  und 
entgegengerichtet,  braucht  also  nicht  weiter  berücksichtigt  zu 
werden.  Dagegen  muß  die  Tangentialkomponente  m  g  sin  oc  der 
Massenträgheit  das  Gleichgewicht  halten: 

(1)  ~mgrsma=mZ—  , 


Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl. 


2  I-  Einfachste  ungedämpfte  Schwingungsvorgänge. 

wobei  das  Minuszeichen  deshalb  gesetzt  werden  muß,  weil 
mgr  sin  a  den  Winkel  oc  zu  verkleinem  strebt. 

Die  Masse  m  fällt  in  der  Gleichung  (1)  durch  Division  heraus, 
und  wir  erhalten  die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung 
des  mathematischen  PendeLs: 

(2)  .__  +  jH,n«=0. 

Die  genaue  Integration  dieser  Differentialgleichung  führt 
auf  elliptische  Funktionen;  einfacher  gestaltet  sich  jedoch  die 
Lösung,  wenn  wir  vorerst  nur  kleine  Schwingungen  des 
Pendels  betrachten,  bei  denen  man  angenähert 

(3)  sina  =  ^ 

setzen  kann. 

Die  Differentialgleichung  (2)  geht  dann  über  in  folgende 
Form : 

(4)  S  +  '^^^-O. 
WO  gesetzt  ist: 

(5)  J  =  c*  . 

(4)  ist  die  einfachste  Form  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten. Sie  stellt  uns  die  Aufgabe,  (x  als  Funktion  von  t  zu 
finden. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  versuchsweise 

(6)  a  =  ef*^ , 

wo  ^  eine  noch  zu  ermittelnde  Konstante  ist.  Nach  zweimaligem 
Differenzieren  findet  man  aus  (6): 

(7)  fl  =  /*'«'"• 

Führen  \m  die  Ausdrücke  (6)  und  (7)  in  die  Gleichung  (4)  ein, 
so  erhalten  wir  nach  Division  mit  c'** : 

(8)  /x«  +  c«  =  0  . 
Hieraus  findet  sich  die  gesuchte  Konstante 

(9)  ;(  =  -ftc. 
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Es  genügt  demnach  sowohl 

(10)  CK  =  e+**' 
als  auch 

(11)  Ä  =  e-^'' 

der  Differentialgleichung  (4). 

Wir  haben  also  für  diese  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwei  voneinander  unabhängige  partikuläre  Integrale 
gefanden.  Aus  diesen  setzt  sich  das  allgemeine  Integral  unter 
Zuhilfenahme  von  zwei  willkürlichen  Konstanten  A  und  B  wie 
folgt  zusammen: 

(12)  (x  =  Ae-^^'^+Be-*'^. 

Gleichung  (12)  ist  die  allgemeinste  Lösung  von  (4).  Jedes 
Wertpaar  A,  B  hefert  ein  partikuläres  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung. 

Wird  in  der  Gleichung  (12) 

=  cosc/  +  »sinc^  , 


(13)  .... 

cosc^  —  »smc^ 

gesetzt,  so  findet  sich: 

(14)  oc  =  (A  +  B)Gosct+  {A  -  B)isinct, 

Jetzt  bleibt  nur  noch  eine  Aufgabe:  die  Bestimmung  der 
willkürlichen  Konstanten  A  und  B.^  Über  diese  kann  nur 
entschieden  werden,  wenn  man  sich  hinsichtlich  der  Anfangs- 
bedingungen der  Pendelbewegung  -  klar  ist.  Wir  wollen  z.  B. 
annehmen,  daß  die  Bewegung  zur  Zeit  <  =  0  dadurch  eingeleitet 
wird,  daß  wir  dem  Pendel  eine  Anfangsauslenkung  «q  erteilen 
und  dann  dasselbe  loslassen,  ohne  ihm  einen  Stoß,  d.  h.  eine  An- 
fangsgeschwindigkeit zu  erteilen.    So  soll  also  sein  für: 

d(K 
'dt 


(16)  t  =  0:     «  =  «0;     -Tr  =  0. 


Wenden  wir  diese  Anfangsbedingungen  auf  das  allge- 
meine Integral  (14)  an,  so  folgt  für: 

(16)  ^  =  0:     (K  =  {A  +  B)  =  aQ;     ^^ic(A-B)  =  0  . 

dt 

Hieraus  aber  ergibt  sich  nach  Einsetzung  in  (14) 

(17)  (X  —  a^cosc^  . 

i* 


4  I.  Einfachste  ungedämpfte  Soliwingnngsvorgänge. 

Die  Größe  «o  (^^^^  ^^  Winkel)  nennt  man  die  Amplitude 
der  Schwingung;  sie  gibt  die  größte  Abweichung  des  schwingen- 
den Körpers  von  der  Gleichgewichtslage  an. 

Hiemach  wird  a  =  öTq  zur  Zeit 


2n  4:7t 

c  c 


usw. 


d.  h.  nach  Verlauf  der  Zeit 


(18) 


T  = 


2n 


g 


hat  das  Pendel  eine  volle  Schwingung  vollführt.    Man  nennt 

T  die  Schwingungsdauer;  ^  =  ^^  heißt  die  Schwingungs- 
zahl pro  Sekunde;  es  ist: 

(19)  nT=«l. 


o 


Vd(tor-Ok^^nm 


Ztit —üitigfxuntii 


Fig.  2. 


Zu  einer  graphischen  Veranschaulichung  des  durch  (17)  dar- 
gestellten Schwingungsvorga^ges  gelangt  man  mit  Hilfe  eines 
,,Vektorzeitdiagrammes**.  Man  erhält  ein  solches  (siehe  Fig.2), 
indem  man  mit  der  Amplitude  a^  als  Radius  einen  Kreis  be- 
schreibt. Unter  den  Ejreisradien  markiert  man  eine  feste  An- 
fangsrichtung OA  und  stellt  sich  vor,  daß  der  Endpunkt  Y  eines 

„Radiusvektors"  OY  den  Kreis  in  der  Zeit  T=  — ,  der  Schwin- 

c 

gungsdauer  einmal  gleichförmig  durchlaufe.    Dann  stellt  das  von 
Y  auf  den  zu  OA  senkrechten  Durchmesser  gefällte  Lot  die  Aus- 
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lenkung  des  Pendels  zur  Zeit  t  =  ^  dar.  Trägt  man  nun  auf  der 

c 

Verlängerung  des  zu  OA  senkrechteii  Durchmessers  die  Zeiten  t 
als  Abszissen  auf  und  projiziert  den  Endpunkt  V  des  Vektors 
auf  die  zu  den  Zeiten  gehörigen  Ordinaten,  so  erhält  man  ein 
„Zeitdiagramm"  der  Bewegimg:  die  Darstellung  des  Weges  als 
Funktion  der  Zeit;  im  vorliegenden  Falle  entsteht  eine  Kosinus- 
kurve. 

§  2.  Blegungssehwingongen  eines  belasteten  Stabes^). 

Ein  elastischer  Stab  der  Länge  l  (siehe  Fig.  3)  sei  an  seinen 
beiden  Enden  unterstützt  und  trage  in  der  Mitte  eine  Last  m  g . 
Es  werde  angenommen,  daß  die 
Masse  des  Stabes  der  Masse  m      k 1 


gegenüber  vemachlässigbar  sei ;    r 


-^ 


man   soll  die  kleinen  Schwin-    31 

gungen  des  Systems  finden.  ^^^ 

Ist  J  das  Trägheitsmoment  Fi«-  8.  stabschwingung. 

des    Stabquerschnittes,   E  der 

Elastizitätsinodul  des  Stabmateriales,  so  zeigt  die  Elastizitäts- 
lehre, daß  der  Stab  durch  die  Last  mg  eine  Durchbiegung 

mg  P 

erleidet;  vnr  wollen  a  die  „statische"  Durchbiegung  nennen. 
Setzen  wir  kurz  hier: 

so  ist 

(3)  a^mg-, 

c 

Versuchen  wir  jetzt  die  Balkenmitte  um  die  kleine  Größe  t/j 
weiter  zu  senken,  so  ist  hierzu  eine  nach  unten  wirkende  Kraft 

(4)  P  =  yic« 

erforderlich;  die  gesamte  Durchbiegung  ist: 
(5)  y  =^a  +  yi==(P  +  mg)    -  . 
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Lassen  wir  jetzt  den  Balken  frei,  so  daß  P  =  0  wird,  so  be- 
ginnt eine  Schwingungsbewegung  um  die  Ruhelage  a,  deren 
Differentialgleichung  lautet: 

(6)  m-j^-=-'yc^  +  mg  . 

Hier  bedeutet  y  die  „dynamische"'  Durchbiegung  des 
Stabes,  die  eine  Funktion  der  Zeit  ist.    Ist  y  von  der  Zeit  un- 

abhängig,  also  3-7  =  0 ,  so  geht  mit 

dP 

(7)  y-a-'-f 

die  „dynamische"  Durchbiegung  in  die  statische  über. 

Die  Differentialgleichung  (6),  die  auch  geschrieben  werden 
kann: 

(8)  ni-j^  +  yo^=-mg , 

ist  in  der  Form  ganz  analog  der  Gleichung  (4)  des  §  1 ;  nur  steht 
auf  der  rechten  Seite  statt  0  das  konstante  Glied  m  g.  Wir  haben 
somit  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  Störungs- 
glied vor  uns,  und  zwar  den  einfachen  Fall,  daß  das  Störungs- 
glied eine  Konstante  ist.  Die  Mathematiker  bezeichnen  übrigens 
lineare  Differentialgleichungen  ohne  Stönmgsglied  als  homogene; 
unsere  Differentialgleichung  würde  als  nicht  homogen  sein. 
Zum  Zwecke  der  Lösung  betrachten  wir  ztmächst  die  homo- 
gene Differentialgleichung,  indem  wir  das  Glied  — —  fortlassen; 

c 

die   beiden   partikulären   Integrale   können   jetzt   sofort   hinge- 
schrieben werden;  sowohl 

ict 

als  auch 

iet 

y  =  Be   ^^ 

genügen  der  homogenen  Differentialgleichung.    Das  allgemeine 
Integral  wird  alsdann: 

(II)  y  =  {A  +  B)  C03 4^  +i{A-  B)  sin^^   • 
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Aus  dieser  Gleichung  geht  sofort  die  Lösimg  der  nicht  homo- 

genen  Differentialgleichung  (8)  hervor  durch  Hinzufügen  von  —^  , 

c 

wie  man  sich  leicht  überzeugt: 


(12) 


y  =  -  V  +  (A  +  B)  cos--    +  » {A 


B)sin 


et 


Zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Konstanten  A  und  B  sind 
wieder  die  Anfangsbedingungen^  erforderlich ;  es  sei  für 

dy 


(13) 


^  =  0  :     y  =  yo; 


dt 


=  yo 


Diese  Anfangsbedingungen  können  z.  B.  dadurch  realisiert 
werden,  daß  man  zur  Zeit  ^  »  0  den  Stab  um  den  Betrag  ^q  durch- 
biegt und  dem  Gewicht  eine  momentane  Geschwindigkeit  y^  quer 
zur  Stabachse  erteilt.    Aus  den  Anfangsbedingungen  folgt  für: 


(14) 


«==0:     yQ  =  A  +  B  + 


yi  =  i(A^B) 


mg 

c 
im  ' 


woraus  sich  findet: 


(15) 


und  das  Integral: 


A  +  B^y,-J, 


c 


A-B==-il^y', 


mg       1  mg\         et        im    ,  .     et 

An  diese  Formel  knüpfen  wir  wieder  eine  graphische  Behand- 
lung.  Von  dem  konstanten  Glied  ^^  sehen  wir  ab  und  bezeich- 

nen  die  Konstanten  der  beiden  verbleibenden  Glieder  mit  a  und  h , 
so  daß  wir  erhalten: 


(17) 


et    ,    ,    .     et 
y  =  acos-pr  +  osm    — 

im  J  m 


8 


I.  Kinfachste  ungedämpfte  Schwingungsvorg&nge. 


Für  a  und  b  führen  wir  nun  zwei  neue  Größen  r  und  ß  ein  durch 
die  Beziehungen 

(18)  a  =  r  miß  ;     6  =  r  cos/8  , 

wodurch  (17)  übergeht  in 


y  =  r  ( sin/S  cos  -—  +  cos^  sin 


oder 
(19) 


y 


et 


im) 


rsm 


"^m 


+  ß\^ 


Zu  einer  graphischen  Darstellung  dieser  Formel  benutzen 
wir  wieder  das  schon  oben  erörterte  Vektor-Zeit-Diagramm  (siehe 
Fig.  4).    Der  Radius  des  Vektorkreises  ist  r,  und  der  Beginn  der 


5^^ ' 

1 

— ^c::;^^ 

/ 

/ 

K^       \ 

\ 

0 

\ 

.  f  10 

T^^---^.^. 

.— -"^ 

I 


r 


t-ia& 


t 


¥iktor' Okigramm 


Fig.  4. 


Bewegung  liegt  beim  Punkt  A .  Wir  sehen,  daß  die  Anf angsaus- 
lenkimg  des  Gewichtes  (zur  Zeit  ^  =  0)  den  Betrag  rwiß  be- 
sitzt. Den  Winkel  ß  nennt  man  Phasenverschiebung,  indem 
man  die  Bewegung 


(20) 


.   I  et 
y  =  rsm  -pr 


+  ß' 


sich  verglichen  denkt  mit  einer  anderen  Bewegung 

.     et 


(21) 


y  =  rsm 


]m 


bei  welcher  die  Auslenkimg  zur  Zeit  t  =  0  ebenfalls  Null  ist.  Man 
sagt  kurz:  die  Bewegimg  (20)  ist  gegen  die  Bewegung  (21)  um  die 


§  3.   Theorie  des  ph3r8ikalisohen  Pendels  und  der  Wage. 
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Phase  ß  verschoben,  und  zwar  eilt  (20)  vor  (21)  voraus  um 
den  Betrag  ß. 

Von  diesem  Standpunkt  aus  kann  man  sagen,  daß  die  Be- 
wegung (17)  des  vorigen  Paragraphen  eine  Phasenverschiebung 

'    hat,  indem  man  statt  (17)  offenbar  auch  schreiben  kann 
(22) 


Ä  =  (Xosinici  +      j  . 


Man  nennt  derartig  verlaufende  Schwingungen  (in  denen  nur 
Kreisfunktionen  vorkommen)  harmonische. 


§  3.    Theorie  des  physikalischen  Pendels  und  der  Wage^). 

Das  physikalische  Pendel  (siehe  Fig.  5)  ist  ein  starrer  Körper, 
der  unter  Einwirkung  der  Schwere  um  eine  feste  Achse  schwingt. 
O  sei  der  Drehpunkt,  S  der 
Schwerpunkt  des  Pendels. 
O  F  _  sei  die  durch  den  Auf - 
hängepunkt  gezogene  Verti- 
kale; xy  ein  im  Räume 
fest  hegendes  Koordinaten- 
system. Für  das  Pandel  ist 
nun  die  Bewegungsgleichung : 


(1) 


wo  JT,  F  die  am  Massen- 
element  d  m  angreifenden 
Kraftkomponenten  imd  die 
Summationen  über  den  gan- 
zen Körper  zu  erstrecken 
sind. 

Zur  Ausführung  der  Sum- 
mationen   nehmen   wir   ein 
mit  dem  Körper  fest   ver- 
bundenes Koordinatensystem  EH.  an,  in  welchem  der  Massen- 
punkt im  die  Koordinaten   |,  r^  hat.    Es  gilt: 


Fig.  6.    Fb3rBikali8che8  Pendel. 
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X  — 

f  C0S9? 

'; 

sin  9? , 

y- 

f  sin  99 

+  ^ 

cos  9?  . 

Setzen 

wir 

nach  Differentiation 

iP, 

y , 

dx 

~dr 

dy 
dt 

in  (1)  ein  und  berücksichtigen,  daß  die  Kraft  X  =  0  und  Y  die 
auf  den  Massenpunkt  wirkende  Schwerkraft  —g dm  ist,  so  geht 

(1)  über  in: 

(2)  0^  =  -^«ifsin99, 

wo  S  das  auf  0  bezogene  Trägheitsmoment  2!r^dm,  Jf  die 
gesamte  Masse  Z  dm  und  a  der  Schwerpunktsabstand  von  O  ist. 
Diese  Bewegungsgleichung  wird  identisch  mit  der  des  mathe- 
matischen Pendels,  wenn  wir 

e 

setzen.  Demnach  hat  ein  physikalisches  Pendel,  für  welches  diese 
Gleichung  gilt,  dieselbe  Schwingungsdauer  wie  ein  mathematisches 
der  Länge  l\  beide  Pendel  schwingen  isoclwon.  Es  wird  die 
Schwingungsdauer 

(4)  r«  =  ^2        , 

Mag 
Man  nennt  den  Ausdruck 

(-) 
Ma 

die  reduzierte  Länge  des  physikalischen  Pendels.    Trägt  man 

e 

^jTj-  vom  Aufhängepunkt  O  auf  der  Schwerachse  aus  in  Richtung 

nach  8  ab,  so  bezeichnet  man  den  Endpunkt  dieser  Strecke  als 
Schwingungsmittelpunkt  des  Pendels. 

Führen  wir  jetzt  den  Trägheitsradius  A  des  Pendels  ein, 
so  ist  0g  =  X^  M ,  wo  0,  das  auf  den  Schwerpunkt  S  bezogene 
Trägheitsmoment  ist.    Dann  gilt: 

(5)  e  =  M  (52  +  k^) 


§  3.   Theorie  des  physikalischen  Pendels  und  der  Wage. 


11 


und  die  reduzierte  Pendellänge  wird: 

8^  +  P 


(6) 


1  = 


8 


Durch  diese  Gleichung  werden  für  jedes  physikalische  Pendel 
mit  dem  Trägheitsradius  A  zwei  Aufhängepunkte  bestimmt,  für 


welche  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 


=  2  ^1/  -  wird. 

r  9 


Die 


Abstände  8^  und  «g  (siehe  Fig.  6)  der  Aufhängepunkte  bestimmen 
sich  durch  die  Gleichung: 


(7) 


8^—l8  +  k!^  =0, 


Flg.  6. 
Revenionspendel. 


Beide  Aufhängepunkte  sind  demnach  reell 
und  verschieden,  so  lange  P — 4  A^  positiv  ist. 
Verschwindet  dieser  Ausdruck  (l^  =  4  A^),  so  fallen 
beide  Aufhängepunkte  zusammen.  In  diesem  Fall 
hat  l  den  für  das  gegebene  physikalische  Pendel 
kleinstmögUchen  Wert  angenommen;  das  Pendel 
hat  die  kleinste  Schwingungsdauer,  die  überhaupt 
möglich  ist.  Sind  dagegen  8^  und  82  verschieden, 
so  kann  man  das  Pendel  um  jeden  der  zugehörigen 
Aufhängepunkte  0^  und  O^  schwingen  lassen.  Der- 
artige Pendel  nennt  man  Reversionspendel, 
die  1811  von  Bohnenberger  angegeben  und 
von  B  es  sei*)  zu  genauen  Messimgen  der  Beschleu- 
nigung der  Schwerkraft  benutzt  wurden,  worauf  indes  hier  nicht 
weiter  eingegangen  werden  soll. 

Ein  ganz  allgemein  verwendetes  physikalisches  Pendel  ist  die 
Präzisionswage^).  Über  ihre  Theorie  wollen  wir  uns  jetzt 
einen  ÜberbUck  verschaffen. 

ADB  (siehe  Fig.  7)  sei  der  Wagebalken,  D  sein  Drehpunkt, 
8  der  Schwerpunkt ;  8  D  =  8,  Die  Masse  des  Wagebalkens  sei 
=  M .  L  und  {  seien  die  Armlängen ;  M^  imd  m'  die  Massen  der 
Wagschalen,  M  imd  m  die  Massen  der  auf  die  Schalen  gelegten 
Körper  resp.  Gewichte;  d  sei  der  Ausschlag  der  Richtung  D8 
aus  der  Vertikalen;  d  wird  an  der  an  jeder  guten  Wage  ange- 
brachten Skala  abgelesen. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ist: 

(8)    M^sind  +(M  +  M')  Lsin(a  +  d)-{m  +  m')  Mn(ß -  (5)  =  0  . 
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I.  Einfachste  ungedämpfte  Sohwingungpiyorg&nge. 


(9) 


{ 


Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Änderung  von  d  hervor- 
gebracht wird  durch  eine  kleine  Änderung  von  m.  Zu  diesem 
Zwecke  differenzieren  wir  (8): 

[Mäcos<}  +  {M  +  M')Loo^(oi  +  ö)  +  (m  +  m')  lQo^{ß -  ö)\dd 
—  l  sin(/J  —  d)  dm  «=  0  . 

Multipliziert  man  Gleichung  (8)  mit  — cos  (a  +  3)  d^  und 
Gleichimg  (9)  mit  sin  (a  +  (J),  so  folgt  nach  Addition : 

(10)  [MÄsina-|-(w*  + w')^sin(^+)S)]ei(3=Z8in()S— i)8in(a  +  <5)<^w 
und  hieraus: 

dd  Zsin(/J  —  ö)sin(a  +  &) 


(11) 


e  = 


dm       M^sinöc  7I-  (m  +  m')?sin(a  +  ß) 


M^M' 


tfl  ^fTV 


Fig.  7.    Wage. 

Wir  nennen  e  die  Empfindlichkeit  der  Wage,  d.h.  den- 
jenigen Ausschlag  des  Zeigers  DS,  der  durch  ein  kleines  Über- 
gewicht dm  =  1  MiUigramm  hervorgebracht  wird. 

Aus  Gleichung  (11)  sehen  wir,  daß  e  abhängig  ist  von  der 
Belastung;  nur  wenn  die  Aufhängepunkte  ÄSB  der  Schalen  und 
der  Drehpunkt  D  in  einer  Geraden  liegen  (oc  +  ß  =  2  jt),  wird  e 
von  {m  -\-  m')  unabhängig : 

Zsin^(Ä  +  d) 


(12) 


€  = 


Mfisina 


Empfindliche    Wagen   soUen   also   kurze   Arme   und   leichte 
Balken  haben.    Im  übrigen  finden  wir,  wenn  wir  den  Wage- 


§  4.  Theorie  der  Magnetometer  und  Galvanometer.  13 

balken  als  physikalisches  Pendel  betrachten,  dessen  Trägheits- 
moment =  O  ist,  die  Schwingungsdauer  der  Wage 

(13)  T*  =  Ji^  ^ 

rAag 

mid  in  Verbindung  mit  (12) 

d.  h.  die  Empfindlichkeit  der  Wage  ist  dem  Quadrat  der 
Schwingungsdauer  proportional. 

§  4.  Theorie  der  Magnetometer  und  Galvanometer^). 

Die  Magnetometer  und  Galvanometer  sind  Instrumente, 
welche  dazu  dienen,  Kräfte  zu  messen,  welche  gegenüber  der 
Schwerkraft  klein  zu  nennen  sind.  Zu  diesem  Zwecke  entzieht 
man  die  Körper,  auf  welche  die  kleinen  Kräfte  ausgeübt  werden, 
der  störenden  Schwerkraft  ganz  oder  zum  Teil  durch  Aufhängung. 

Im    wesentlichen    kommen    zwei 
Aufhängungsarten  in   Betracht:   die  i 

unifilare,  die  von  Coulomb')  in 
die  physikalische  Meßtechnik  einge- 
führt wurde  imd  die  bifilare,  wel- 
che zuerst  Gauß®)  anwendete. 

Fig.  8    zeigt    ein    unifilares    Ge- 
hänge einfachster  Form,     l  ist  ein 

dünner  Draht,  8  8  ein  unmagnetischer     s r*i 

Stab.     Geben    wir    dem    Stab    eine     Ü  [^{^  ) 

schwache  horizontale  Auslenkung  (p  j.^  g    Magnetometer, 

aus    seiner    Gleichgewichtslage    und 

überlassen  dann  das  Ganze  sich  selbst,  so  wird  unter  dem  Ein- 
fluß der  Torsionskräfte  des  Drahtes  eine  Schwingungs- 
bewegung zustande  kommen,  deren  Gleichung  sofort  angegeben 
werden  kann;  es  müssen  nämlich  stets  die  Trägheitskräfte  des 
Systems  den  Torsionskräft^n  gleich  sein.  Ist  0  das  Trägheits- 
moment des  schwingenden  Systems,  t  die  aus  den  Drahtabmes- 
sungen und  seinem  Gleitmodul  zu  berechnende  Torsionskon- 
stante, so  haben  wir: 
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I.  Einfachste  ungedämpfte  Sohwingungsvorgänge. 


wx)  das  Torsions moment  rcp  negativ  angesetzt  ist,  weil  es  die 
Auslenkiing  9?  zu  verkleinem  sucht.  Dies  ist  aber  wieder  unsere 
bekannte  einfachste  Schwingungsgleichung: 

Setzen  wir  jetzt  den  Stab  als  magnetisch  voraus,  so  ist  außer 
der  Wirkung  der  Torsion  die  des  Erdmagnetismus  zu  berück- 
sichtigen. Es  sei  H  (siehe  Fig.  9)  die 
Horizontal koraponente  des  Erdmag- 
netismus am  Beobachtungsort,  d.  h.  die- 
jenige Kraft,  die  auf  einen  isolierten  Pol 
der  Stärke  +  1  ausgeübt  wird.  H  wird 
positiv  gerechnet  nach  der  Bewegungs- 
richtung des  Poles  +  1  \  vdoxi  nennt  diese 
Richtung  den  magnetischen  Meridian 
des  Ortes.  Hat  unser  Stab  ein  magne- 
tisches Moment  fi»l,  wo  l  die  ideelle 
Länge  des  Magneten,  fi  die  an  den 
Enden  von  l  konzentriert  gedachte  magne- 
tische Menge  ist,  so  übt  das  Erdfeld  bei 
einer  Auslenkung  (p  des  Stabes  aus  der  Richtung  des  magnetischen 
Meridians  auf  jenen  ein  Moment  H  Z  /i  sin  9?  aus.  Dies  wird  mit 
dem  Torsionsmoment  zusammengesetzt,  und  für  den  FaU,  daß 
die  Gleichgewichtslage  des  Stabes  der  magnetische  Meridian  ist, 
haben  wir  als  Schwingungsgleichung 


Fig.  0.    Zum  magnetischen 
Moment. 


e 


=  —  T(p  —  H fil sinqj  . 


Schreiben  wir  jetzt  SB?  statt  jii  l  und  (p  statt  sin  (p ,  was  für 
kleine  Winkel  zulässig  ist,  so  haben  wir 

e^  +  {r  +  Hm)<p  =  o. 

Ein  derartiges  Instrument  wird  zur  Bestimmung  des  Pro- 
dukts HSR  der  Horizontalkomponente  des  Erdmagnetismus  in 
das  magnetische  Moment  des  benutzten  Magnetstabes  benutzt. 
Die  Methode  ist  folgende.  Unbekannt  ist  außer  der  Größe  H  9K 
das  Trägheitsmoment  0  des  Magnetstabes  und  die  Torsionskon- 
stante T  des  Gehänges.    Zunächst  wird  t  gemessen,  indem  ein 
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immagnetischeT  Stab  des  unbekannten  Trägheitsmomentes  0q  in 
das  Gehänge  gelegt  wird.  Im  gemessenen  Abstände  Z^  links  und 
rechts  vom  Aufhängefaden  werden  an  dem  Stab  kleine  Körper  der 
bekannten  blassen  m  angebracht,  deren  Trägheitsmomente  um 
die  Achse  des  Gehänges  w  {k^  +  tf)  sind,  k  ist  der  Trägheitsradina 
der  Körperchen  und  bleibt  unbekannt. 

Das  System  hat  jetzt  das  Trägheitsmoment  ©o  +  2  m(A*  +  ff)  • 
Wir  bringen  es  in  Schwingung  und  messen  äie  Schwingungsdauer 
T^.    Dann  gilt  die  Gleichung: 

(3)  T?T  =  7i«[eo  +  2m(A2  +  r{)]. 

Wird  das  Schwingungsexperiment  wiederholt,  während  die 
Körperchen  m  den  Abstand  Zj  vom  Aufhängefaden  haben,  so  hat 
man  analog 

(4)  TlT-7r»[öo  +  2m(A«  +  Zl)]. 

Zieht  man  Gleichung  (4)  von  (3)  ab,  so  findet  man 

Jetzt  ersetzt  mau  den  unmagnetischen  Stab  O  durch  den 
Magneten  SK  und  macht  wieder  zwei  Schwingungsexperimente 
mit  den  Körperchen  m  in  den  Abständen  Zg  und  l^.  Findet  man 
die  Schwingimgsdauem  T^  und  T^,  so  hat  man  sogleich 

(6)  r  +  gaK  =  2m;r»^,~^. 

Aus  Gleichung  (5)  und 
(6)  ergibt  sich  nunfiSK. 
WiU  man  jetzt  Ä  und  3R 
einzeln  kennen,  so  muß 

aw 

noch     -==•    auf    folgende 

Weise  bestimmt  werden:  ' 

Eine  kleine  Magnetnadel  ^ t» >| 

m  (siehe  Fig.  10)  wird  in 
Richtung  des  magneti- 
schen Meridians  gebracht.    ^^  ^q    2ur  Beetimmung  der  HorizonUlkomponente. 

Dann  wird  der'  Magnet- 
stab Wt  so  aufgestellt,  daß  er  in  der  Ebene  der  Nadel  auf  dem 
Meridian  senkrecht   steht  und   seine  Achse  nach  dem   Mittel- 


/ 
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1.  Einfachste  ungedämpfte  Schwingungsvorgange. 


punkt  der  Nadel  weist.  Der  Mittelpunkt  des  Stabes  sei  von  dem 
der  Nadel  um  den  Abstand  r  entfernt.  Unter  gemeinsamem  Ein- 
fluß des  Erdmagnetismus  und  des  Magnetstabes  3R  werde  die 
Nadel  aus  der  Gleichgewichtslage  (dem  magnetischen  Meridian) 
um  den  Winkel  (p  abgelenkt.  Ist  mm  3R'  das  unbekannte  magne- 
tische Moment  der  Nadel,  so  beweist  die  Lehre  vom  Magnetismus, 
daß  das  vom  Stab  auf  sie  ausgetibte  Drehmoment 

(7)  -  — I — cos  9? 

ist.  Der  Erdmagnetismus  dagegen 
übt  auf  die  Nadel  das  Dreh- 
moment 

(8)  Hm'&m(p 

aus.  Beide  Momente  müssen  ein- 
ander aufheben: 


TT 1^ ^^JC 


»s 


23K2R' 
(9)    r —  coscp  =  HWl^Binq)  , 


Hieraus  findet  sich 

m      1 


(10) 


H 


tgy' 


>^^ 


und  mit  (6)  und  (5)  zusammen 
H  und  3Jl  einzeln. 

Wichtig  ist  neben  der  uni- 
filaren  Aufhängungsart  die  von 
6a uß  zuerst  für  magnetometri- 
sche Zwecke  angewendete  bifi- 
lare.  Die  Fig.  11  zeigt  die  An- 
ordnung'^). Im  Abstand  2  «  sind 
parallel  zwei  Fäden  der  Länge  L 
aufgehängt,  die  unten  im  Ge- 
hänge mit  einem  Stabe  die  Masse 
M  tragen.  Wird  das  Gehänge  um 
den  Winkel  (p  aus  seiner  Gleichgewichtslage  herausgedreht,  so 
stellen  sich  die  Fäden  schräg,  und  die  entstehenden  Komponenten 
X  und  Y  der  Fadenspannungen  S  üben  ein  Drehmoment  um  die 
Z- Achse  auf  das  Gehänge  und  den  Magneten. 


Flg.  11.    Bifllares  Gehftnge. 
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Die  am  Gehänge  angreifenden  Fadenspannungen  haben  fol- 
gende Komponenten: 


(11)^ 


und 


2  bedeutet  hier  die  Entfernung  des  Gehänges  vom  Aufhängepunkt. 
Für  die  Bewegung  des  Gehänges  gilt: 

(12)       2'Z  =  0;      -ZT-O;       2'Z  =  2Äy  -  if  ^  =  0  ; 

d.  h.  die  angreifenden  Kräfte  (12)  sind  im  Gleichgewicht  gegen 
Verschieben. 

Außerdem  aber  die  Drehungsgleichung: 


(13) 


dt 


Z^'['%-y'^-Z^^'-^y^- 


Die  linke  Seite  ist  nichts  anderes  als  die  Massenträgheit  des 
Stabes  und  kann  kurz  geschrieben  werden 


Ö 


d^q) 
dt^   ' 


die  rechte  wird  mit 


(14) 

und  (11)  gleich: 


—  8 zr-^  'SCOStp 


8coQ<p  y      t/i  =     SBmq?; 
— «COS9? ,     yii  =  — «sin^? 


„Ä'smo?  ,    _,«cosQ? 

S  —  -      -  '8C0S(p  +  S ^ 

Jj  Li 


—  8 


8&in(p 


,     ^8COSq)  —  8 

+  S- •^sm9y 

Ju 

288^  .  ,  2/Sf««  . 

— =r— sm99co89?  H — 7 — 8m9^cos99 

288^  . 


288^  . 
,.-    Bm.(p 


Hort,  Schwlogungtlehre.  2.  Aufl. 
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I.  .Einfachste  ungedämpfte  Schwingungsvorgänge. 


Da  aber  nach  (12) 


8  =  Mg 


2z 


ist,  so  hat  man  als  Schwingungsgleichung 


(15) 


dt^ 


+ 


sin9?  =  0  . 


Hier  kann  man  wieder  für  kleine  Schwingungen  Bmq>  =<p 
und  Z  =  L  setzen,  so  daß  man  von  neuem  die  einfachste  Schwin- 
gungsgleichung erhält: 


(16) 


,i 


^^  +  ^^1^  =  «- 


Streng  genommen  werden  die  Aufhängedrähte  beim  Bifilar- 
galvanometer  ebenso  tordiert  wie  beim  Unifilarinstrument.  Daher 
kommt  im  Faktor  von  qj  noch  das  Glied  2t  hinzu,  so  daß  die 
Gleichung  genau  heißt: 

dt* 


(16a) 


+ 


{jUg 


8 


2 


+  2t 


)<P  =  0. 


Das  Bifilarinstrument  unterscheidet 
sich  demnach  nicht  wesentlich  vom  uni- 
filaren. 

Eine  wichtige  Anwendung  der  be- 
schriebenen Instrumente  findet  das  bal- 
listische Galvanometer  zur  Messung  von 
Elektrizitätsmengen  bei  Induktionsströ- 
men. Die  experimentelle  Anordnung  zeigt 
die  Fig.  12:  Ein  Magnetstab  ist  z.  B.  bi- 
filar  im  Innern  einer  Stromspule  so  auf- 
gehängt, daß  er  im  magnetischen  Meri- 
dian liegt ;  die  Windungsebenen  der  Spule  sind  der  Meridianebene 
parallel.  Fließt  ein  Strom  i  durch  die  Spule,  so  wird  der  Magnetstab 
um  den  Winkel  (p  aus  der  Gleichgewichtslage  ausgelenkt.  Die  angrei- 


Fig.  12.    Oalvanometer. 


8 


2 


f  enden  Kräfte  sind  das  Drehmoment  der  Auf  hängef  äden  —Mg     (p, 

Ij 

das  Moment  des  Erdmagnetismus  —H^sinq)  und  das  Moment 
des  Stromes  %  =  +0M  ico&<p.  G  ist  hier  die  sogenannte  Gal- 
vanometerkonstante, welche  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 


§  4.   Theorie  der  Magnetometer  und  Galvanometer. 
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Die  Schwingungsgleichimg  lautet  dann 


dV 


s 


(17)        e-^  +  Mg-^^  +  Hm^in(p  -  a^SRicoatp  =  0  . 

Zur  Zeit  t  =0  geben  wir  einen  kurzen  Induktionsstrom  der 
kleinen  Zeitdauer  T  in  das  Instrument.  T  sei  so  klein,  daß 
während  des  Induktionsstromes  der  Magnetstab  in  Ruhe  bleibt 
(gr?=0),  was  durch  hinreichend  großes  Trägheitsmoment  0 
erreicht  wird.  Die  Schwingungsgleichung  reduziert  sich  dann  zu : 


(18) 


(19) 


Integrieren  wir  von  0  bis  T,  so  ist 

T 


e 


.  dt . 


'^^^OTlfidt. 

0 


Das  Integral  jidt  ist  die  Größe,  die  wir  suchen,  nämlich  die 

0 

von  dem  Induktionsstoß  durch  die  Spule  geschickte  Elektrizi- 
tätsmenge.   Da  für  t  =  0  — ^    =0  ist,  so  ist 

L  dt  Jo 


(20) 


h^'^Wi[^\T' 


Nach  Aufhören  des  Induktionsstromes  schwingt  der  Stab  aus 

dg) 


der  Buhelage  9?  =  0  mit  der  Drehgeschwindigkeit 
zwar  bewegt  er  sich  jetzt  nach  der  Gleichung 


.dt  \t 


aus,  und 


(21) 


"S- + Cf + H  ^  - « ■ 


welche  wieder  für  kleine  Ausschläge  gilt.    Wir  setzen  abkürzend 


(22) 


■  {^f-  +  «>«). 


und  schreiben  das  allgemeine  Integral  der  entstandenen  Schwin- 

gungsgleichimg 

(23)  99  s=  -4  coflci  +  Bsinct . 

2* 
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II.  Schwingungen  mit  Dämpfung. 


Da  aber  für  (  =  0  —£-  = 

dt 


d(p 
.  dt  \t 


A  =  0  , 


B  = 


sein  soll,  so  wird 


d(p 
'dt\T 


und 
(24) 


9?  = 


dcp 
cVdt 


%\nct  , 


Hieraus  berechnet  sich  der  größte  Ausschlag  des  Magnetstabes 


und 


9i  = 


dq) 


oder 


(25) 


dt  \t 


iidt  = 


d(p 
dt  \t 


=  c<p^ 


0 


0c 

ß9JJ 


^ 


Da  nun  0,  c,  G,  SD?  bekannt  sind,  so  genügt  zur  Bestimmung 


T 


der  Elektrizitätsmenge  lidt  die  Messung  des  ersten  größten  Aus- 

0 

Schlages  des  ballistischen  Galvanometers. 


n.  Schwingungen  mit  Dämpfung. 

§  5.  Schwingungen  unter  dem  Einfluß  einer  konstanten  Reibung. 

Alle  Formeln,  welche  zur  Ermittlung  der  Reibung  bei  Ma- 
schinen dienen,  bauen  sich  auf  dem  Coulomb  sehen  Gesetz 
auf,  welches  besagt,  daß  die  zwischen  zwei  Körpern  auftretende 
Reibungskraft  proportional  ist  dem  Normaldruck  zwischen  den 
Körpern : 
(1)  R==/iN. 

In  diesem  Ansatz  nennt  man  den  Koeffizienten  /i  den  Rei- 
bungskoeffizienten.   Der  Bestimmung  dieses  Koeffizienten 
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sind  seit  Leonardo  da  Vinci  eine  große  Zahl  von  Experimental- 
Untersuchungen  gewidmet,  deren  Resultate  für  die  Erledigung 
von  Einzelfragen  wertvoll  sind,  ohne  jedoch  über  das  eigentliche 
Wesen  der  Reibung  Licht  zu  verbreiten. 

Immerhin  soll  im  folgenden  gezeigt  werden,  wie  sich  die  Be- 
handlung von  Schwingungsaufgaben,  bei  denen  die  Bewegung 
nach  dem  Coulomb  sehen  Gesetz  erfolgt,  gestaltet. 

Es  handle  sich  um  die  Verfolgung  der  Schwingungsbewegung 
(s.  Fig.  13)  der  Zentrifugalgewichte  eines  Hartungschen  Regu- 
lators^o)^  Die  Grewichte  gleiten  auf  einer  Stange  imd  werden 
durch  eine  Feder  zusammengehalten.  Bei  einer  bestimmten  Um- 
laufzahl oJq  der  Regulatorspindel  sind  sie  relativ  zur  Stange  in 
Ruhe ;  wird  die  Umlauf  zahl  auf  u)  plötzlich  abgeändert,  so  beginnt 

eine  schwingende  Gleitbewegung 
der  Gewichte  relativ  zur  Füh- 
rungsstange; es  soll  sich  darum 
handeln,     diese     Schwingungsbe- 


-►-^-♦-^-^H>  ♦  <|»  0  <(> 


y  O  y  ^  ö  A.^-^— A 


r 


: X »4 


Fig.  18.    Hartungs  Regulator. 


Fig.  14.    Konstante  Reibung. 


wegung  zu  untersuchen  und  speziell  den  Zeitpunkt  zu  bestim- 
men, zu  welchem  der  der  neuen  Umlauf  zahl  entsprechende  Gleich- 
gewichtszustand des  Systems  Gewichte  +  Feder  eintritt. 

Es  sei  Xq  die  Lage  des  Gewichtes  bei  ruhender  Spindel  und 
gänzlich  entlasteter  Feder  (siehe  Fig.  14). 

Dann  gilt  als  Bewegungsgleichung: 


(2) 


m  ---^-  =  mxco^  —  (x  —  Xn)c^  —  mgiu, 
dr 


Hier  ist  c*  die  elastische  Konstante  der  Feder  für  axiale 
Formänderung  und  mg fx  die  von  dem  Gleiten  des  Gewichts  auf 
der  l^hrungsstange  und  von  der  Drehung  der  Gelenke  herrührende 
Reibungskraft.    Sie  ist  hier  negativ  angesetzt,  da  die  Gleichung 
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für  Bewegung  des  Gewichtes  nach  außen,'  also  für  wachsende  x 
gelten  soll. 

Wir  führen  die  Abkürzungen 

ein  und  können  ßo  schreiben: 

(3)  m^^^  =  -a«(x-xO. 

Die  hierdurch  gegebene  Bewegung  ist  eine  Schwingung  um 

die  Mittellage  ai^.    Wäre  keine  Reibung  vorhanden  und  co  =0, 

so  wäre  x'  =Xq,  d.  h.  die  spannungslose  Lage  der  Feder  wäre 

der  Schwingungsmittelpunkt.   Durch  die  Rotation  a>  wird  dieser 

c* 
weiter  nach  außen  gerückt :  x  =  Xq  — ;  die  Reibung  mg  /Ji 

bewirkt,  daß  er  diese  Lage  nicht  ganz  erreicht. 
Die  Integration  von  (3)  liefert: 

X  —  X  =  (a;,  —  a;  )  cos  .  -  , 

ym 

wo  0?!  die  der  Winkelgeschwindigkeit  coq  entsprechende  Anfangs- 
lage des  Gewichtes  bedeutet. 

Die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  hört  auf  bei  der  Umkehr 
der  Bewegung,  da  die  Reibung  ihr  Vorzeichen  we<jhselt.     Dies 

tritt  ein  für 

dx 

=  0, 


d.  h.  für 


oder 


dt 

.    oct  nim 

sm-i^  =  0  ;  t  =  — ^ — 

^jm  « 


X2  ^^^  Ä  X    ~~"  3J|   • 

Die  hier  beginnende  Rückschwingung  regelt  sich  aber  nach 
folgender  Differentialgleichung 

d-x 
(4)  ^  ,7#2  ^  mxco^  --  {x  —  x^^o^  +  mg fi 
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oder  mit  der  Abkürzung 


x"  =  X. 


+ 


mg/Ji 


(5) 


^  c*  —  mco^       c*  —  m  CO*  ' 
d*x 


m 


dt* 


(X*{X  —  x'^)  . 


Das  Integral  lautet: 


a;  —  x"  =  (0:2  —  x'')  cos 


(Xt 


fm' 


welche  Bewegung  ihr  Ende  findet  bei 

a;  =  ajg  =  2  a;"  —  arg  =  2  ar"  ~  2  x'  +  a?i 
zur  Zeit 

t  — —  ~       ~    • 


^1  + 


^mgjLL 


(X' 


Setzt  man  jetzt  abgekürzt 

und  macht  man  den  Punkt 

a:  =  a;< 


mgji 


.2 


d.  h.  den  Schwingungsmittelpunkt  bei  reibungsfreier  Bewegung 
zum  Anfangszählpunkt  der  x,  so  wird: 

a;,  =  -fi+2A, 

a:8  =  +fi-4i, 

x^  =  — fi  +  6k     usw., 

d.h.  die  Schwingungsweiten 
nehmen  in  arithmetischer 
Progression  ab,  während  die 
Schwingungsdauern  kon- 
stant sind.  Die  Bewegung 
kommt  zur  Ruhe,  sobald  irgend- 
ein X  absolut  genonmien  kleiner 
als  l  wird.  Stellt  man  die  Bewegung  graphisch  dar,  so  erhält 
man  eine  aus  einzelnen  Sinliskurven  zusammengesetzte  Schlangen- 
linie (siehe  Fig.  15), 


Flg.  15.    Schwingung  mit  Coulomb' scher 
Reibung. 
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Eine  verwickeitere  Bewegung  unter  Einfluß  der  Reibung 
kommt  beim  Betrieb  von  Expansions-Kolbenschiebersteuerungen 
vor.  Hier  hat  der  Schieber  in  Richtung  der  Schieberstange  eine 
durch  die  Maschinenbewegung  gegebene  gezwungene  Schwin- 
gungsbewegung auszuführen,  während  die  Regulierbewegung 
senkrecht  dazu  unter  Einfluß  des  Regulators  erfolgt.  Um  im 
folgenden  nur  das  Charakteristische  dieser  Bewegung  hervor- 
treten zu  lassen,  denken  wir  uns  die  Massen  der  Regulierteile 
mit  dem  Trägheitsmoment  G  des  Expansionsschiebers  um 
seine  Drehungsachse  vereinigt  und  die  Federkraftwirkungen  zu- 
sammen mit  den  Zentrifugalkraftwirkungen  auf  einen  Ausdruck 
—  a^99  gebracht.  Hier  soll  (p  den  als  klein  vorausgesetzten  Ver- 
drehungswinkel des  Schiebers  von  irgendeiner  Mittellage  q>  =0 
aus  gerechnet  bedeuten;  —oc^q)  soll  also  nichts  anderes  sein  als 
die  auf  den  Schieber  vom  Regulator  her  ausgeübte  Stellkraft. 

Wir  denken  uns  jetzt  femer  ein  Relativkoordinatensystem 
in  bezug  auf  den  Grundschieber,  dessen  Anfangspunkt  in  der 
den  beiden  Schiebern  gemeinsamen  Zylinderfläche  hegt  und  des- 
sen a:- Achse  eine  Erzeugende  dieser  Fläche  sei,  während  die 
y- Achse  die  Spur  der  Ebene  a;  =  0  mit  jener  Fläche  ist ;  bezeich- 
net man  den  Radius  des  Expansionsschiebers  mit  r,  so  gilt 

dy  =  rd(p. 

Die  zwischen  den  Schiebern  wirkende  Reibungskraft  Mg/i, 
wo  M  die  Masse  des  Expansionsschiebers  ist,  wirkt  jedenfalls 
tangential  zu  einer  in  der  Schieberfläche  liegenden  Kurve,  deren 
Bogenelement  d  s  sei.  Diese  Kurve  ist  diejenige,  die  ein  beliebiger 
Punkt  des  Expansionsschiebers  bei  der  aus  Drehungen  und  Ver- 
schiebungen zusammengesetzten  Bewegung  des  letzteren  relativ 
zum  Grundschieber  beschreibt.  Die  Komponenten  der  Reibungs- 
kraft in  den  Koordinatenrichtungen  sind  jetzt 

T^  ^M-       ^^  T^  -.^       dy  __  dqp 

R,==±Mgf.-^-^;       R,  =  ±Mg ,.    y^=  .}JIg  ,r  ^  . 

Die    Bewegungsgleichungen    des    Expansionsschiebers    schreiben 
sich  hiermit  wie  folgt: 

d^x        _      ,,       dx 


(6) 


-m^'-m- 
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Hier  gilt  nun  weiter 

da 
dt 

in  welcher  Formel  die  kleine  Drehgeschwindigkeit  r  I  — ^  j  des  Ex- 

pansionsschiebers  gegenüber  seiner  großen  Axialgeschwindigkeit 

(dx\^ 
— I   vernachlässigt  werden  kann.  Damit  wird  aber  ds  =dt'C, 

indem  wir  die  in  Wirklichkeit  periodische  Axialgeschwindigkeit 
durch  ihren  Mittelwert  c  ersetzen. 

Jetzt  geht  die  zweite  der  Formeln  (6)  über  in 

^^  '^  dt'    ^      ^  c         dt   ' 

Hier  ist  da«  Minuszeichen  gesetzt,  weil  ebenso  wie  die  Rei- 

biing  auch  die  Geschwindigkeit  — —  ihr  Zeichen  umkehrt,  so  daß 

dt 

wir  im  Gegensatz  zum  vorigen  Beispiel  für  die  ganze  Bewegung 
nur  eine  einzige  Differentialgleichung  erhalten. 

Bemerkenswert  ist  an  dieser  Formel,  daß  der  vom  Regulator 

zu    überwindende   Bewegungswiderstand    — ^-^ mit    zu- 

c         dt 

nehmender  Verschiebegeschwindigkeit  c  abnimmt,  ein  Ergebnis, 
welches  die  praktische  Erfahrung  bestätigt. 

§  6.  Freie  Schwingungen 
eines  Galvanometers  mit  linearer  Dämpfung. 

Die  Formel  (7)  des  §  5  führt  uns  bereits  in  das  Gebiet  der 
freien  gedämpften  Schwingungen  im  engeren  Sinne.  Unter  Dämp- 
fungen versteht  man  ganz  aUgemein  Widerstandskräfte,  die  sich 
der  Bewegung  eines  schwingenden  Körpers  entgegensetzen  und 
dabei  in  jedem  AugenbUck  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers  proportional  sind.  Naturgemäß  ist  diese  Definition 
lediglich  eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit;  es  ist  keineswegs 
von  vornherein  einzusehen,  weshalb  die  Widerstandskräfte  nicht 
auch  von  höheren  Potenzen  der  Geschwindigkeit  abhängen  sollen. 
In  der  Tat  gibt  es  auch  Bewegungsvorgänge,  bei  denen  jene  ein- 
fache Definition  nicht  mehr  zutrifft.   Indessen  hat  die  Erfahrung 
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gezeigt,  daß  die  Behandlung  einer  sehr  großen  Zahl  von  Sohwin- 
gungsproblemen  des  Ingenieurs  und  des  Physikers  sich  nach  obiger 
Festsetzung  mit  genügender  Genauigkeit  behandehi  lassen. 

Ein  wichtiges  Beispiel  einer  ge- 
dämpften Schwingung  bietet  eine  inner-, 
halb  eines  geschlossenen  Leiters  schwin- 
gende Magnetnadel^^). 

Der  Leiter  (siehe  Fig.  16)  sei  kreis-' 
förmig  vom  Radius  r,  die  Magnetnadel 
habe  das  magnetische  Moment  3R  und 
ihre  Länge  sei  klein  gegen  r.  Wir  be- 
trachten die  Nadel  zu  einer  Zeit,  zu 
der  sie  um  den  Winkel  q)  aus  der  Ebene 
des  Leiters  ausgelenkt  ist.  Da  sie  sich 
in  Bewegung  befindet,  so  induziert  sie 
im  Leiter  elektromotorische  Kräfte,  die 
einen  Strom  i  hervorrufen.  Der  Strom  i 
leistet  im  Leiter  eine  Arbeit  zur  Erwär- 
mung des  Leiters;  diese  Arbeit  hat  im  Zeitelement  dt  den  Be- 
trag wi^dt,  wenn  w  der  Widerstand  des  Leiters  ist.  Der  Energie- 
betrag wi^dt  kann  nur  daher  rühren,  daß  die  Bewegungsenergie  k 
der  Magnetnadel  um  den  gleichen  Betrag  dk  vermindert  wird ;  es  ist 

(1)  dk  +  wi^dt  =  0  . 

Die  Übertragung  der  Energiemenge  dk  von  der  Nadel  auf 
den  Wärmeinhalt  des  Leiters  geschieht  durch  Vermittlung  des 
elektromagnetischen  Potentials  des  Leiters  in  bezug  auf  die  Nadel. 
Die  Potentialtheorie  zeigt,  daß  dieses  Potential  lautet: 


Fig.  16. 


-ii 

Galyanometer. 


(2) 


11  = 8m93 


Stets  gilt  die  Beziehung 

(3)  dk  +  dn=0\ 

d.  h.  die  Summe  der  Änderungen  der  kinetischen  und  der  poten- 
tiellen Enerige  der  Nadel  muß  stets  gleich  Null  sein. 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 


(3a) 


wi^dt  =  dTI  = 


endcp 

6(p  dt 


dt 


(5)  2)^=— --— =  — - — cosq> 
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oder  mit  (2) 

,..  .  27im  d(p 

Hiermit  wird  also  der  Strom  i  berechnet.  Wir  berechnen  nun 
das  Drehmoment  2>i,  welches  dieser  Strom  auf  die  Nadel  aus- 
übt.   Es  ist  einfach 

dn  ^27imi 
<p  r 

Femer  übt  der  Erdmagnetismus  ein  Moment  D2  aus,  welches 
wir  in  §4  fanden 

(6)  D^  =  -Hmsm(p, 

wobei  vorausgesetzt  ist,  daß  die  Leiterebene  mit  dem  magne- 
tischen Meridian  zusammenfalle.  Bezeichnen  wir  noch  das  Träg- 
heitsmoment der  Nadel  mit  0,  dann  gilt  als  Bewegungsgleichung: 

(7)  0^-'?  =  -Hmsm<p  +  2jt  —  cos(p  . 

dt"  r 

Führen  wir  im  letzten  Glied  der  rechten  Seite  für  *  seinen 
Wert  aus  Gleichung  (4)  ein,  so  ergibt  sich: 

/ox  iQ^V   ,    4;i«SW«  d(p  . 

<^)  ^m^^  "7^~  ^^'^  dt  +  ^SK  sm(p  =  0  . 

Werden  hier  wieder  nur  kleine  Schwingungen  betrachtet,  so  daß 
man  setzen  kann 

sin^?  =  9? ,     CO89?  =  I  , 
so  wird 

ar      .    r^w     dt 

Dies  ist  die  den  gedämpften  Schwingungsvorgang  beschreibende 
Differentialgleichung.  Sie  ist  1  i  n  e  a  r  von  der  zweitenOrdnung 
mit  konstanten  Koeffizienten  und  homogen. 
Wir  kürzen  jetzt  ab: 

4jr2g)[>2 
(9a)  -  Y     -  =  ^  J      Hm  =  C 

und  erhalten 

d'^w       B  d(p       C 
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Wir  versuchen,  unter  welchen  Umständen 

(11)  9?  =  4e«' 

eine  Lösung  von  (10)  ist. 

Nach  ein-  und  zweimaliger  Differentiation  findet  man: 

(12)         §  =  ^««»';  ^r-^«*«-'- 

Setzen  wir  (11)  und  (12)  in  (10)  ein,  so  folgt  nach  Division  mit 
A  c«' : 

(13)  oc^  +  ^oc+l-  =  0. 

Genügt  X  dieser  Gleichung,   so  ist  offenbar   (11)  eine  Lösung 
von  (10). 

Die  quadratische  Gleichung  (13)  hat  zwei  Lösungen: 


(14) 


f  B     ,-,/ B^        G  , 

L  _  l/  -B'       c 

e     f'  4  0«     e  ' 


B 

öto  =  —  : 


Jeder  dieser  beiden  Werte  liefert  ein  partikuläres  Integral 
der  Differentialgleichimg  (10);  das  allgemeine  Integral  setzt 
sich  aus  diesen  zusammen  unter  Zuhilfenahme  zweier  willkür- 
licher Konstanten  A^  und  A2 

(15)  <P  =  A  e"**'  +  ^2  e"'*'  • 

Der  Bewegungsvorgang  gestaltet  sich  sehr  verschieden,  je  nach 
den  Anfangsbedingungen  und  nach  dem  Wert  der  Wurzel  in  (14). 
Ist  die  Wurzel  reell  {B^  >  4  0C),  dann  sind  «j  und  «2  heide  nega- 
tiv, woraus  sich  ergibt,  daß  99  niemals  unendlich  groß  werden 
kann,  sondern  daß  die  Nadel,  ohne  durch  ihre  Mittellage  zu  gehen, 
zur  Ruhe  kommt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  daß 

(16)  52  =  4  0C  ; 

auch  in  diesem  Falle  kommt  keine  eigentUche  Schwingung  zu- 
stande, sondern  die  Nadel  nähert  sich  „aperiodisch"  ihrer 
Ruhelage  (siehe  Fig.  17). 
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G 


Wird  dagegen  1/  j^  —  -tj  imaginär,  dann  geht   <p  in  die 
Form  über 


(17)     9)  =  «"'"«' (^icosl/-^-- 


4  0« 


t  +  AiSaxX   -p=- 


'7  0-4 


B^ 

0« 


wo  A^  und  ^1  wieder  die  Integrationskonstanten  sind. 


i 

r 

cc 

\ 

9 

^' 

t'O 


Fig.  17.    Aperlodl8ch6  Dimpfung. 


Fig.  18.    Ged&mpfte  Schwingung. 


Einen  solchen  Schwingungsvorgang  veranschaulicht  Fig.  18: 
es  entstehen  Sinusschwingungen  mit  fortdauernd  abnehmender 
Amplitude. 

Diese  Schwingungsdauer  wird  jetzt 


(18) 


T  = 


271 


~  .— ^   » 


l 


/  C  _  ^l_ 

e  4:6 


also  größer  als  im  Falle  der  freien  ungedämpften  Schwingung 
{B  =  0). 

Zwei   Amplituden,    zwischen   denen   eine   Schwingungsdauer 

-  ^  T  BT 

liegt,  verhalten  sich  wie  1  :  e   ^^    ;  man  nennt  die  Größe   -  ^  , 

welche  für  die  Abnahme  der  Amplituden  bestimmend  ist,  das 
logarithmische  Dekrement  A,  bezogen  auf  eine  ganze 
Schwingungsdauer. 

Man  benutzt  eine  gedämpft  schwingende  Magnetnadel  zur 
Bestimmung  von  Widerständen.  Dabei  wird  der  zu  messende 
Widerstand  mit  dem  Widerstand  der  Galvanometerwicklung  in 
Reihe  geschaltet  und  durch  Schw^ingungsbeobachtung  das  loga- 
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rithmische  Dekrement  der  Schwingung  =  A  ermittelt.  Aus  A 
berechnet  man  vermöge 

die  Größe  B  und  aus  dieser  nach  (9  a)  die  Summe  des  Wicklungs- 
widerstands und  des  zu  untersuchenden  Widerstandes,  von  denen 
die  erstere  bekannt  ist. 

§  7.  Einzelheiten  zur  Behandlung  gedämpfter  Schwingungen 

beim  Galvanometer. 

Die  Gleichung  (17)  des  §  6  schreiben  wir  für  das  Folgende  in 
der  Form 


^-(']/§ 


(1)  .p-A,   ••«in|l|/%-4^  +  «|. 


Durch  Einführung  der  halben  gedämpften  Schwingungsdauer 
(2)  T-  "" 


1/-  -  -' 

y  e     4<9* 

schreibt  sich  (1)  einfacher: 

/       4  \ 

(3)  9P  =  ^c"2^sin^^  +aj. 

Benutzt  man  ein  solches  gedämpftes  Galvanometer  zu  ballistischen 
Messungen,  so  ist  der  beobachtete  erste  Ausschlag  (siehe  §  4) 
auf  ungedämpfte  Schwingungen  zurückzuführen  und  dann  erst 
zur  Berechnung  der  Elektrizitätsmenge  nach  Gleichung  (25)  des 
§  4  zu  benutzen. 

Zur  Zurückführung  des  Ausschlags  auf  ungedämpfte  Schwin- 
gungen stellen  wir  folgende  Überlegungen  an. 

Die  Galvanometemadel  beginne  zur  Zeit  f  =  0  ihre  Bewegmig 
mit  einer  noch  unbekannten  Geschwindigkeit  (p^.  Dann  ist 
a  =  0  zu  setzen,  und  es  wird: 

(4)  7  -Ae.    -^(^cos^/-  -^-^m^i 
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oder  zur  Zeit  <  =  0 
(6)  •  9^0  =  ^  "" 


T  • 

Vollzieht  nun  die  Nadel  eine  halbe  Schwingung,  so  kehrt  sie 
nach  der  Zeit  t  =  T  wieder  durch  die  Ruhelage  zurück  mit  der 
Geschwindigkeit 

ST 

Durch  Division  der  Absolutwerte  von  (p^  und  (p^  ergibt  sich  das 
Dämpfungsverhältnis 

(7)  k  =  -^  =  c    Tö 


und  hieraus  das  logarithmische  Dekrement  für  halbe  Schwingungs- 
dauer: 

(8)  A  =  lognati  =  -—.  = ^=    . 

2(9        20^/(7         B^ 


f  e     46 


(92 
Mit  (8)  kann  man  die  Gleichung  (3)  auch  schreiben: 

(9)  q)  =  Ae    T   sin— < . 

Femer  führt  man  noch  zweckmäßig  die   halbe  Schwin 
gungsdauer  Tq  der  ungedämpften  Bewegung 

71 

(10)  To  = 


n 

ein  und  findet  mit  dieser: 
(11)  T  =  To 


l/l--^ 

oder  auch  durch  Einführung  von  C  nach  Gleichung  (8): 
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Aus  dieser  letzten  Formel  und  (8)  findet  sich  dann  schließlich 


(13)  T='=^in*  +  A»  . 

71 

Die  erste  Umkehr  der  Nadel  erfolgt  zu  einer  Zeit  ^  =  ^i ,  welche 
sich  bestimmt  aus  der  Gleichung 

(^^)  9^=yre    ^'^jrcosy^i  -  Jsin-^<ij==0, 

welcher  Ansatz   aus  (4)  unter  Berücksichtigung  von  (8)  folgt. 
Danach  wird: 

(16)  *«r'^  =  ^ 

oder 

(16)  <,  =— arctg-j- 

und 

/,— V  .      ^  7t 

17)  sm— ^1  =  -- ^. 

^  in^  +  A^ 

Hiermit  findet  sich  der  Ausschlag  zur  Zeit  t^,  d.  h.  der  erste 
Ausschlag  nach  Beginn  der  Bewegung: 

A        .     :r 

(18)  9?i  =  4  e    ^        -* 


V^r«  +  A^ 

Ermittelt    man     hier    die    unbestimmte    Integrationskonstante 
nach  (5),  so  wird: 

rA  3T 
arcta  , 

Ohne  Dämpfung  wäre  aber  gewesen  {B  =0,  yl  =  0) 

T  T 

(20)  9^  =  9^0  -r  =  ^0 


und  demnach 

A         .    .t 
arctg-- 

(21)  9?i  =  90  e    --^         -* 
oder 

A  ,       .T 

"¥  —  ftrctff  ~ 

(22)  (p=:  (p^e    -^        -*  . 
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Die  Zurückführung  auf  ungedämpfte  Bewegung  wird  also 
geleistet,  durch  Beobachtung  des  ersten  und  zweiten  ITmkehr- 
ausschlags  (p{  und  (p^y  welche  nach 

(23)  J=lognat^' 

das  logarithmische  Dekrement  zu  berechnen  gestatten  und  dann 
mit  (22)  den  gesuchten  ungedämpften  Ausschlag  liefern. 

Bestimmt  man  gleichzeitig  die  gedämpfte  halbe  Schwingungs- 
dauer T  als  Zeitverlauf  zwischen  den  genannten  Umkehrpunkten, 
so  hat  man  alle  die  Bewegungsdifferentialgleichung  bestimmen- 
den Größen  gewonnen.    Denn  nach  (8)  findet  man: 

(")  T 

und  nach  (10)  und  (13) 

(25)  C  ^n^+A^  ^:j_- 

e        T^        Ti 

So  findet  denn  die  Differentialgleichung  (10)  des  §  6  ihre  Form 
in  den  immittelbaren  Ergebnissen  der  Schwingungsbeobachtung  : 

FCihrt  man  hier  noch  die  Abkürzungen  ein 


so  erhält  man: 


-1  «  71 

=  o  *  =  V 

T  '  T 


S+^'^  +  C'  +  ^V-o. 


Hier  ist  jV^  -\~  d^  —•  -  -  die  Kreisfrequenz  der  ungedämpften 
IVwe^mg,  V  die  der  gedämpften  Bewegung. 

%  8.    rnterHuehung  aperiodischer  Schwinß;un^en  des 

OalvanonieterH. 
1.  Die  gedämpfte  Schwingmigsdauer 

(1)  r  = 


] 


^  C         B* 


H        4  H 

H  cirt  ,  ScIiwingiingHletirtv    2.  Aufl.  '^ 
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gestattet  noch  eine  Umformung  durch  Einführung  von 


^\^a 


(2)  T^^2n\l%         und         S  =  ^^ 


wo  Tq  die  Schwingungsdauer  der  nicht  gedämpften  Bewegung  ist. 
Wir  erhalten  dann: 

(3)  T  =  To--/— ,         A=       ^^ 


Es  ist  also  die  Größe  f^  —  1,  welche  über  den  Charakter  der 
Bewegung  entscheidet,  und  es  entspricht: 

f  >  I  dem  periodisch  gedämpften,  im  vorigen  Paragraph  näher 

behandelten  Zustand, 
f  =  1  dem  aperiodischen  Grenzzustand, 
f  <  1  dem  überaperiodischen  Zustand. 

In  diesen  beiden  letzten  Fällen  ist  eine  bestimmte  Abänderung 
der  Bewegungsgleichung  erforderlich. 

2.  Für  den  Fall  f  <  1  müssen  wir  auf  die  allgemeine  Lö- 
sung des  §  6 

zurückgehen,     mit    a^  =  —  d  +  v  und  «£  ~  —  d  —  v  ,    wo    zu 
setzen  ist  (vgl.  §  7) 


R 

B    I 

*"      20 

A- 

A-ftC!          Tt     . 

JLß 

20  ' 

4CO             ß      r— 

S»         20  ' 

-1* 

(3a) 


Soll  nun  die  Nadelgeschwindigkeit  zur  Zeit  <  =  0  in  der  Mittel- 
lage für  9?  =  0  gleich  ^,  sein,  so  haben  wir  zu  setzen 

f  ^,  +  ^,  =  0  , 

< 

und  daraus  die  unbestimmten  Integrationskonstanten 
Damit  wIkI  die  gesuchte  Bewegimg: 

•  •  • 

2v  V 

unter  Anwendung  des  hyperbolischen  Sinus. 
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Wollen  wir  jetzt  den  Zeitpunkt  der  ersten  Umkehr  bestimmen, 
so  ist  zu  setzen: 

woraus  sich  die  Umkehrzeit  T^  ermittelt  nach 

was  nach  T^  aufgelöst  ergibt: 

1  d  +  v 

(7)  ^i=^lognat.^      . 

2v  0  —  V 

Dieses  kann  man  wieder  in  (4)  einsetzen  und  findet  die  Größe 
des  zur  Zeit  T^  gehörigen  Ausschlages  mit 

Nach  Erreichung  dieses  Ausschlages  geht  das  Galvanometer  wieder 
zurück.  Die  Bewegung  folgt  den  Anfangsbedingungen  für  t  =0: 
tp  =  (p^^  (p  z=0,  welche  die  Konstantengleichungen  liefern 

(8a)  q>i==  A^  +  A2;       0  =  (X^Ai  +  (X^A^  . 

Mithin  wird: 

V  -\-  ö  v  —  ö 

(8b)  A,=<p,~^~-;       A,^q>,-^-    . 

Nach  der  ersten  Umkehr,  zur  Zeit  1^,  wird  also  der  Ausschlag 

(9)  9'  =  9'i(^e'*'  +  -2^-e-'*)e-^''. 

Ist  die  Dämpfung  nun  sehr  groß,  wobei  B  sehr  groß  ist  gegen- 
über 2  f^C ,  dann  wird  annähernd 


=    -l/l  - 


4  00       B  l      2  0r; 


52  2  H  \  B 

und 


'/■') 


3* 


3« 
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wo     '   eine  sehr  kleine  Zahl  ist.    Man  kann  demnach 
H 


(5  —  r  =  0    und    d  -{-  v  =  2v 


setzen  und  findet 
(10) 

c 


-^0 


rp  =  9?j  e^"  -  "^^ '*  =  9^1    ^ 


Weil        eine  sehr  kleine  Größe  ist,   so   nimmt   q>  nun   sehr 

langsam  ab,  das  Galvanometer 
„kriecht'^  in  seine  Mittellage.  Das 
Bild  (siehe  Fig.  19)  zeigt  den  Verlauf 
des  soeben  berechneten  Vorgangs. 
3.  Der  aperiodische  Grenzzu- 
stand f  =  1  fordert  die  Aufsuchung 
des  Integrals 

(11)         7^  =  ^jc**^  +  A^t"^^ 

im  Falle  der  Gleichheit  von  a^  imd  (x^  etwa  =  ä.  Daß  dieser 
Fall  eine  gesonderte  Untersuchung  verlangt,  sieht  man,  wenn 
man  zimächst  noch  (x^  von  äj  verschieden  annimmt,  etwa 
«2  =  «1  +  ^  •    Dann  wird  aus  (11) 

(12)  ry.=  e-i<(^i  +  ^jC^O. 

Versuchen  wir  jetzt,  diesen  Ansatz  etwa  den  bei  (3a)  zu- 
grunde liegenden  Anfangsbedingungen  anzupassen,  so  würde  sein 


Fig.  10.    ÜberaperiodiBche 
Dämpf  ang. 


(13) 


^1    —  —^2  —  — 


9^0 


Setzt  man  dies  in  (13)  ein,  so  findet  sich: 


(14) 


(jr  =?"«  e^,t(eA«_  1) 


Die  (Gleichheit  der  Wurzeln  (X^  und  äj  verlangt  nun  das  Ver- 
schwinden von  ^,  was  in  (14)  den  unbestimmten  Faktor 

e'^  -  1       0 
g{k)  =  hm  = 

;.  =  o       ^  ^ 

hervorbringt.  Um  diesen  zu  beseitigen,  haben  wir  (nach  bekannten 
llegeln;  vgl.  Hütte  1915,  I,  S.  68)  Zähler  und  Nenner  nach  ;.  zu 
differenzieren  xmd  finden : 


(15) 


g{Ä)  -=  lim  =  /  . 
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Somit  findet  sich  die  Bewegung  der  Galvanometeniadel  im  aperio- 
dischen Grenzzustand  mit  äj  =  —  (J  . 

(16)  7:  =  9^,e-'^'.^. 

Da  nun  die  Bedingung  1  =  1  identisch  ist  mit  v  =  0,  so  wird  wegen 

(vgl.  §  7)  einfach: 


TT 


(18)  ^^  T,' 

also  aus  (10): 

(19)  cp^^fpyTo.t, 

Hiemach  bestimmt  sich  die  Zeit  t  —  1\  der  ersten  Umkehr  aus 


zu  (20)  1\  =  ^" 

und  der  bis  dahhi  erreichte  größte  Ausschlagwinkel 

(21)  9'.  =  9'.  ^-^  =  -Po  8  ,^  • 

Rechnet  man  vom  größten  Ausschlag  (/  =  0)  den  Kückgang  mit  der 
Zeit  ^,  so  hat  man  wieder  die  Gleichung  (12)  zu  verwenden  und 
mit  den  Anfangsbedingungen  q>  =  (f\  und  (p  =0  für  t  =  0  zu 
verbinden.    Es  wird  demnach 

0    -  (X,  A^  +  (CK^  +  X)  Jjj  . 

Durch  Auflösung  nach  A^^  und  ^2  ehalten  wir 

(23)'  ^,  =  (*'  +  l)<r,;      yt,  =  -''^Si 

und  nach  Einsetzung  in  (12) 

(24)  (p  =  (Pi  e''"[l  +  ^l  (1  -  e"*)). 

Hier  tritt  in  der  geschweiften  Klammer  beim  Grenzübergang 
/       0  wieder  ein  unbestimmtes  Glied  auf,  welches  dun^h  Differen- 


(22) 
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tiation  von  Zähler  und  Nenner  nach  X  zu  beseitigen  ist.    Man 

erhält  dadurch 

(25)  9?  =  9?i€«x^(l -a,i>) 

oder  mit  «i  ^  —d  =  — 


(26)  ^,^g,^e''^[l  +  -~& 

Setzt  man  hier  i^  =  3  Tq,  so  wird 

10,4  10,4 

r-^i  7974-   =-  <Pi  11200  ' 

d.  h.  beim  aperiodischen  Grenzzustand  geht  der  größte  Ausschlag 
in  der  dreifachen  ungedämpften  halben  Schwingungsdauer  auf 
weniger  als  i^Vir  seines  Betrages  zurück. 

Man  kann  beweisen,  daß  der  aperiodische  Grenzzustand 
(v  =  0)  derjenige  ist,  der  den  größten  Ausschlag  q^^  in  der  kür- 
zesten Zeit  zum  Verschwinden  bringt. 

Der  Beweis  gelingt  so:    Nach  Ansatz  (9)  ist 


(27) 


'P-  f^{' tv^  '"  +  ^'"'j''"'  ■ 


die  Gleichung  für  das  Rückschwingen  des  Galvanometers  vom 
größten  Ausschlag  9?^  bei  aperiodischer  Bewegung.  Es  soll  jetzt 
der  Ausschlag  q>,  der  nach  einer  beliebigen  Zeit  t?  von  9^1  noch 
übrigbleibt,  so  klein  wie  möglich  sein,  was  durch  geeignete  Wahl 
von  V  und  d  erreicht  werden  soll. 

Es  soll  also  (p  bei  jedem  #  ein  Minimum  werden.  Hierzu  bilden 
wir  durch  partielle  Differentiation  nach  v  und  d  (Bedingung  für  das 
Maximum  oder  Minimum  einer  Funktion  mit  zwei  Variabein ;  siehe 
„Hütte"  1915,  S.  68),  nachdem  wir  cp  in  Hyperbelfunktionen 

(p  =  (Pi  Uo\v *  +  -  ©in V  d\e-^^ 
(vgl.  „Hütte"  1915,  S.  64)  ausgedrückt  haben,  die  Gleichungen 

CV  [  V  V*  I 

iZ-  =  <pA-Smv  &  -  mo]v&  -  ^^-  ©in»'  i>U-  *''  =  0  . 
[do  \v  V  / 


(28) 
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V  —  S 
Nach  Addition,  Wegheben  von 9?i  e 


^^  und  geeigneter  Zu- 
sammenfassung findet  sich  aus  diesen  Gleichungen: 

(29) 


1 


(©in  V 1*  -  Eof  r  d)  +  —^  ©in  v  i>  =  0  . 

vir 


Diese  Gleichung  soll  für  jedes  i?  nach  v  aufgelöst  werden,  v  =  0 
ist  eine  solche  Lösung,  bei  von  Null  verschiedenem  #,  wie  sich 
durch  Einsetzen  in  (29)  ergibt,  und  es  ist  die  einzige  Lösung, 
da,  wie  ein  Blick  in  die  hyperbolischen  Funktionentafeln  der 
„Hütte"  oder  auch  eine  kurze  Reihenentwicklung  der  linken 
Seite  von  (29)  lehrt,  positives  v  diese  Seite  stets  positiv,  nega- 
tives V  stets  negativ,  also  von  Null  verschieden  macht. 

Der  aperiodische  Grenzzustand  bringt  also  das  Galvanometer 
schneller  als  alle  anderen  möglichen  Bewegungszustände  zur 
Kühe. 

§  9.   Entladung  eines  Kondensators. 

Unter  einem  Kondensator  versteht  man  eine  Vorrichtung  zur 
Ansammlung  einer  Elektrizitätsmenge.  Li  seiner  einfachsten 
Form  besteht  ein  Kondensator  aus  einer  Platte  aus  isolierendem 
Material  (Gla.s,  Hartgummi,  Glimmer  usw.),  die  auf  beiden  Seiten 
mit  dünnen  Metallfolien  belegt  ist.  Der  Kondensator  sei  geladen 
auf  das  Potential  P^;  seine  Kapa- 
zität sei  C;  dann  ist  die  auf  der 
einen  Belegung  1  enthaltene  Elek- 
trizitätsmenge 


(1) 


Qo—PoO; 


Erde 


Fig.  20. 


Kondensator. 


die  andere  Belegung  2  sei  zur 
Erde  abgeleitet  (siehe  Fig.  20). 
Verbinden  wir  jetzt  die  Belegung  1 
durch  einen  Leiter  vom  Wider- 
stände w  und  der  Selbstinduktion  L 
mit  der  Erde,  so  beginnt  ein  Strom  %  im  Leiter  zu  fließen;  die 
auf  der  Belegung  enthaltene  Elektrizitätsmenge  beginnt  sich  zu 
ändern,  und  es  gilt  im  Zeitelement  di\ 

(2)  dq idi. 


40 


II.  Schwingungen  mit  Dämpfung. 


Femer  gilt  aber  auch  das  Oh  msche  Gesetz :  Das  Potential  P  muß 
hl  jedem  Augenblick  der  Summe  vom  Ohmschen  und  Selbst- 
induktionsspannungsabfall gleich  ^sein : 


(3) 


P  =  toi  +  L-*-  . 

dt 


Q 


Setzt  man  in  (3)  P  =  ^  ein  und  differenziert  nach  /,  so  erhält  man  : 


(4) 


und  hieraus  mit 


1  dQ  di 

G  dt  dt 


^rL 


dH 
dt'- 


(^) 


dQ  ^ 

dt 
dH 
dt^ 


—  i 


+ 


w  di 


^■ 


L  dt    '    LG 


-0. 


Wir  finden  also,  daß  bei  der  Entladung  eines  Kondensators  sich 
der  Entladungsstrom  genau  so  ändert,  wie  die  Schwingungsweite 
einer  gedämpft  schwingenden  Magnetnadel.  Es  gibt  auch  hier 
zwei  Möglichkeiten:  Entweder  ist 


(6) 


W' 


4:L^ 


1 

LG 


dann  kommt  kerne  eigentliche  Schwingung  zustande ;  der  Strom 
wächst  schnell  von  Null  bis  zu  einem  Maximum,  um  dann  all- 
mählich bis  zu  Null  abzunehmen  (siehe  Fig.  21). 
Oder  es  ist 


.2 


t^*  1 

4:U^  LG 


Mg.  21.  AperiodJsch  gedftmpft«  Entladung. 


Fig.  22.  Oscilliereude  Entladung. 


dann  kommen  ein  oder  mehrere  Stromwechsel  vor;  der  Funke 
ist  nicht  einheitlich,  sondern  läßt  sich  mit  Hilfe  schnellrotierender 
Spiegel  als  ]:)eriodische  Erscheinmig  erkennen  (siehe  Fig.  22)^^) 
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Ist  der  Ohm  sehe  Widerstand  des  Entladungsleiters  sehr  klein,  ' 
so  entsteht  eine  große  Zahl  schwach  gedämpfter  Stromschwingun- 
gen, deren  Dauer  sich  berechnet  zu: 


Kondensatorentladungen    dieser    Art    mit    möglichst   schwacher 
Dämpfung  werden  in  der  drahtlosen  Telegraphie  benutzt. 

§  10.  Sehlteßungs-  und  öffnungsextrastrom. 

Schüeßt  man  eine  Gleichstromspannung  E  mit  emem  Leiter 
von  Widerstand  w  und  der  Selbstinduktion  i,  dann  gilt  vom 
Momente  des  Schließens  ab  für  den  Strom  verlauf  im  Leiter  die 
Differentialgleichung : 

(1)  E^wi  +  L^^^  . 

Zur  Lösung  dieser  Gleichung  setzen  wir  an 

(2)  »  =  A+^se-^ 

woraus  wir  durch  Differenzieren  und  Einsetzen  in  (1)  erhalten: 

(3)  JS7  =  M?^i  +wAie''^  +  LA^Oie''^  . 

Da  nun  E  eine  Gleichstromspannung  ist,  muß  es  von  der  Zeit  t 
unabhängig  sein,  d.  h.  in  (3)  muß 

(wA^  +  LA2  0i)e*^ 
verschwinden,  was  nur  möglich  ist,  wenn 

(4)  m;  +  L  öc  =  0 
ist.    Hieraus  folgt 

w 

(6)  «--j. 

Hiermit  berechnet  sich  aber 

((5)  E=^wA^, 

.womit  die  Integrationskonstante  ^4^  gefunden  ist: 

E 

(7)  ^1  =  -  . 

w 

I>er  Strom  verlauf  i  findet  sich  nun  wie  folgt  aus  (2): 

E  ""t 

(H)  t-        4-^^^    />    . 

w 
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Hier  ist  noch  die  Integrationskonstante  -4 2  zu  bestimmen,  was  ver- 
mittels der  Bemerkung  erfolgt,  daß  zur  Zeit  <  =  0,  also  im  Moment 
der  Schließung,  der  Strom  %  ebenfalls  gleich  Null  ist: 


(9) 

oder 

(10) 


E 
w 


E 


w 


Hiermit  ergibt  sich  endgültig  der  Strom  verlauf : 


(11) 


w 


w 
L 


■)■ 


Diese  Gleichung  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Fig.  23  wie  folgt  deuten : 
Zur  Zeit  ^  =  0  (kurz  vor  dem  Schließen)  ist  der  Leiter  strom- 
los.   Nach  der  Schließung  beginnt  ein  Strom  zu  fließen,  der  mit 

der  Zeit  auf  seinen  Maximal- 

verzögerte  Ansteigen  ist  eine 
FoJge  der  Selbstinduktion  L, 
welche  beim  Schließen  einen 
Gegen(extra)strom  hervorruft, 
der  erst  mit  der  Zeit  ver- 
schwindet. 

Ähnlich  gestaltet  sich  die 
Behandlung  des  Öffnungsextrastromes.  Dieser  tritt  auf,  wenn 
ein  vom  Gleichstrom  durchflossener  ICreis  des  Widerstands  w 
und  der  Selbstinduktion  L  plötzlich  unterbrochen  wird.  Die 
Unterbrechung  bedeutet  nichts  anderes,  als  daß  die  im  £j*eise 
wirkende  elektromotorische  Kraft -^  momentan  aufgehoben  wird. 
Die  Differentialgleichung  für  den  Stromverlauf  schreibt  sich  dann : 


0  t 

Fig.  23.    SchließangBstrom. 


(12) 


0  =  wi  -\-  L 


di 
~dt 


Hier  haben  wir  wieder  sofort  eine  Lösung 


(13) 


-^« 


t  =  ^,  e    ^  ., 


§  10.    Sohließungs-  und  Öffnungsextrastrom. 
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wo  sich  die  Konstante  A^  aus  der  Bedingung  bestimmt,  daß  für 
t  =  0  der  Strom 


(14) 

sein  muß. 

Es  ist  also: 

(15) 


E 

w 


und  also  auch 


A,^ 


E 


w 


E 
t  =       e 
w 


iO 


I 


Fig.  24.    OffnungMtrom. 


Aus  Gleichung   (15)  sieht  man,  daß  nach   öffnen  des  Kreises 

E 
der  Strom  von  seinem  Werte  —    bis  Null  allmählich  abnimmt 

10 

(siehe  Fig.  24).  Man  nennt  diesen  abklingenden  Strom  den 
öffnungsextrastrom, 
der  dieselbe  Richtung  hat 
wie  der  ursprüngliche 
Strom;  sein  Auftreten  ist  i- 
mit  erheblicher  Funken-  ^ 
bildung  verbunden,  wäh- 
rend der  Schließungsextra- 
strom ohne  Funkenbildung 
auftritt.  Der  Öffnungs- 
extrastrom wird  gelegentlich  im  Betriebe  elektrischer  Anlagen 
wichtig,  wofür  ein  der  Wirklichkeit  entnommenes  Beispiel  nach- 
stehend angeführt  werden  soll. 

Eine  große  Turbodynamo  geriet  plötzlich  außer  Betrieb,  in- 
dem ohne  zunächst  erkennbare  Ursache  die  Sicherungen  zwischen 
der  Dynamo  und  der  Batterie  (es  handelte  sich  um  Gieitstrom) 
durchschmolzen.  Beim  Wiederanlassen  der  Maschine  zeigte  es 
sich,  daß  sie  umpolarisiert  war.  Hierfür  war  zunächst  keine  Er- 
klärung zu  finden,  da  die  Magnet  Wicklung  der  Maschine  von  einer 
besonderen  kleinen  Dynamomaschine  gespeist  wurde,  die  eben- 
falls auf  der  Welle  der  Turbodynamo  saß;  es  war  also  ausge- 
schlossen, daß  die  Magnetwicklung  der  Maschine  etwa  Rückstrom 
aus  der  Batterie  erhalten  hatte.  Durch  genaue  Untersuchung 
wurde  festgestellt,  daß  der  Unfall  passiert  war,   während  der 
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Wärter  sich  an  den  Bürsten  der  kleinen  Erregerdynanio  beschäf- 
tigt hatte.  Er  gab  dann  zu,  daß  er  eme  Bürste  versehentlich  ab- 
gehoben hatte,  womit  sich  der  ganze  Unfall  sofort  aufklärte. 
Einerseits  mußte  durch  das  Abheben  der  Bürste  die  Turbodynamo 
sofort  stromlos  werden  und  die  Batteriesicherungen  durch  den 

eintretenden  Rückstrom 
d  urchschmelzen .  Ande  - 
rerseits  raußten  beim 
Abheben  einer  Bürste 
der  Krregermaschine  E 
(siehe  Fig.  25)  zwei  Öff- 
nungsex traströme  ent- 
stehen, und  zwar  so- 
wohl in  der  Magnet - 
Wicklung  Mi  der  Turbo- 
dvnamo  T  wie  auch  in 


1 


Fig.  26.    UmpoUriBleruDg  einer  Dynamo. 


der  Magnet  Wicklung  Mn  der  Erregermaschine  E.  Beide  Ströme 
mußten  in  derselben  Richtung  verlaufen  wie  die  Ströme  vor 
der  Öffnung,  also  in  Richtung  der  in  Fig.  26  gezeichneten  Pfeile. 
Da  aber  der  Strom  J//  naturgemäß  stärker  war  als  Mu ,  so  wurde 
Mji  unterdrückt,  und  die  Magnete  der  Erregermaschine  wurden 
durch  den  Öffnungsextrastrom  der  Magnetwicklung  der  Turbo- 
maschine umpolarisiert. 


§  11.    Schwingungen  mit  quadratischer  Dämpfung. 

An  Stelle  der  in  §  6  behandelten  linearen  Dämpfung  nach  der 
Differentialgleichung 


(1) 


d^x    ,■    dx 
m  -^--  -f  6    ^ .   -\-  ex  =  0 


dt^ 


dt 


wollen  wir  jetzt  voraussetzen,  daß  die  Widerstände  der  Bewegung 
dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sind.  Dieser  Fall 
wird  bei  den  später  zu  behandelnden  Flüssigkeitsschwingimgen 
eine  Rolle  spielen. 

Wir  untersuchen  also  jetzt  die  Differentialgleichiuig 


(2) 


d^'X    ,,(dx\\ 
f//-  \  dt  J 


r  x  -  0 
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wo  \iTr  noch  die  Abkürzungen  einführen: 

7n        2    '  m 

nut  dem  Ergebnis: 

(dx\^ 
Die  Int-egration  gelingt,  wenn  man  1  —  1  =  t/  setzt.    Dann  wird 

d^x        2  dt         \  dy 
^^  dt^  dx  2  dx  ' 

dt 

Dann  kann  man  statt  (3)  schreiben 

welche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  vermittelst  der  Sub- 
stitution y  =  uv  weiter  zu  behandeln  ist. 
Es  schreibt  sich  (5)  wie  folgt: 

^  /    dv    ,      du\    ,    d  ,     - 

^*^  2rrfx+''rfJ+2"^  +  *"'  =  ^ 

oder 

/  du       „   \  dv 

(7)  vi--  +  du]  +  u-:r-  +  2v^x  =  0  , 

^  dx  /  dx 

Da  für  eine  der  beiden  Funktionen  u  uiid  v,  ohne  eine  Beschrän- 
kung fürchten  zu  müssen,  noch  eine  Bedingimg  festgesetzt  werden 
kann,  so  bestimmen  wir 

,^^  du    .    , 

(8)  ^.+-^«  =  0 

ck1(t 

=  —odx  , 


d.h.  nach  Integration: 

log  natu  =  C^  —  dx 

(9)  w  =  e^"-'^^  =  (7jj.c    '^'. 


40  11-  Schwingungen  mit   L)änij>fun^. 

Nach  Einführung  dieses  Ansatzes  in  (7)  bleibt  noch  übrig: 

(10)  ^^  =  ^^-y^xe^^ 

dx  L\ 

oder  nach  einmaliger  Integration: 

Demnach  wird 

(11)  y  =  Mi;  =  CiC,e-''*-^^*a;(l-^^J. 

Unter  Auflösung  nach  (--)  schreiben  wi 


wir 


A 

U X, 


/—       dx       T  /2v* 

(12)  yy  =  ^=l/-^{l-<5a;  +  Ce-*»). 

Es  ist  nun  unerläßlich,  über  das  Vorzeichen  des  quadratischen 

6  (dxY 
Dämpfungsgliedes  q "(^7)    ^^^^'^  Festsetzung  zu  treffen. 

Das  Dämpfungsglied  wirkt  seiner  Natur  nach  der  Bewegimg 
entgegen,  wie  es  in  der  Differentialgleichung   (3)  der  Fall  ist, 

wenn  wir  sie  auf  eine  Bewegung   im 
Sinne    wachsender    x   beziehen,   nach 
f         Fig.  26  auf  eine  Bewegung  im  Sinne 
, — J  des  Pfeiles  a  . 

Betrachten  wir  nun  die  umgekehrte 
Bewegungsrichtung   nach    Pfeil   6,    so 

Fig.  26.  voneichenbestimmuiig.     ^^^^  hierfür  die  Differentialgleichung 

(3)  nicht  gelten,  weil  dann  das  Dämp- 
fungsglied im  Sinne  der  Bewegung  wirken  würde,  was  ja  nicht 
möglich  ist.  Dies  bringen  wir  in  der  Differentialgleichung  durch 

d  (dxY 
einen  Vorzeichen  Wechsel  des  Gliedes      (       1  zum  Ausdruck.   Wir 

schreiben  also  für  die  Schwingungsbewegung  im  Sinne  des  Pfeiles  b 
die  Differentialgleichung 

d^x       d  (dxV 
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und  ihre  Lösung 
(12a)  J  =y^/«*(^  +  ,5x  +  Oe  +  '«)  . 

Es  liegt  hier  der  gleiche  Umstand  vor,  wie  im  §  5  bei  der 
Schwingung  mit  konstanter  Dämpfung,  die  ebenfalls  in  den  Be- 
wegungsumkehrpunkten einen  Vorzeichenwechsel  beim  Dämp- 
fungsglied erforderlich  machte. 

Die  Behandlung  einer  Schwingung  mit  Hilfe  der  gegebenen 
Ansätze  gestaltet  sich  wie  folgt. 

Die  Bewegung  beginne  in  der  Umkehrlage  A  zur  Zeit  <  =  0 

mit    X  =  —x^    und  —  =  0  .     Es  gilt   die  Gleichung  (12),    aus 

der  sich  die  Konstante  nach 

1  -\-bx^  +<^e^'^^  =  0 
mit 

(13)  (7=  -(I  +  ^a;i)e-^*' 

bestimmt.    Setzt  man  dies  in  (12)  ein,  so  findet  sich  die  Bewe- 
gungsgeschwindigkeit von  A  bis  J?  zu 

n  V  V 

(14)  —  =  -^  y2  (1  -  ^x  -  (1  +  5a:,)  e -  «'<*  +  «'O 
und  für  die  Endlage  in  B  die  Ausschlagweite  x  =  X2  aus : 

/7'U  y 

(16)  —  =      p(^i-Sx^-(l  +  aa:ji)e-  •'t*^  +  ^))  =  0  . 

Den  unter  der  Wurzel  in  Klammern  stehenden  Ausdruck,  der 
zu  Null  zu  machen  ist,  kann  man  durch  Logarithmieren  um- 
formen, wie  folgt: 

(16)  dx^  +  lognat  (1  —  6X2)  =  —öxi  +  lognat  (1  -f  öx^)  . 

Hiemach  läßt  sich  die  Ausschlagweite  X2  berechnen,  wenn  x^ 
gegeben  ist. 

Hat  man  +  x^  gefunden,  so  benutzt  man  für  den  Rückwärts- 
gang in   Richtung   BA   die   Gleichung   (12a)    zur   Konstanteii- 

dx 
bestimmung  mit    _    =0  imd  erhält 

dt 

(17)  C  =  -(l  +  0x2)6'^''- 
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und  hieraus  durch  Wiedereinsetzen  in  (12  a)  und  nach  Einsetzen 
des  dritten  Ausschlages  —x^  und  Logarithmieren  : 

(18)       dxv^  -j-  lognat(l  —  dx^)  =  —dx^  +  lognat(l  +  ^^-^i)  . 

Diese  Gleichung  lautet  genau  wie  (16).  Der  letztere  Ansatz  ist 
also  für  den  ganzen  Bewegungsverlauf  geeignet,  aus  dem  gege- 
benen Anfangsausschlag  x^\  die  nachfolgenden  Ausschläge  jx^l, 
lajg  usw.  zu  berechnen.  Die  Auflösung  der  Gleichung  (16)  erfolgt 
am  besten  graphisch  durch  Auftragen  der  Kurven 

2/  =  f  +  lognat  (1  —  f )     und     y  ==  -  f  +  lognat  (1  +  |)  . 

Diese  brauchen  nur  für  den  Bereich  f  =  0  bis  f  =  1  gezeich- 
net zu  sein.^^) 

§  12.   Energetische  Behandlung  der  Sehwingongsbewegung. 

1.  Führte  die  Anknüpfung  an  den  Kraftbegriff  zur  Kenntnis 
des  zeitUchen  Verlaufes  der  Schwingung,  so  gelangt  man  durch 
Einführung  des  Arbeitsbegriffes  zur  Keimtnis  der  mit  der  Schwin- 
gungsbewegung verbundenen  Energieumwandlungen. 

Wir  betrachten  nach  Fig.  27  einen 
Massenpunkt  m,   der  um  das   Maß    x 
0 A,yyyy<^^     ^ ^    von  einem  festen  Punkte  seiner  gerad- 
— X — J  linigen  Bahn   entfernt    und    mit    dem- 

selben   durch    eine    Feder    verbunden 
sei,    deren    Si)aniiung    mit    c  x    gleich- 

Fig.  27.  BiBsttoche  Schwingun«.     gegeizt  wird. 

Ist  der  Pinikt  in  der  Entfernung  x  in  Ruhe,  so  enthält  das 
ganze  System  von  Massenpunkt  und  Feder  einen  Arbeitsbetrag, 
der  aufgewendet  werden  mußte,  um  den  Piuikt  m  aus  0  gegen 
die  Federkraft  in  die  Entfernung  x  zu  bringen. 

Diese  Arbeit  wird  gefunden  nach  dem  Satz: 

(1)  A=\Pd8, 

0 

-wo  P  die  arl)eitende  Kraft,  ds  ihr  Wegelement  beileutet.  In 
unserem  Falle  ist  zu  setzen:  P  =cx,  ds  =dr,  mithin 

X 

A  -  jcxdx  ^  c       . 
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In  Fig.  28  stellt  sich  A  dar  als  Flächeninhalt  des  Dreiecks  0mA, 
Hat  andererseits  der  Punkt  in  der  Entfernung  x  noch  eine  von 

Null  verschiedene  Geschwindigkeit  -r-  ,  so  wohnt  ihm  ein  Arbeits- 
am 

betrag  inne  der   Größe    X^vjT]   >   ^en    wir    die   kinetische 

Energie  oder  die  lebendige  Kraft 
des  Punktes  nennen,  während  der  der 
Feder  allein  innewohnende  Arbeitsbetrag 
\cx^  die  potentielle  oder  Span- 
nungsenergie heißt. 

Ist  nun  das  System  Massenpunkt  und 
Feder  ein  geschlossenes,  ohne  ander- 
weitige Einwirkung  von  Kräften,  so  wird  eine  Beziehimg 
zwischen  den  beiden  Energieformen  hergestellt  durch  den  Satz 
von  der  Erhaltung  der  Energie,  welcher  die  Summe  der 
beiden  Energieformen  als  unveränderlich  setzt: 

(2)  \m(-^^  ^^\cx^=^C  .       . 


Fig.  28.     Krftftespiel  der 
Schwingung. 


di) 


Diese  Aussage  steht  übrigens  auch  in  engem  Zusammenhang  mit 
der  Differentialgleichung  der  Systembewegung,  welche  nach  dem 
Früheren  lautet: 

(3)  m-^-^  +ca;  =  0. 

dx 
Multipliziert    man   hier  mit  —  - ,  so  verwandelt  sich  die  linke 

di 

Seite  in  ein  vollständiges  Differential,  nämlich 


(4) 


(dxY 
^  m  1 "- 1 


\dtl 


+  ^-[^c.*]  =  0. 


durch  dessen  einmalige  Integration  wieder  der  Ansatz  (2)  entspringt. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  liefert  also  ein  Zwi- 
schenintegral der  Bewegungsgleichung. 

Nach  dem  Früheren  ist  nun  etwa 


(5) 


x  =  Xq  sin  CO  m 


(O  = 


I' 


c 
m 


Hort,  Schwingiingstehre.    2.  Aufl. 
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ein  Integral  von  (3).   Hiemach  findet  sich  die  kinetische  Energie 
des  Systems : 

Lk  =  1^1  -TT  1     =    1  W.  0)^  xl  COSTCO  t 


dt 


'0 


und  die  potentielle 


\cx^  =  \  c  «-  8in*ü>  t 


Die  Summe  der  beiden  Energien  liefert  aber 

(6)  Z4,  +  Lp  =  -J  cxl  (cos^ro  t  +  sin^w  t)  ==  i  cxl  =  O  , 

und  damit  wird 

dxV 


(7) 


\vi 


jl    -\-  ^  ex    —  -^-C x^  . 


Die  Gesamtenergie  des  Systems  ist  also  gleich  derjenigen  Menge 
von  potentieller  Energie,  welche  das  System  im  Augenblick  stärk- 
ster Auslenkung  Xq  enthält.  Die  kinetische  Energie  ist  aber  in 
dieseni  Augenblicke : 

(dx\- 

Andererseits  ist  im  Augenblick  kleinster  Auslenkung  x  — O  die 
potentielle  Energie 

und  die  kinetische: 

Lk  =  i  m  (o^Xq       J  cXq  . 

Die  Energie  oszilliert  also  dauernd  zwischen  den  beiden  Formen 
der  potentiellen  imd  kinetischen  Energie  hin  und  her,  wie  in  Fig.  29 
gezeichnet  ist. 


1 


^cxQsm^oft 


fC3CQC05^a)t 


fl 


/       w 

IfliUiflJLAAAA/ 


Fig.  29.    Unged&mpfte  Oscillation  der  Energie. 


Fig.  80.    Condensator. 


2.    Betrachten  wir  jetzt  die  Vorgänge  bei  einer  gedämpften 
elektrischen  Schwingung,  etwa  der  Entladung  eines  Kondensators 
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nach  Fig.  30  durch  einen  Widerstand  und  eine  Selbstinduktion 
[vgl.  Ansatz  (3)  in  §  9  nach  Umkehriiiig  des  Vorzeichens  des 
Stromes  i]: 

di        O  di 

(1)  P+Wi  +  L^^^'^^  +  Wi  +  L-^^, 

so  haben  wir  uns  zunächst  über  die  Energieformen  klar  zu  werden. 
Der  Strom  i,  der  während  der  Zeit  dt  aus  dem  Kondensator 
fließt,  bringt  bei  diesem  eine  Spannungs-  oder  Potentialemiedri- 
gung  dP  hervor,  die  der  Elektrizitätsmenge  dQ  ==  i  dt  propor- 
tional ist;  es  gilt: 

(2)  idt^CdP 

.       r^dP        dQ 
dt  dt 

Dieser  unter  der  Spannung  P  aus  dem  Kondensator  fließende 
Strom  leistet  in  der  Zeit  dt  eine  Arbeit 

(3)  dU  =  iPdt  =  CP  ^f  dt , 

dt 

um  welchen  Betrag  sich  der  Energieinhalt  des  Kondensators  in 
der  Zeit  d  t  vermindert.  Durch  Integration  zwischen  den  Span- 
nungen 0  und  P  erhält  man  den  ganzen  der  Spannung  P  ent- 
sprechenden Energieinhalt  des  Kondensators: 

(4)  U  =^'icP  ^f  dt^lCP^  , 

J  dt 

0 

Q 

oder  wenn  man  die  Ladung  Q  des  Kondensators  mit  P  =  ^ 
einführt : 

(5)  ^=20«^' 
oder  in  der  Zeit  dt 

(6)  dU=~QdQ. 

C 

Die  dem  Kondensator  entnommene  Energiemenge  wird  nun 
verbraucht  zur  Arbeitsleistung  im  Schließungskreis  des  Konden- 
sators.   Im  Schließungskreis  wird  Arbeit  verbraucht  in  Gestalt 

4* 
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von  Joulescher  Warme    Wi'dt,  sowie  zur  Überwindung  des 

induktiven  Span nungsabf alles  L  -z-  .    Der  dieser  entsprechende 

Energiebetrag  wird  dem  magnetischen  Energieinhalt  der  induktiven 

di 
Spule  in  der  Größe  i»-j~  zugeführt. 

Die  Summe  der  drei  Arbeiten  muß  ako  verschwinden,  wes- 
halb zu  Beizen  ist: 

(7)  ^^QdQ+Wi'dl  +  Li^  =  0. 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

1    «' 


l  Li*—  Konst. 


-+  W]i*dl+  l 

Dies  ist  wieder  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie,  welches 

1   0' 
besagt,  daß  die  Summe  von  elektrischer  Energie  ^  y;-  und  magne- 
tischer Energie   |  L  j',  zuzüglich  der  seit  Beginn  der  Bewegung 
verbrauchten  Jouleschen  Wärme  WJi'dt  eine  Konstante  ist. 

Abgesehen  von  der  Jouleschen  Wärme,  welche  als  Verlust 
zu  buchen  ist,  findet  auch  hier  ein  Oszillieren  der  beiden  Energie- 
formen statt.  Elektrische  und  magnetische  Energie,  die,  an  Hand 
der  Differentialgleichung 
betrachtet,  den  Charak- 
ter der  potentiellen  bzw. 
kinetischen  Energie  tra- 
gen, gehen  fortwährend 
ineinander  über.  Ihre 
Summe  aber  nimmt  fort- 

^   während  alt,  weil  bei  dem 

Übergang  au.i  einer  Ener- 
gieform   in    die    andere 
Klg.  31.    GedämiJttr  Owtllmlion  der  Energie.         S,  .  ,        ,        ,        , 

Energie    als    Joulesche 

Wärme  verlorengeht.  In  Fig.  31  ist  der  Verlauf  der  Energie- 
oszillation dai^estellt.  Die  punktierte  Kurve  gibt  den  Verlust 
an  Gesamtenergie  an. 
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Ist  zur  Abkürzung 


i' 1 


^        (5      und^    l/-.~-  .  ,-.  =  ^'» 


2L  t  LC      4L2 

so  ist 

der  Strom  verlauf  im  allgemeinen.  Die  Integrationskonstanten  A 
und  (X  bestimmen  sich  aus  den  Anfangsbedingungen  zur  Zeit  i  =  0 , 
»=0,  Q=ltdt  =Qq  zu: 


Also  wird 


und 


y2  +  ^2 

»  =  — Öo sinv^c   ^^ 


Q  =  ^"  (d  siny «  +  V  cosr  ^  e''^ 


Hieraus  ermittelt  sich  aber  die  magnetische  Energie 


und  die  elektrische 

1  02        l      Ol 

wenn  tg  i/  =  —  gesetzt  ist. 

Bildet  man  jetzt  die  Summe  von  L^  und  Lm,  so  erhält  man 
den  Verlauf  der  gesamten  elektromagnetischen  Energie  mit 

L  =  4  +  L„  = -^  ^^  [1  -  sin*  8in(2  V  «+.$)]  e-2*' . 

Bei  schwacher  Dämpfung,  also  kleinem^  oder  &,  kann  der 
Faktor  in  der  eckigen  Klammer  gleich  1  gesetzt  werden,  und  die 
Energieabnahme  erfolgt  nach  der  Exponentialfunktion  er^^* , 
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ni.  Einfache  erzwungene  Schwingungen. 

§  13.  Beispiel  aus  der  Mechanik. 

Die  biöher  behandelten  Schwingungsvorgänge   waren   sämt- 
lich von  Differentialgleichungen  folgender  Form  beherrscht: 

d^x  dx 

In  dieser  Gleichung  konnte  die  Veränderliche  x  bald  die  Ampli- 
tude eines  Pendels  oder  einer  Magnetnadel  bedeuten,  bald  die 
Ausweichung  eines  federnden  Gewichtes  aus  seiner  Ruhelage,  oder 
den  Verdrehungswinkel  des  Schiebers  einer  Dampfmaschine,  oder 
einen  veränderlichen  Strom  usw.  Die  physikalische  Bedeutung 
von  m  war  bald  die  Masse  eines  materiellen  Punktes,  oder  das 
Trägheitsmoment  einer  Magnetnadel,  oder  die  Selbstinduktion 
eines  Stromkreises.  Die  Dämpfungskonstante  b  konnte  herrühren 
von  Reibungen  zwischen  rasch  aufeinandergleitenden  Flächen, 
oder  von  Induktionsströmen  in  einem  Leiter,  oder  von  der  Rei- 
bung eines  Körpers  in  der  umgebenden  Luft,  während  die  Direk- 
tionskraft c  geliefert  wurde  bald  von  der  Schwerkraft,  oder  von 
einer  Feder,  oder  von  elektrischen  und  magnetischen  Kräften. 

A^  Die  von  der  Gleichung  (1) 

A    AaA   A   A  beherrschten    Vorgänge    sind 

\/\/\/\/\l  ^t     ^^^^    äußerst    vielseitig;    sie 

haben  das  gemeinsam,  daß  sie 
sogenannte   freie    Schwin- 
I  g  u  n  jz e  n  sind ,  Schwingungen, 

>  welche  das  sich   selbst  über- 

J  lassene  Sj^stem  ausführt,  wenn 

^  .-c  es    aus    seiner  Ruhelage  ge- 

bracht wird. 

Der  Gruppe  der  freien 
Schwingungen  schließen  sich 
nicht  minder  wichtig  die  er- 

Fig.82.    Br,wun«ene  Schwingung.  zwungenen      Schwingun- 

gen  an,  für  die  wir  uns  zunächst  ein  mechanisches  Beispiel 
herrichten  wollen. 

Ein  schwerer  Körper  m  (siehe  Fig.  32)  sei  mittels  einer  Feder 
/  aufgehängt ;  sein  Schwerpunkt  habe  in  der  Ruhelage  vom  Auf- 


M 


^fw^ 
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hängepunkt  die  Entfernung  L .  Bringt  man  den  Körper  m  durch 
Anheben  und  Loslassen  aus  seiner  Ruhelage  heraus,  so  vollführt 
er  um  seine  Ruhelage  Schwingungen  nach  Gleichung  (1),  wo  die 
Dämpfung  b  daher  rühren  möge,  daß  der  Körper  etwa  in  öl  unter- 
getaucht sei,  und  wo  die  Konstante  c,  die  ,, Direktionskraft",  sich 
leicht  aus  den  Federabmessungen  berechnet. 

Jetzt  setzen  wir  voraus,  daß  der  Aufhängepunkt  A  seiner- 
seits (etwa  durch  Kurbelantrieb)  dauernd  eine  periodische  Be- 
wegung ausführe  nach  der  Gleichung 

a 

(2)  y  =    -  sin  CO  < . 

c 

Durch  die  Bewegung  werden  periodische  Änderungen  der  Feder- 
spannung bedingt,  die  ihrerseits  sieh  auf  die  Bewegung  des  Kör- 
pers m  fortpflanzen :  zur  Zeit  t  wirkt  nicht  mehr  die  Federkraft  c  x 
auf  den  Körper,  sondern  c{x  —  y),  wo  a;  und  y  beide  nach  oben 
positiv  gezählt  werden. 

Die  Gleichung  (1)  geht  also  über  in 

JÄ»  d  X    ,    _  dx  .        ^ 

(3)  m  ---  +  h  ^^  ^-c(x-y)  ^0 

(xier 

rf^ic  dx 

(4)  m  J--   +  6  --   -f  er  =  a  »mo)  t  . 

di^  dt 

Diese  Gleichung  beschreibt  die  einfachste  Form  einer  erzwunge- 
nen Schwingung  mit  Dämpfung  oder  einer  periodisch 
gestörten  Schwingung.  Das  Glied  auf  der  rechten  Seite  heißt 
das  Störungsglied;  es  ist  im  vorliegenden  Falle  eine  harmo- 
nische Funktion  der  Zeit. 

Wir  wollen  zunächst  die  ungedämpfte  Schwingung  unter- 
suchen, lassen  also  vorläufig  ft  =0  sein.  Wir  versuchen,  ob  eine 
Funktion 

(5)  x  —  A^  mxo)  i  -{•  A2  cosw  / 
die  Gleichung 

d^x 

(6)  ^^Vo   +  ca:  =  rt  sinro  t 

dt^ 

l)efriedigt;  A-^  und  A.^  seien  die  Integrationskonstantcn. 


56  m*  Einfache  erzwungene  Schwingungen. 

Nach  zweimaliger  Differentiation  findet  sich 

(7)  --g-  =  —A^  or  sincü  t  —  A^  co^  co&wt  . 

Nach  Eintragen  von  (5)  und  (7)  in  (6)  findet  sich: 

{--mco^{Ai  sin  CO  t  +  A^  cosco^)  +  cA^&mo}  t 
-^  cA^Qos(ot~  a&mtüt 
oder  nach  sin  und  cos  geoixlnet: 

(9)  (cA^  —  AiTno}^  ~  a)»in(ot  +  (cA^  —  A2  m(o^)cos(ot  =  0  . 
Aus  (9)  folgt  durch  Nullsetzen  der  Koeffizienten  von  sin  und  cos 

A.  ~ "^  a  ;       Aa  =  0  ,       (wenn  c  ^  eo^) 

womit  unsere  Lösung  lautet 

(10)  X  = —    .  sincü  t . 

c  —  m(o^ 

Diese  Gleichung  sagt,  daß  die  erzwungene  Schwingung  x  des  Kör- 
pers m  synchron  mit  der  Bewegung  y  des  Aufhängepunktes  er- 

folgt  und  daß  die  Amplitude  der  zweiten  Bewegung ^  mal 

so  groß  ist  als  die  Amplitude  der  ersteren. 

Hier  sind  einige  besondere  Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  0)  sehr  klein,  erfolgt  also  die  Bewegung  des  Aufhänge- 
punktes sehr  langsam,  so  kopiert  der  Körper  m  die  Bewegimg 
von  A  ganz  genau,  wächst  w,  so  nehmen  die  Ausschläge  von  m 
fortgesetzt  zu,  bis  sie  mit 

(11)  o;2=    ^- 

m 

unendlich  groß  werden. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  diese  Möglichkeit  vermieden  wer- 
den muß,  weil  infolge  der  Heftigkeit  der  Bewegungen  von  m  der 
Bestand  des  ganzen  Systems  in  Frage  gestellt  wird. 

Wächst  (o  weit€>r,  so  nimmt  der  Einfluß  der  erzwungenen 
Bewegung  wieder  ab,  bis  sich  bei  ganz  großem  co  die  Bewegung 
von  m  nur  durch  schnelle  Erzitterungen  mit  ganz  kleiner  Ampli- 
tude bemerkbar  macht. 
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Neben  den  erzwungenen  Schwingungen  vollführt  jedoch  der 
Körper  auch  noch  seine  Eigenschwingungen 


(12) 


X  =  x^siny 


m 


Fig.  33.    Interferenz  von  Schwingunften. 


Diese  kombinieren  sich  mit  den  erzwungenen  Schwingungen,  sie 
interferieren  mit  ihnen.  In  der  Fig.  33  ist  eine  Eigenschwin- 
gung //  und  eine  erzwungene  Schwingung  /,  deren  Frequenzen 
sich  wie  2  :3  verhalten, 
zu  einer  Schwingung  /// 
kombiniert.  Sind  die 
Frequenzen  gleich,  dann 
geraten  Eigenschwin- 
gung und  erzwungene 
Schwingung  in  Reso- 
nanz, d.h.  wir  haben 
den  durch  Gleichung  (11) 
charakterisierten  Fall. 
Wir  nehmen  nun  an, 
daß  die  erzwungene 
Schwingung  mit  Dämpfung  behaftet  sei,  d.  h.  wir  untersuchen 
die  Differentialgleichung  (4).  Im  §  6  hatten  wir  die  allgemeine 
Form  einer  freien  gedämpften  Schwingung  gefunden : 

(13)  X  =^ie*»'  +  A^e""^^  . 

Wir  wollen  nun  versuchen,  ob  diese  Form  der  Lösung  von  (1) 
sich  auch  für  Gleichung  (4)  eignet,  indem  wir  annehmen,  daß 
Ay  und  A^  nicht  Konstante,  sondern  vorläufig  noch  unbe- 
kannte Funktionen  von  t  seien;  wir  untersuchen  also,  unter 
welchen  Umständen 

(14)  X  =A^  (0  e**'  +  A^{t)  e*'« 

eine  Lösung  von  (4)  ist.  Wir  differenzieren  Gleichung  (14)  zwei- 
mal und  erhalten  nach  Eintragung  in  (4) : 

f  A^  e^  (m  «1  +  6  «1  +  c)  +  A^  e^  (m  (x\ -{-  b  oc^  +  c) 

(15)  +  m(AXe^  +  A'{e^)  +  2m(A[(Xi  e,  +  A^^a^e^) 
[       +6 (A\  e^  +  ^2  ^2)  =  ^  ^^^  ^ '  » 

wo  e^  für  e**'  und  e^  für  e**'  gesetzt  ist.  In  dieser  Gleichung  ver- 
schwinden die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  linken  Seite  von  selbst. 
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Es  bleibt  übrig  eine  Differentialgleichung  für  zwei  unbekannte 
Funktionen  A^  und  -4 2.  Wir  dürfen  daher  eine  weitere  Bedin- 
gung für  diese  Funktionen  beliebig  festsetzen  und  tun  dies,  indem 
wir  schreiben: 

(16)  A\e,  +  A'2e^=0. 

Differenzieren  wir  diese  Gleichung,  so  entsteht 

(17)  AUi  +AUi  -  -(Aitx^ei+A'^a^e,)  . 
Tragen  wir  (16)  und  (17)  in  (15)  ein,  so  folgt: 

(18)  m(A[cKi  61  +  -42^2^)  =  a8ma)t  . 

Aus  (16)  und  (18)  leiten  sich  dann  zunächst  die  Differential- 
quotienten A[  und  A2  ab: 


(19) 


.,  _    dAi  ^  a  sina>/ 

^        dt        m{(Xi  —  ^2)    e"*'' 

dAo  a  sino)f 

Ao  = 


^        dt        m  («2  —  ^1)    ^""-^ 
und  hieraus  die  gesuchten  Funktionen  selbst: 

J    =  (7   +  /  — —dt  , 


(20) 

..     .    /'         «  sincü^  , 

A^  =  C\  +  /       •  -         ^    dt  . 

Setzen  wir  die  Ausdrücke  (20)  in  (14)  ein,  so  ergibt  sich,  wenn 
Jj  und  J2  die  beiden  Integrale  in  Gleichung  (20)  sind: 

(21)  .r  =  Cj  6»«^'  +  C^  e«-'  +  e«'^  Ji  -+  p*^<  J^  , 

d.h.  die  Gesamt«chwingung  besteht  wieder  aus  der  Eigenschwingung 
0^  e*»'  +  Cg  €*«'  und  der  erzwungenen  Schwingung  6*»'  J^  +  e"*»'  J^ . 
Bei  genauer  Betrachtung  der  erzwungenen  Schwingung  zeigt 
sich,  daß  diese  die  Gestalt  annimmt 

pHm{(oi  —  €)  , 

Die  Größen  p  und  e  sollen  nun  direkt  bestimmt  werden,  da  die 
Ausrechnung  der  Integrale  (20)  etwas  umständlich  ist. 
Wir  setzen  also  die  erzwungene  Schwingimg 

(22)  X  —  p  sin  (cot  —  e)  , 

differenzieren  zweimal  und  setzen  in  Gleichung  (4)  ein.  % 
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Wir  wollen  die  einfache  Zwiachenrechnung  unterdrücken  und 
finden : 

e  =  arctg 


(23) 


p  = 


c  —  (o^m 
a 


)'(c  -  m  fo«)2  +  6«  CO« 


Dieses  Resultat  besagt: 

1.    Die  erzwungene  Schwingung  eilt  der  erregenden  Ursache 
um  die  Phasenverschiebung 


e  =  arctg 


(o  b 
c  —  co^m 


nach. 

2.  Ist  die  Schwin- 
gung ungedämpft, 
dann     findet     keine 

Phasenverschiebung 
statt. 

3.  Es  kann  nie- 
mals Resonanz  auf- 
treten für  c  =  (o^ m\ 
in  diesem  Falle  wird 
lediglich  die  Phasen- 
verschiebung   =       , 

während  x  endlich 
bleibt,  solange  Dämp- 
fung  vorhanden   ist. 

4.  Der  Maximal- 
wert der  Amplitude  /> 
tritt  ein  für 


f" 

I 

I 

I 

I 
I 
I 

L 


'-Ä/'W^-f, 


Flg.  84.    Dämpf unKS-  und  Phasenschaubüd. 


O) 


1  1  /  63 

=       I'  mc  —  ^ 

m  I  2 


Fig.  34  gibt  den  Zusammenhang  zwischen  der  Amplitude  p 
imd  der  Kreisfrequenz  co  für  verschiedene  Dämpfungen.  Mit 
wachsendem  6  nehmen  die  Maximalamplituden  immer  mehr  ab, 
und  ihre  Werte  werden  bei  immer  kleinerem  o)  erreicht. 
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§  14.  Zeichnerische  Behandlung  der  erzwungenen  Schwingungen. 

Wir  schreiben  den  Ansatz  (10)  in  §  13  in  der  Form: 


(1) 

und  setzen 
(2) 


X  =    - 


1 

c 


a 


sin  CO  ^ 


1  —  ü)^  :  — 
m 


m 


wo  z  das  Verhältnis  der  Störungskreißfrequenz  zur  Eigenkreis- 
frequenz bedeutet.  Man  nennt  z  die  Verstimmung,  und  es 
ergibt  sich 


(3) 


a 
X  =    - 


1 


c  1 


,2 


sin  CO  ^ 


z'O 


Die  größten  Aus- 
schläge sind  also  in 
erster  Linie  von  dem 
Wert  des  Ausdruckes 

Vz  =7"  1 r  abhän- 

gig,  der  in  Fig.  34  a 
in  Abhängigkeit  von 
2  aufgezeichnet  ist. 
Man  nennt  Vz  die 
Vergrößerungs- 
zahl der  Schwingung. 
Die  Abhängigkeit  von 
Vz  von  2  liefert  dem- 
nach die  Vergröße- 
rung 1,  also  genaues 
Kopieren  der  er- 
zwvmgenen  Bewe- 
gung, für  sehr  kleine 
2,  d.  h.  für  sehr 
kleine  Störungsfre- 
quenzen. Mit  wachsendem  (o  nimmt  z  zu,  mid  Vz  wird  für 
2=1  (Gleichstimmigkeit  von  Eigen-  und  Störungsschwuigung) 
theoretisch  unendlich  groß. 


'5.0 


Fig.  34a.    Verstärkungi>zahl  und  Verstimmung. 
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Nach  dem  Bild  findet  beim  Durchgang  durch  2=1  ein  Vor- 
zeichenwechsel von  Vz  statt.  Für  2  <  1  ist  das  Vorzeichen  posi- 
tiv, für  2  >  1  negativ.  Dies  bedeutet,  daß  für  Störungsfrequen- 
zen unter  der  Eigenschwingungszahl  (2  <  1)  sich  die  erzwungene 
Schwingung  in  Phase  mit  der  Störung  befindet,  während  für 
Störungsfrequenzen  über  der  Eigenschwingungszahl  (2>  1)  die 
erzwungene  Schwingung  der  störenden  Ursache  gerade  ent- 
gegengesetzt erfolgt. 

Bei  wirklichen  Bewegungen  findet  der  Übergang  zwischen 
den  Phasen  natürlich  nicht  so  unvermittelt  statt,  wie  im  Bilde 
gezeichnet,  weil  die  stets  vorhandene  Dämpfung  den  Vorgang 
Ijeeinflußt ;  auch  kann  selbstverständlich  der  Ausschlag  praktisch 
niemals  wirklich  unendlich  werden. 

Nimmt  2  von  1  weiter  zu  bis  ex?  was  mit  unendlich  großer 
Störungsfrequenz  gleichbedeutend  ist,  so  nimmt  F,  immer  mehr 
ab,  der  Einfluß  der  Störung  verliert  sich. 

Es  kann  aber  auch  2  zunehmen,  bei  endlichem  (w,  durch 
Verschwinden  von  c,  d.  h.  durch  Aufhören  der  Kräfte,  welche 
die  Masse  m  an  den  Schwingungsmittelpunkt  heften.  In  diesem 
Falle  ist  eine  gesonderte  Untersuchung  der  Differentialgleichung 
nötig.    Wir  haben  dann  als  solche 

(4)  7n-j-Y  =  a^iticot  . 

Durch  einmalige  Integration  findet  sich  hier 

/-x  dx  a 

(o)  m  -—  =  C\ cos  CO  t 

dt  (o 

und  durch  nochmalige  Integration 

a 
(6)  mx  =  C2  +  ^1  ^ i  ^^^^  ^  • 

dx 
Die  Anfangsbedingung :   für  t  =  0  soll  sein  x  =  0  und  —  =  0 

liefert  für  die  Konstanten: 

C2  =  0     und     Ci  =  " 


CO 

Mithin  wird 

a  et 

(7)  x= 1 5 — sin  CO  ^  . 

com         co^m 
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Wir  haben  also  gar  keine  eigentliche  Schwingung  mehr  vor  un». 
sondern  eine  fortschreitende  mit  darüber  gelagerter  periodischer 
Bewegung.  Die  aus  Fig.  34a  zu  entnehmenden  Werte  gelten 
also  nicht  für  c  =  0. 

Betrachten  wir  nun  die  Vergrößerung  der  Bewegungsaus- 
schläge und  die  Phasenverschiebungen  bei  gedämpften,  erzwungen 
schwingenden  Systemen  nach  den  Ansätzen  (23)  im  §  13. 

(8)  1)=  __-  . _:      .     • 

(a)  f-'  =  arctg  -  ^       . 

Diese  Ansätze  formen  wir  um  wie  folgt 

a  1 


P  = 


+ 

mc        c 


i('- 


b  -1  /m  1 
0)1/ —    — 


e  =  arc  tg      o)  1/  —    —  «  • 

]^mc        \    c  ^       mo)^ 

c 

1  I    c        1 
Hier  setzt  man  nach  Ansatz  (2)  dieses  Paragraphen  —  1/  —  =  -  - 

(o  f  m        z 

und  nach  Ansatz  (24)  und  (25)  des  §  8  mit  B  ^  b ,  Q  —  m,C  ^  c 

b     _       2A 

~~i     ~  ~  ~i  "         .^  ,  wodurch  wir  erhalten : 

a  l  2A  z 

p  =-   .,  _.  _ — — ■  ■  ;    f  =  arctg 


c 


]"^'-^'^'  +  .*  +  Ä^ 


4^2  ,  \n^  +  .12 1     -  z 


z^ 


Somit  wird  die  Vergrößerungszahl  F,  =     -    — ^-  - 

sowie  die  Phasenverschiebung  e  nur  auf  zwei  Größen  zurück- 
geführt, nämlich  auf  die  schon  oben  eingeführte  Verstimmung  z 
imd  das  logarithmische  Dekrement  -^1.  Die  wichtigen  Größen  Vz 
(s.  Fig.  35)  und  s  (s.  Fig.  36)  ergeben  sich  jetzt  in  einfacher  Weise 
in    Abhängigkeit    von    z    für    die    verschiedenen    Dämpfungen 
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'M 


'n+1 


X, 


e* .    Niemals  wird,    mit  Ausnahme  von     ~  -   ^1:1 


X, 


n+i 


oder  Vi  =  0,  die  Verstärkimgszahl  unendlich;  stets  bleibt  bei  vor- 

9.0 


Z'l  Z'Z 

Fig.  85.    Dftmpfungttchaubild. 


handener  Dämpfung  auch  bei  Gleichklang  von  Störungston  und 
Eigenton  (2  =  1)  die  Verstärkung  endlich.  Dabei  liegt  das  Maxi- 
mum der  Verstärkung  nicht  bei  2=1,  sondern  bei  kleineren 


5,0 


z- 


5,0 


1           ^^ 

' 

tft 

lAy"'"'''^^'^ 

>:1 

0                     y^^'^                     ^' 

'ö.'fn 

Z'3 

i:1 

^                      z- 

^  /( 


'TL 


Fig.  86.    Phanenschaubild. 


Werten  von  z,  die  sich  ermitteln  aus 


oz 


=  0  mit 


-+) 


2  =  +      1  - 


2J« 


71^  +  A^  ' 

Die  Phasenkurven  zeigen  für  schwache  Dämpfung  eine  starke 
Veränderlichkeit  der  Phase  e  mit  der  Verstimmung  z. 
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§  15.  Die  allgemeine  Weehselstromgleichung. 

1.  Bereits  in  §  9  und  10  hatten  wir  uns  mit  den  elektrischen 
Schwingungen  in  einem  mit  Kapazität  und  Selbstinduktion  be- 
hafteten Stromkreis  beschäftigt.  Damals  lag  eine  konstante  Span- 
^  nung  an   den   Enden    des    Strom- 

kreises; jetzt  wollen  wir  den 
Stromkreis  einer  sich  sinusartig 
ändernden  Wechselspannung  aus 
setzen : 

,i,   (1)  E  =  amncot  . 


.-,*;*__/ fl^ — Ju — /<^- 


i/idt 


St 


Fig.  37.    Wechsels tronikreiB. 


In  Fig.  37  sei  W  der  Ohmsche  Wider- 
stand, L  die  Selbstinduktion,  C  die 
Kapazität  des  Stromkreises;  i  sei 
der  im  I^iter  fUeßende  Strom.  In 
jedem  Augenblick  muß  nach  dem  Ohmschen  Gesetz  die  Summe 
der  von  W,  L,  C  herrührenden  Spannungsabfälle  gleich  E 
sein,  d.  h.  es  muß  gelten : 

(2)  Wi  +  L^+  \fidt  =  E  =  a8incot  . 

dt        LJ 

Um  in  dieser  Gleichung  das  Integral  zu  beseitigen,  muß  dieselbe 
differenziert  werden: 

_„  di    ,    _  d'^i    ,    1   .       dE 

oder  besser  geordnet 

d^i  di        1 

(4)  L  --    +W—  +  —  i  =  aco cosco t  . 

Die  hnke  Seite  dieser  Gleichung  stimmt  überein  mit  Gleichung 

(5)  in  §  7.  Auf  der  rechten  Seite  steht  als  erregende  Kraft  nicht 
die  gegebene  Wechselspannung  selber,  sondern  ihr  erster  Diffe- 
rentialquotient . 

Nach  den  Erörterungen  von  §  8  über  die  Integration  dieser 
Gleichung  können  wir  die  erzwungene  Schwingung  wieder  sofort 
hinschreiben  : 
(5)  i  =  psin(cüf  -f  e) 
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und  wollen  hier  nur  die  Bestimmung  der  Amplitude  p  und  der 
Phasenverschiebung  £  ausdrücklich  durchführen.  Es  findet  sich 
aus  (5) 

di 

=      a>  p  cos  (a>t  -\-  e)  , 


(6) 


dt 

dH 

dt^ 


=  —(o^p9in((ot  +  e)  , 


Führen  wir  (5)  und  (6)  in  (4)  ein,  so  ergibt  sich,  wenn  man  die 
Glieder  mit  sinco  f  und  coso)  t  zusammenfaßt: 

Bm(ot(  —  (o^Lpco6€  —  (oWp&ine  -}-  -^pcose) 

+  cos£o<(  —  ö>*£psin«  +  (oWpcose-]-  y^paine  —  ao>l  =  0  . 

Die  beiden  GKeder  auf  der  linken  Seite  müssen  jedes  für  sich  ver- 
schwinden, weil  sie  mit  Zeitfunktionen  multipliziert  sind,  und 
man  erhält: 

aa)C 


(8) 


i(l  —  cü^LCy  +  o)*W^C^ 


E  =  arctg  - 


l-(o^LC 


(oWC 


n  mWC 

2— ^^'«T=:^^(7' 


Hiermit  findet  sich  der  Wechselstrom  verlauf: 


(9)  i  = 


a(oC 


]\l-(o*LC)^  +  cD^W^C^ 


=:^ sm[a)t+      —  arctg 7 -f-  ]  . 


Mittels  dieser  Gleichung  kann  jedes  Wechselstromproblem  gelöst 
werden.  Allgemein  ergibt  sich,  daß  der  Strom  %  der  Spannung  E 
um  den  Winkel  e  vorauseilt,  solange  L  <  1  :  co^C,  Nur  im  Falle 
1  —  CO*  LC  —  0  wird  die  Phasenverschiebung  zwischen  Strom  und 
Spannung  Null.  Wird  L>  l  :  co^C,  so  wird  die  Phasenverschie- 
bung negativ,  der  Sirom  beginnt  der  Spannung  nachzueilen.  Ent- 
hält der  Stromkreis  keinen  Widerstand  W,  so  ist  die  Phasen- 
Hort.  SchwingungBlehze.    2.  Aufl.  ^ 
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Verschiebung  c   entweder    =       oder  = 


n 
J 


je  nachdem  der 


Einfluß  die  Selbstinduktion  oder  die  Kapazität  überwiegt.  Im 
ersteren  Fall  eilt  der  Strom  der  Spannung  um  einen  rechten  Winkel 
voraus,  im  letzteren  Falle  um  ebensoviel  nach ;  elektrische  Arbeit 
wird  dabei  überhaupt  nicht  geleistet.  Der  Strom  wird  zu  einem 
Maximum,  wenn  1  =  o)^  LC  wird. 

Wir  wollen  im  folgenden  ein  Zablenbeispiel  dafür  bringen, 
wie  sich  in  einem  konkreten  Fall  Stromstärke  und  Phasenver- 
schiebimg  mit  wechselnder  Selbstinduktion  ändern. 

Es  sei  die  Wechselspannung  =  a  =  3000  Volt,  die  Kreis- 
frequenz sei  =  o>  =  300,  der  Widerstand  W  =  200  Ohm,  die 
Kapazität  (7  =  2  Mikrofarad.  Mit  diesen  Größen  ergibt  sich  die 
Stromstärke 


P 


1,8 


V(l  -  0,18  L)«  + 0,0144 


=^-=  Ampere. 


Das  Maximum  der  Stromstärke 
liegt  bei  L  =  5,6  Henry  und 
beträgt  15  Ampere.  Für 
L  =  0  ist  p  =  1,79  Ampere. 
Andererseits  findet  sich  die 
Phasenverschiebung 


e  =  arctg 


1  ~0,18L 
0,12    ~  ' 

Für  L  =  0  wird 

e  =  arctg  8,3 

e  =  830, 

während  für  L  =  5,6 
Henry  6=0  wird. 
Den  genauen  Verlauf 
der  Kurven  zeigt 
Fig.  38. 

Die  Größen,  die  in  den  abgeleiteten  Gleichimgen  auftreten, 
tragen  folgende  Benennungen: 


ISHwry 


Fig.  38.    Strommaximum  und  Phasenvenchiebang  bei 
einem  Wechselstrom. 
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aoiC 


n  -  o>* LC)*  ^.  <o*W*C^       Stromes, 


=  der  größte  Momentanwert  des 


a  =  der  größte  Momentanwert  der 
Spannung, 

/  (~  V,  —  ^'>  ^)  -{-W^=  die  Impedanz  oder  der  schein- 
bare Widerstand  des  Strom- 
kreises, 

(a)L  —      ^  1  =  die  Reaktanz, 

\  cüC  / 

=  die  Zeitkonstante, 

W 

(o  =  2n7t  =  die  Kreisfrequenz, 

n  =  die  Frequenz  oder  Wechselzahl. 

2.  Der  Ansatz  (5)  liefert,  wie  bemerkt,  nur  die  erzwungene 
Schwingung  des  Kreises  in  Fig.  37.  Neben  der-  erzwimgenen 
Schwingung  vollzieht  der  Kreis  jedoch  auch  noch  seine  Eigen- 
schwingung, d.  h.  wir  können  zu  (5)  noch  die  allgemeine  I^ösung 
der  Differentialgleichung 

d^i  di        1 

hinzufügen,  ohne  daß  der  so  erweiterte  Ansatz  seine  Bedeutung 
als  Integral  der  Differentialgleichung  (4)  verliert. 

Aus  §  6  und  7  wissen  wir,  daß  sich  die  allgemeine  Lösung 
von  (10)  schreiben  läßt  wie  folgt: 

(11)  *=^e-'''sin(r/-f  a), 

wo  bedeutet: 

w  1  /T"    Ir« 


(J  = 


=  j/ic  - 


2L'  ]  LO      4L2' 

Demnach  haben  wir  als  allgemeine  Lösung  von  (4) 

(12)  %=^A  e-^'sin(>'<  +  a)  +  psin((ü  t  +  e)  . 

Bestimmen  vf\r  jetzt  als  Anfangsbedingung,  daß  zur  Zeit  ^  =  0 
die  Spannung  E  —  a^ixxmt  plötzlich  an  den  Kreis  angelegt  werde, 

5* 


68  ni,  üinfaohe  erawnngone  Schwingungen. 

der  stromlos  ist  und  dessen  Kapazität  ladungslos  sei,  so  haben  wir 

A  und  (X  nach  den  Gleiohungen  i  =  0  und  q  =  ^lidt  =  0  an- 
zusetzen : 

A  sin«  +  p  sine  =  0  , 

(13)  A  p 

1       -rj  {ösin«  +  rcoB«)  +  —  COSf  -■  0  . 

Da  nach  den  Ansätzen  (8) 

(14)  tg.=       ^--_  =   .-^^--^. 

ist,  so  findet  sich  aus  (13) 

v{v'  +  d*  —  CO*) 


(15) 


und 


womit  sich  ganze  Schwingung  (12)  in  die  Form  stellt: 

(16)  1  =  |){8in(a)(  +  e)  -  -*^e-''Bin(v(  +  «)}  , 

wo  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  die  Eigenschwingung  darstellt. 

Die  Geetalt  dieser  Stromkurve  kann  sehr  verschiedenartig  sein. 

Wenn  geringe  Dämpfung  d  besteht  und  die  Eigenfrequenz  y  der 

Erregerfrequenz  w  sehr  nahe  liegt,  ist  es  mt^lich,  daß  Strom- 


F\g.  aa.    BloeiuchwiDgang  und  ertwODgene  Sdiwinming. 

verlaufe  nach  Fig.  39  vorkommen.  Die  Bewegung  zeigt  sich  dann 
als  Sohwebung,  d.  h,  ab  Interferenz  zweier  nahezu  gleichperio- 
discher  Schwingungen,  die  abgedämpft  wird,  bis  schließlich  nur 
die  mit  der  Ertegerperiode  verlaufende  erzwungene  Schwingimg 
übrigbleibt. 
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§  16.  Entstehuiig  eines  Wechselstromes  bei  abwesender  Kapazität. 

Ist  im  Stromkreis  keine  Kapazität  vorhanden,  so  kann  man 

den  Ansatz  (2)  im  §  15  ohne  weiteres  benutzen,  da  ^  =  0  zu 
setzen  ist. 

Wir  haben  also 

(1)  L  j    +  ^i  =  asincü^  . 

dt 

Das   allgemeine   Integral   dieser    linearen   Differentialgleichung 
1.  Ordnung  findet  sich  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  Ai 

(2)  %=^  Ae   ^  + sin(a>  t  —  y)  , 

^W^^  +  cü^L^ 

wo  für  den  Winkel  y  gilt: 

(oL 


(3)  tgy  = 


W   ' 


Die  Konstante  A  bestimmt  sich  aus  der  Anfangsbedingung;  zur 
2ieit  des  Einschaltens  {t  =  0)  sei  z.  B.  i  =  0.    Dann  wird 

n=A^    ^    asiny 

oder 

aco  L 


i4  = 


W*  +  (o*L*' 


Der  Stromverlauf  setzt  sich  also  aus  einem  abklingenden  und 
einem  erzwungenen  Teil  zusammen. 

Der  erstere  verschwindet  bei  den  in  der  Wirklichkeit  eintre- 
tenden Verhältnissen  sehr  schnell.    Z.  B. : 

Es  sei  die  Spannung  a  =  500  Volt. 

Es  sei  die  Selbstinduktion  L  =  0,0858  Henry. 

Es  sei  der  Widerstand  W  =  3,43  Ohm. 

)V 

Dann  wird =  —40. 

Jj 

Es  sei  die  Frequenz  n  ==  50/Sek. 

Dann  wird  die  Kreisfrequenz  cd  =27in  =  314. 

Es  ergibt  sich  die  Reaktanz  co  L  =  26,9. 

Mithin  die  Impedanz  =  fPFä-f  co^L^  =  27,11  . 


70  111'  Einfuclie  erzwungene  ächwingungoii. 

a  (oL 

Also  wird  »■  -  277|  ^  18,44 Amp.uiid  tg  =   j^    -- 

oder  der  Phasen  verseil  leb  ungsw  in  kel 

j'-'  82=43'. 

W 


26,9 
"  3,43  " 


Lifolge  des  hohen  Wertes  von   - 


=  —  40   klingt   das   Glied 


Fig.  SSa.    EapaiJtEtskiMr  Stromi 


atoLe   ^ 

welches  zur  Zeit  t  —  0  den 
Wert  18,44  ■  siiiy  Ampere  hat, 
sehr  schnell  ab;  bereits  nach 
0,1  Sek.  ist  es  auf  0,018,  nach 
0,lö  Sek.  auf  0,002.')  seines 
AnfangBwertes  gesunken,  wo- 
mit die  volle  Ausbildung  des 
Wechselstromes  beendet  ist. 
Es  vei^ehen  also  nur  wenige 
Strom  Wechsel    bis    die    volle 

Ausbildung  des  Wecheelstromes  beendet  ist.    Fig.  39a  stellt  den 

Anfangsverlauf  der  Strombildung  dar. 

§  17.  Verhallen  eines  SehwingungakreiNes  bei  gedämpfter  Erregung. 

Im  §  15  hatten  wir  einen  Schwingungakreis, 
bestehend  aus  Selbstinduktion,  Ohmschem  Wider- 
stand und  Kapazität,  durch  Anlegen  einer  Wechsel- 
stromspannung  von  konstanter  Amplitude  erregt 
und  die  dadurch  im  Kreise  entstehende  erawungene 
Schwingung,  d.  h.  den  ihn  durchfließenden  Wechsel- 
strom, untersucht. 

In  der  drahtlosen  Telegraphie  gibt  es  nun  An- 
ordnungen, bei  defen  die  Erregerspan iiung  keine 
konstante  Amphtude  besitzt,  sondern  selbst  ge- 
dämpft ist.  Eine  solche  Anordnung  zeigt  Fig.  40. 
Hier  wird  in  einem  Schwingungskreis  /  eine  ge- 
dämpfte Eigenschwingung  erzeugt  (etwa  durch 
ein  Funkenindiiktorium),  und  diese  Eigenschwin- 
\'.  gung  benutzt  man,  um  vermöge  der  aufeinander 
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Induzierenden  Spulen  AB  und  A^B'  in  einem  zweiten  Kreise  // 
einen  neuen  Schwingungs Vorgang  zu  erregen.  Gelten  dann  für 
den  Kreis  //  wieder  die  Konstanten  L,  C,  W,  und  ist  die  ge- 
dämpfte Schwingung  im  Kreise  / 

(1)  E  =  ae'fi^&mcot, 

so  wird  die  Differentialgleichung  der  Schwingung  im  Kreise  //: 


,d«i       „,di    ,1  .      dE 
(2)  l     dfi  ^      dt  ^  G         dt 


^^  (o)  cos  w  t  —  ß  sin  w  t) 
=  a^(o^  +  ß^  e-  f^^  co&{aj  i  +  y) 


mit  -   =  tgy  . 

Die  Lösung  dieser  Differentialgleichung  findet  sich  in  Ge- 
stalt der  Übereinanderlagerung  zweier  gedämpfter  Schwingungen, 
nämlich 
(3)  i  =  pe-ß^sin{cot  +  e)  +  A  e-^^am{vt  +  a)  . 

Die  Differentialgleichung  (2)  und  ihre  Lösung  (3)  gelten  aber  nur 
unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Schwingungskreis  //  keine 
Rückwirkung  auf  den  Kreis  /  ausübt.  Würde  er  eine  solche  aus- 
üben, so  würde  eine  merkliche  Koppelung  zwischen  den  Kreisen 
vorhanden  sein,  die  wir  erst  später  behandeln  werden. 

Li  der  Lösung  (3)  finden  sich  die  Größen  p  und  e  nach  Ein- 
setzen von  %  und  seiner  beiden  niedrigsten  'Ableitungen  in  (2) 
durch  Vergleichung  der  Zeitfunktionen  auf  beiden  Seiten,  während 
die  unbestimmten  Integrationskonstanten  A  und  oc  des  zweiten 
Gliedes  sich  vermöge  der  Anfangsbedingungen  bestimmen. 

Die  Stromkurven  zeigen  auch  hier  wechselnde  Gestalten,  je 
nachdem  die  verschiedenen  Konstanten  des  Ansatzes  (3),  ins- 
besondere d  und  ß,  0)  und  v  gewählt  werden. 


Fig.  41.     SchwingUDg  mit  gedftmpfter  Erregung. 


Fig.  41  gibt  einen  Vorgang  mit  voneinander  etwas  verschie- 
denen Werten  für  co  und  r,  während  eine  der  beiden  Dämpfungen 
wesentlich  kleiner  ist  als  die  andere. 
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In  Fig.  42  ist  vorausgesetzt :  v  =  co  und  nicht  sehr  verschiedene 
ß  und  d. 


Fig.  42.    Schwingung  bei  gleicher  Dftmpfung  der  Erregung  und  des  Eigentones. 

Ausführlicher    werden    diese    Verhältnisse    untersucht    von 
Bjerknes,  auf  dessen  Arbeit  wir  hiermit  verweisen.**) 


lY.  Instrumente  zur  Aufzeichnung  von  Schwingungen. 

§  18.  Der  Indikator. 

Der  Dampf  maschinenindikator  dient  zur  Aufzeichnung 
der  periodischen  Änderungen  des  Druckes  im  Zylinder  einer  Dampf- 
maschine in  Gestalt  des  Indikatordiagrammes,  welches  als  Maßstab 
für  die  Arbeitsleistung  der  Maschine  dienen  soll. 

Die  Genauigkeit  des  Diagrammes  hängt  nun  ab  von  der  Fähig- 
keit des  schwingenden  Systemes  des  Indikators  —  Kolben,  Feder, 
Schreibgestänge  — ,  den  erzwungenen,  vom  Dampfdruck  her- 
rührenden Schwingungen  zu  folgen. 

Hierzu  ist  erforderlich,  die  Eigenschwingungsdauer  des  Systems 
mit  der  erzwungenen  Schwingungsdauer  und  deren  Oberschwin- 
gungen zu  vergleichen. 

Bezeichnet  m  die  Masse  des  Indikatorkolbens  und  aller  damit 
verbundenen  beweglichen  Teile  des  Schreibgestänges,  F  den  Kol- 
benquerschnitt in  qcm,  8  den  Federmaßstab,  bezogen  auf  den 
Schreibstiftweg  und  ausgedrückt  in  mm  für  1  kg/qcm,  q  das 
Übersetzungsverhältnis  zwischen  Schreibstiftweg  und  Kolben- 
weg, kann  die  Eigenschwingungsgleichung  des  Kolbens  an- 
geschrieben werden : 
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weim  man  die  Reibung  außer  Ansatz  läßt.  Entschließen  wir  uns, 
X  als  den  in  m  gemessenen  Kolbenweg  aufzufassen  und  die  Masse  m 
in  [kg  m"  ^  sec*]  zu  berechnen,  so  findet  sich  die  Richtkraft  c  aus 
dem  Federmaßstab  a  wie  folgt: 

Für  einen  Indikator  von  Schäffer  &  Budenberg  gelten 
folgende   Werte: 

m  =  0,00626  [kg  m"  *  sec^l 

8  =  2,37  [mm  kg"^  qcm] 

2^^«  1,602  [qcm]. 

Damit  findet  sich  c  =  ^L^^qo  =  ^710  [kg  ni""^].  Die  freie 
Kreisfrequenz  v  =  1/ —  erhält  hiemach  den  Wert 

v=.658, 
und  die  Eigenschwingungszahl  wird 

n^  =  /-  «  105/sec  =  6300/min  . 

2  TT  • 

Benutzt  man  den  Indikator  an  raschlaufenden  Viertakt-Verbren- 
iiungskraftmaschinen  mit  Umlaufszahlen  von  2000  in  der  Minute, 
so  würde  die  sechste  Teilschwingungszahl  in  die  Nähe  der  Eigen- 
schwingungszahl fallen  und  zu  Resonanz  und  damit  zu  falscher 
Anzeige  des  Indikators  Anlaß  geben. 

Über  die  Möglichkeit  unrichtiger  Anzeige  des  Indikators  kann 
man  sich  auch  noch  in  folgender  Weise  Rechenschaft  ablegen. 

Bezeichnet  p  den  aufzuzeichnenden  veränderlichen  Dampf- 
druck, B  die  Gesamtheit  aller  der  Indikatorbewegung  sich  entgegen- 
stellenden Widerstände,  so  lautet  die  Bewegungsgleichung 

^-jif  +,cx+  R  =^  pF  . 

Der  Widerstand  R  setze  sich  zusammen  aus  einem  mit  der  ersten 

dx 
Potenz  der  Kolbengeschwindigkeit  veränderlichen  Teil  b  -j-    und 
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einem  festen  Teil  +  r,  der  von  der  Coulomb  sehen  Reibung 
herrührt,  und  dessen  Vorzeichen  sich  nach  der  jeweiligen 
Bewegungsrichtung  des  Indikatorkolbens  bestimmt.  Es  ist  also 
zu  setzen: 

dt 

m 

Der  Indikator  zeichnet  den  Kolbenweg  x  auf,  der  vermöge  des 
Federmaßstabes  sofort  den   Druck  p  liefern   würde,   wenn  die 

Massenkraft  m  y  -  und  der  Reibungswiderstand  R  nicht  zu  Kor- 

(tt 

rekturen  nötigten. 

Die  Größe  r  kann  man  zu  etwa  2  v.  H.  von  c  x  veranschlagen ; 

dx 
über  b  ---  liegen  keine  Erfahrungen  vor  und  soll  daher  außer  An- 
(tt 

satz  bleiben.  ,2 

Der  Massendruck  w   ».j  wird  nun  berücksichtigt,  indem  man 

das  Kolbenwegindikatordiagramm  in  ein  Zeit-  oder  Kurbelweg- 
diagramm umwandelt;  die  Kurbeldrehung  wird  für  diesen  Zweck 
als  gleichförmig  angenommen. 

Dann  kann  man  an  dem  Zeitdiagramm  graphisch  oder  rech- 
nerisch den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  ermitteln 
und  damit  die  Massenkräfte  auswerten,  die  den  indizierten  Werten 
ex  positiv  oder  negativ  hinzuzufügen  sind. 

Das  Verfahren  der  zweimaligen  rechnerisch-zeichnerischen 
Diffeientiation  ist  zeitraubend  und  entbehrt  der  Grenauigkeit. 
Richtiger  wäre  es,  die  Zeitkurve  des  indizierten  Druckes  zunächst 
in  Teilwellen  zu  zerlegen,  was  mit  Sicherheit  möglich  ist,  da  die 
Analyse  periodischer  Kurven  auf  eine  Integration  hinauskommt 
und  daher  mit  größerer  Genauigkeit  ausführbar  ist  als  die  Diffe- 
rentiation. An  dem  so  zerlegten  Diagramm  kann  man  die  Diffe- 
rentiation bequem  ausführen. 

Daß   es   sich   bei   der   Berücksichtigung   des   Massendruckes 

d^x 
?/i      g  oft  um  beträchtliche  Korrekturen  handelt,  soll  wie  folgt 

deutlich  gemacht  werden. 

In  Fig.  43  ist  ABCD  das  auf  den  Kurbel  winke  1  bezogene 
Indikatorkolben  Wegdiagramm.  1*)  Die  Verbrennungsperiode  BC 
kann  angenähert  als  Teil  einer  Sinuslinie  aufgefaßt  werden,  wel- 
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che  in  der  Figur  punktiert  vervollständigt  ist.   Die  Vergleichung 
mit  den  Maßstäben  ergibt,  daß  die  Sinuslinie  eine  Amplitude  von 
3,8  mm  und  eine  ganze  Periode  von  43  °  hat.    Es  gehen  also  8 
solche     Perioden      auf    ^,^ 
eine  Maschinenumdreh-    ^ 
ung.     Macht    die    Ma- 
schine 200  Umdrehun- 
gen in  der  Minute,  so  hat 
sie    eine   Kreisfrequenz 

o)       200 
2ji  ""  60 


CO  =  21, 


und  die  Gleichung  der 
Sinuslinie  wird: 

X  «=  3,88in8o>i  . 

Hieraus  ergibt  sich  die 
Beschleunigimg : 

d^x       3,8  .  64  .  tt>2 


-so* -tO' '30^-20^-10'*  0  *r0'*'f'2O'*3O'*^'*5O'' 
Fig.  43.    Indikatordiagramni. 

sin  8  iot  =  108  sin  8  (o  t  m/sec^  . 


dt^  1000 

Mit  der  oben  bezeichneten  Indikatormasse  m  —  (),(K)626  findet 
sich  nun  die  größte  Massenkraft 

d^x 

=  108 . 0,00626  =  0,676  kg 


m 


dt^ 


oder,  auf  den  Kolbenquerschnitt  F  =  1,602  bezogen,  eine  Ver- 
besserung der  Indikatorangabe  von 

0,676 


1,602 


=  0,42  kg/qcm  , 


eine  Fehlergröße,  welche  augenscheinlich  Berücksichtigung  verdient . 
Noch  größere  Indikatorkolbenbeschleunigungen  bis  1340  m/sec* 
können  während  der  Kompressionsi)eriode  raschlaufender  Dampf- 
maschinen vorkommen.^*) 


§  19.    Die  Seismographen. 

Instrumente  zur  Aufzeichnung  der  Erdbodenbewegungen  nennt 
man  Seismometer  oder  Seismographen. 

Die  Bewegungen  des  Erdbodens  zeigen  sich  als  vertikale  und 
horizontale.    Letztere  unterscheidet  man  nach  ihrer  Ost-West- 
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1  Schwingungen. 


und  Nord-Süd-Komponente.  Daneben  kommen  Neigungen  des 
Bodena  und  gelegentlich  auch  Drehungen  um  eine  Vertikale  vor. 

Die  am  häufigsten  vorkommenden  Seismographen  sind  solche 
für  die  Horizontalbewegungen,  deren  Einrichtung  lind  Wirkunga- 
weiae  wir  im  folgenden  erörtern. 

In  der  Fig.  44  sei  der  Raum  RR  in  einem  Felsen  au^espart, 
80  daß  er  gegenüber  den  Bewegungen  der  Erdoberfläche  als  starr 
vorausgesetzt  werden  kann.  Ebenso  seien  alle  mit  den  Wänden 
des  Baumes  fest  verbundenen  Teile  atarr. 


Ein  schwerer  Körper  ASB  des  Schwerpunktes  S  ist  in  A 
unterstützt;  wir  setzen  voraus,  daß  aeine  Symmetrielinie  A  B  sich 
nur  in  der  Papierebene  bewegen  kann.  An  dem  Punkte  B  sind 
zwei  Zugstangen  angebracht  die  sich  weiterhin  in  die  Kolben  Ki 
und  ff,  und  die  Federn  F^  und  Fg  fortsetzen. 

Die  Kolben  gleiten  eingescbliffen  in  Zylindern,  deren 
Enden  miteinander  durch  stellbare  Hähne  H^  und  H^  ver- 
bunden sind. 

Die  B«lativbewegung  des  Punktest  gegenüber  dem  Baum  RR 
wird  in  einem  bestimmten  Maßstab  auf  die  Zeittrommel  T  über- 
tK^en. 
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Die  zu  mes3ende  seismische  Verschiebung  sei  x^]  die  ent- 
sprechende Lage  des  Körpers  sei  A'S'B\  Es  seien  88'  =  y  und 
BB'  =  z  die  absoluten  Bewegungen  der  Punkte  8  und  B,  die 
wir  als  klein  voraussetzen. 

Seien  nun  Q  und  P  die  infolge  der  Verschiebung  in  B  bzw.  A 
am  Körper  angreifenden  Kräfte,  so  gut  für  die  Verschiebung  des 
Körpers  folgende  Differentialgleichung: 

und  für  die  Drehung: 

^2)    «+6b-d^)  =  -«*+^«+^^(^— ^)- 

In  diesen  Formeln  sind  M  und  Q  Masse  bzw.  Trägheitsmoment 
des  Körpers;  das  dritte  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ist 
das  vom  Gewicht  Mg  des  Pendelkörpers  herrührende  Drehmoment, 
welches  hier  infolge  der  labilen  Unterstützung  im  Sinne  der  Dre- 
hung wirkt. 

Im  übrigen  besteht  zwischen  den  Verschiebungen  y,  x,  x^ 
die  Beziehung: 

a  +  0  a  -\-  0 

während  für  Q  einzuführen  ist: 

(4)  (2  =  c(a:-*,)  +  '^i''^-*')A. 

Hier  ist  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  die  von  den  Federn  F^ 

d(or  —"■  or  \ 

und  F2  herrührende  „Rückstellkraft",  während  — >-  ^ — ?-'-ifc  die 

dt 

von  den  Kolben  K^  und  K2  hervorgebrachte  Dämpfung  propor- 
tional der  Geschwindigkeit  vorstellt. 
Setzt  man  mm 

x—  Xi  =  S  r 

unter  f  die  vom  Schreibstift  aufgezeichnete  Relativbewegung  von 
B  verstanden,  so  findet  sich  zunächst: 

<')       ^--^ü^^^^^r+bdi^—'^-^dt 


(6) 
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und  durch  Einsetzen  von  (4)  und  (5)  in  (2) 

l«-j.~6 +  ^+-Jd^ +  *(«  +  *)  ä<- 

Diese  Gleichung  schreibt  sich  mit  den  Abkürzungen: 

^ia  +  b)'  _ 
e  +  Ma^ 

gie  +  Ma')       ^^ 
c(a  +  b)^  —  aM  g 

(a  +  b)aMg       ^  j 

c{a  +  b)^  —  aMg 
wie  folgt: 

^''  dl^+^'^dt^L^-~Ldt'  • 

Hier  ist  L  die  dynamische  Pendellänge  des  Seismographen, 
welche  die  ungedämpfte  Eigenschwingungsdauer  T  vermöge 

bestimmt. 

Die  Größe  J  ist  die  für  die  Empfindlichkeit  des  Instrumentes 
maßgebende  Indikatorlänge,  die  bei  einem  gewöhnlichen 
Pendel  (c  =  0)  mit  der  Entfernung  a  +  b  des  Schreibstiftes  vom 
Drehpunkt  identisch  ist. 

Den  Quotienten 

m  y.i 

nennen  wir  die  Indikatorvergrößerung  imd  stellen  fest,  daß, 
abgesehen  von  der  Dämpfung  2  d  die  dynamischen  Eigenschaften 
des  Seismometers  durch  die  vier  Größen  L,  T,  J,  V  vollständig 
bestimmt  sind,  die  aber  miteinander  durch  die  Gleichungen  (8) 
und  (9)  zusammenhängen. 

In  unserem  Falle  kann  die  dynamische  Pendellänge  L  und 
damit  die  ungedämpfte  Eigenschwingungsdauer  beliebig  groß  ge- 
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macht  werden,  wenn  man  die  Größe  c{a  -{-  b)^  —  a  Mg  durch 
geeignete  Konstruktion  beliebig  klein  macht.  Das  Instrument 
heißt  deshalb  ein  astatisches  Pendel. 

Die  Berechnung  der  Erdbewegung  aus  dem  Indikatordiagramm 
vollzieht  sich  durch  Integration  der  Differentialgleichung  (7).  Ins- 
besondere ergibt  sich  die  wirkliche  Vergrößerung  8J  der  Ampli- 
tuden der  seismischen  Bewegungen  im  Diagramm  durch 

wenn  S  die  Periode  der  seismischen  Störungen  bedeutet  und  die 
Dämpfung  des  Pendels  d  außer  acht  gelassen  winL 
Berücksichtigt  man  d,  so  wird 

(11)  «- 


Hiemach  ist  bei  sehr  kleinen  Störungsperioden  2;  und  schwacher 
Dämpfung  die  Vergrößerung  SS  unabhängig  von  der  Eigenschwin- 
gungsdauer =  V. 

Dagegen  schreibt  man  für  große  2;  den  Ansatz  (11)  wie  folgt : 

(IIa)  93=         ,        --T~— vsT    ' 


n  -  \ 


der  sich  mit  wachsendem  %  dem  Ausdruck  nähert: 

Die  Vergrößerung  wird  also  dem  Quadrate  der  Störungsperiode 
umgekehrt  proportional. 

Die  ausgeführten  Seismographen  zeigen  verschiedene  Kon- 
struktionen. Ein  von  Wiechert^***)  angegebenes  großes  astatisches 
Horizontalpendel  der  seismographischen  Station  in  Göttingen, 
dessen  Pendelkörper  17  000  kg  wiegt,  zeichnet  die  Bodenbewe- 
gungen mit  2200 f acher  Vergrößerung.^**^) 
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§  SO.  Der  Pallograph. 

Zur  Aufzeichnung  der  Schwingungen  und  Erzitterungen  der 
Schiffskörper  hat  Otto  Schlick")  den  Pallographen  gebaut,  der 
atii  den  gleichen  Grundsätzen  wie  die  Seismogr&phen  beruht. 

In  Fig.  45  ist  das  Instrument  in  allgemeinen  Zügen  dargestellt. 
Eb  verzeichnet  die  wagrechten  und  Benkrechten  Schwingungen 
des  Schiffskörpers  auf  einem  Papierstreifen,  der  durch  ein  Uhrwerk 
B  über  eine  Trommel  A  bewegt  wird.  Träger  der  horizontalen 
und  vertikalen  Schwingungskomponente  sind  die  Gewichte  ß^ 
und  Q^,  die  vermöge  ihrer  Trägheit  im  Baume  zu  verharren  stre- 


Fig.  W.    PaUoflnlA. 

ben,  wenn  daa  Instrumentgehauae,  welches  mit  dem  auf  Schwin- 
gungen zu  untersuchenden  Schiffsteil  fest  verbunden  ist,  in  Be- 
wegung gerät.  Die  Belativbewegung  der  Gewichte  gegen  das 
Gehäuse  wird  durch  Hebelübersetzung  auf  die  Schreibfedem  C 
und  D  übertragen  und  auf  dem  Papierstreifen  verzeichnet;  eine 
dritte  Feder  H  verzeichnet  die  Zeit.  Oft  sind  auch  noch  Schreib- 
fedem zur  Verzeichnung  der  Kurbelstellungen  der  Schiffs  maschi- 
nen  vorhanden. 

Bei  der  Aufhängung  der  Gewichte  sind  gut  ausgedachte  An- 
ordnungen verwendet,  um  lange  EigenBohwingungsdauem  bei  nicht 
zu  großen  Abmessungen  des  Instrumentes  zu  erhalten ;  außerdem 
sollten  die  Eigenschwingungsdauem  einstellbar  sein. 


§  20.    Der  Pallograph. 
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Zunächst  zeigt  das  Gewicht  O^  des  Vertikalpendels  eine  An- 
ordnung nach  Fig.  46.  Es  ist  an  einem  Hebel  h  der  Länge  R  und 
des  Drehpunktes  S  horizontal 
aufgehängt  mittels  einer  Feder  i^, 
die  am  Punkt  8  angreift.  8  liegt 
um  eine  bestimmte  Strecke  unter- 
halb von  A;  seine  Lage  ist  nach 
der  Figur  durch  den  Hebelarm  r 
und  den  Winkel  ß  bestimmt. 

Ist  L  die  Federlänge  in  der 
Mittellage  des  Hebels  ä,  L^  die 
entspannt«  Federlänge,  so  gilt 
für  das  Gleichgewicht  in  der 
gezeichneten  Mittelstellung : 

(1)     öii?  =  (L-Lo)/rcos/?. 

Weiterhin  ergibt  sich  die  Schwingungsdifferentialgleichung: 

-  r  (p  cos/5]  [r  cos/^  -\-  Tq)  sin^] 


Fig.  40.    Vertikalpendel. 


(2)      m,Ä»^*^=/rL-/.o- 

oder,  nach  Unterdrückung  des  kleinen  Gliedes  mit  q^^  und  unter 
Berücksichtigung  von  (1) 


(3) 


d^q) 


m,R^  ^^;  +  [rcosV  -  (L  -  L^)^mß\frq  -  0  . 


Würde  ß  =0  sein,  also  8  auf  dem  Hebel  h  liegen,  so  würde  die 
Schwingungsgleichung  lauten : 

(4)  m.Ä^'^^^+rV^'^O. 

Demgegenüber  kann  das  Glied  in  der  eckigen  Klammer  in  der 
Gleichung  (3)  durch  geeignete  Bestimmung  von  ß  zu  Null  gemacht 
wenlen,  wenn  man  noch  Gleichung  (1)  heranzieht.    Man  hat: 

G^R  =  {L~  Lo) fr coüß  , 
rcos^ß  =  (L  —  Lq)  sin/^  . 
Dies  gibt  nach  Division: 

sin/8         /r^ 


cos^// 


G^R 


Löst  man  diesen  Ansatz  nach  ß  =  ß^  auf,  so  verschwindet  die 
eckige  Klammer,  und  die  Gleichung  (4)  erhält  die  Eigenschwin- 

Hort«  Schwingnngslehre.    2.  Aufl.  ^ 


S2 


rV.    lt»trmx'jKB,vt 


fpiufffids^rifr  uMT^iI>.h.  WäLIr  m^n  L'jn  i  zwischen  ^^  und  0.  so 
t*fhnM  nruin  eirve  Anordnung  mit  kk-irjerer  £>irektionskrmft.  also 
ftroÜf^er  .Schwiri2^'jr.jf'<laa«'.  bei  gleicher  Feiierkoostante  /.  aU 
rri«n  (^  ^  0  erhalten  würde ;  aaßerdem  bt  die  Möglichkeit  der 
Mc^iYv^niTtv,  der  F!igea«K:-hwingiingsdaaer  durch  Verstelhmg  von  s 
ntif  ilt^m  Krf'l^  rnit  dem  Radiu<i  r  gegeben. 

Me  gewohnliche  .Schwingijng.Hzahl  des  Vertikalpendels  G^  kann 
\'t'nni'ff/^e  iler  befichrieljenen  Einrichtung  bis  auf  etwa  20  in  der 
MinuU^  heraljgebracht  wenlen.  Eine  Steigerung  der  Sehwingungs- 
'/«hl  wird  dfirr;h  Verkürzung  de«  tätigen  Teils  der  Feder  F  bis 
t'iwn  2^H)  m  iU'V  Minute;  erreicht. 

\hw  Hriri/xintalfK;ndeI  /7,  iHt  nach  Fig.  47  mit  seiner  wage- 
M'i'lHi'fi   \v\m^  zz  /.wiM<;hen  dirw  Hängestangen  hh  aufgehängt, 
«lli»  n\v\\  In  zwH  HüJMen  hh  verHohiel>en  können.    Diese  Hänge- 
stangen      werden 
durch  zwei  Zapfen 
c  c  gestützt,   wel- 
che  sich   an  zwei 
hebelartigen     Ar- 
men aa  der  Achse 
S   befinden.     Die 
Hülsen     6  6    sind 
mit    einer    Achse 
verbunden,  die  bei 
/  /  divhbar  gelagert 
i«t.    Die  Lager  U 
köiuion  thin^h  zwei 
"»hKhlhh^,    t^\inoU   ^o^vlWw^o^n    «ugt^tiiolnMio  SohrHulnm  senk- 
\v\\\\    \\A-K\\\\\W\\   \\\^^\\^^\\,  HO  drtli  wioh  du^  Kutforiumg  h  veran 

\^\\'  ^\\\\\\\\\^\\\\\\<iM>\w^}^\\\\^  duwr  IViuleUuumtmu^  s*>i  im  fol 

IV^  NvhwvM^unkl  \\xu  f»\  U«\v  in  Umij  Äuf  den  Pimkt  N  die 

K>^NV^N>\u,^^v^^  \  \\\\y\  %      Kx  jiiii  i^^s^oh  dor  Figur: 


•  \ 


Y\\^    4f      MoH»oH4Hl)M'mM 


v>^ 


vM 


t 


Ut 


I 
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Die  Bewegungsgleichungen  des  Schwerpunktes  werden,  wenn  S 
die  in  der  Stange  l  wirkende  Kraft  ist: 


(3) 


m  -z-j  «  —mg  +  S  cos  v'  > 

Ort 

dhj 
m— -  =  —  /Sfsiny  . 


Durch  Entfernung  von  8  erhält  man: 

(4)  (x'^sin^  +  y''  coaxp)  ==  —gamtp  . 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  aus  (1)  zu  gewinnenden  zweiten 
Differentialquotienten  x'^  und  y''  ein,  so  findet  sich: 

(5)  R  [cos(9?  +  yj)  <p''  —  sin (97  +  y»)  (p^^]  +  l y^''  =  —  gr sin?/;  . 
Leitet  man  nun  aus  Fig.  47  noch  ab : 

(6)  tgv'  =  r-     T>      — 
^  '  ^^       Ä  —  ÄCOS99 

und  geht  zu  kleinen  Schwingungen  9?  über,  ohne  9?'*  zu  vernach- 
lässigen, so  ergibt  sich,  mit 

(7)  h  +  l-R  =  H: 

(8)  ^-^|,^^'i  +  _^^  =  0. 

Die  Weiterbehandlung  dieser  Differentialgleichung  gelingt  durch 

die   Substitution  ff'  ^  p,   9^'  ==  ^T~"  * 

Man  wird  hierdurch  auf  den  Ansatz  geführt. 

(9)  pdj)^ ^-<pd(py 

dessen  Integration  liefert: 

(10)  (p^  +  a  ==^  log  nat  (Ä  p2  -  g) 

dcp 
oder  in  Exponentialform  und  unter  Auflösung  nach  "p  = 


(11)  ^ 


(p  _]/  g  +  Ce^_ 


dt 

6* 
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Die  Konstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Anfangsbedingung 

dw 
für  ^  =  0  mit  -^—  =  0,  93  =  9?^,  d.  h.  für  den  Bewegungsbeginn 

aus  dem  größten  Ausschlag  q)-^: 
(12)  "ä 


H*'» 

e^ 


Nach  Einführung  von  C  in  (11)  erhält  man: 

Fragt  man  jetzt  nach  der  Größe  des  Maximalausschlages  q)^  nach 
der  anderen  Seite,  so  ist  anzusetzen: 


Entwickelt  man  nun  die  Exponentialfunktion  unter  der  Wurzel 
in  (13)  in  ihre  Reihe,  so  hat  man: 


•  ■  •        I  • 

he 


Unterdrückt  man  hier  die  vierten  und  höheren  Potenzen  von  q) 
und  99i,  so  findet  sich  mit: 

I  h     ^  ' 


(15)  (ü 


(16)  (odl^-^^^' 


Mittels  der  Substitution  q)  =(p^z  geht  (16)  über  in: 

(17)  ü}dt  =  -^^l 

yi  -  2^ 

oder  nach  Integration  zwischen  0  und  /  bzw.  0  und  z\ 

(18)  <ot  ^  arcsinz  , 
d.  h. 

(19)  (/>  =  90j  sincf)/  . 
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Es  erweist  sich  also  die  Pendelbewegung  als  eine  angenähert 
periodische  mit  der  Eigenschwingungszeit: 

(20)  T=^^  =  24/^-e^''. 

o>  f    g 

Biese  Schwingungsdauer  ist  demnach  von  der  Amplitude  der  Be- 
wegung abhängig,  also  nicht  genau  isochron.  Indessen  zeigt  sich 
diese  Abweichung  vom  Isochronismus  praktisch  belanglos,  da  bis 
zu  Ausschlägen  von  9?^  =  5°  der  Zeitfehler  erst  0,35  v.  H.,  bei 
q)i  =10*^  erst  1,4  v.  H.  beträgt.  Femer  kann  T  verschieden  ge- 
macht werden,  je  nach  der  Wahl  von  H  und  h  =  H  -\-  R  —  l. 
Denn  es  ist: 


(21) 
oder: 

(22) 


r^2.y-^e('^'H> 


9 


T^2n^'  He^  =2jra/(Ä) 
mit  ^  ="1/ —       und       0  =  R  —  l . 

r    ö 

Hier  hat  die  Funktion  f(H)  zunächst  ein  Minimum,  welches  sich 
ermittelt  aus: 

cII  \        Hl 

^      R-l 
A—  — —    . 


zu: 


oder: 


denn  es  ist: 


positiv  für  H  =  R  —  L 

Von  hier  nimmt  T  mit  abnehmendem  imd  zunehmendem  H 
unbegrenzt  zu.    Insbesondere  wird  die  Schwingungsdauer  T  un- 
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f^i 


/G 


endlich  für  ü  =0;  d.  h.  wenn  man  nach  Fig.  47  für  h  den  Wert 
Ä  +  ^  setzt,  so  gilt : 

Ä  +  Z— i2  =  Ä  +  m  +  i-Ä=m  +  Z=0; 

demnach  ist  die  Höhenlage  der  Achse  6  6  so  zu  wählen,  daß  der 
Abstand  A  =  J?  +  Z  wird,  wenn  die  Schwingungsdauer  unendlich 
werden  soll. 

Bei  dem  ausgeführten  Pendel  kann  die  Schwingungsdauer  auf 
etwa  1,25  sek  herunter  reguliert  werden,  durch  S^d^en  der  Achse 
6  6,  deren  tiefste  Lage  der  Pendelbahn  einen  Krümmungsradius 
von  etwa  1,6  m  gibt.^'*) 

§  21.  Der  Oszillograph. 

Die  Oszillographen  sind  Galvanometer,  die  die  Augen- 
blickswerte eines  veränderlichen  elektrischen  Stromes  aufzeichnen. 
Grundsätzlich  ist  jedes  Galvanometer  hierfür  geeignet. 

Die  gewöhnlichen  Galvanometer,  wel- 
che Eigenschwingungsdauem  von  der 
Größenordnung  einiger  Sekunden  haben, 
können  Stromverläufe  richtig  anzeigen, 
wenn  deren  Periode  einige  Minuten  währt. 

Dementsprechend  sind  auch  die  all- 
gemeinen Konstruktionsgrundsätze  der 
Oszillographen  dieselben  wie  bei  den 
Galvanometern . 

Erfinder  der  Oszillographen  und  Er- 
bauer der  ersten  brauchbaren  Instru- 
mente ist  Blondel. 

In  Deutschland  wird  die  Blonde  Ische 
Bauart,  nach  vielfachen  Verbesserungen, 
von  Siemens  &  Halske  ausgeführt. 

Der  Oszillograph  nach  Siemens- 
Bio  ndel  wird  nach  dem  Drehspulprinzip 
gebaut.  Die  Drehspule  wird  mit  Meß- 
schleife  bezeichnet.  Ihre  allgemeine 
Anordnung  ist  in  Fig.  48  dargestellt.  Ein 
sehr  dünner  Draht  wird  über  eine  Rolle  R 
durch  ein  gleichförmiges  Magnetfeld  NS  so  hin  und  zurück 
geführt,  daß  die  Ebene  der  parallelen  Drahtstücke  mit  der  Kraft- 


-H- 


tM 
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Fig.  48.  Oszillographenschleife. 
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linienrichtung  parallel  verläuft.  Fließt  nun  ein  Strom  *  durch 
die  Schleife,  so  werden  die  beiden  Drähte  senkrecht  zu  ihrer 
Achse  und  zur  Kraftlinienrichtung  verschoben  und  liefern  somit 
eine  Drehung  des  von  ihnen 
getragenen  kleinen  Spiegels  Sp 
um  den  Winkel  (p  . 

Diese  Drehung  des  Spiegels 
wird  photographisch  als  Zeit- 
funktion  festgehalten.  Ein 
Kollimator  C  (Fig.  49)  macht 
die  von  der  Lichtquelle  L 
ausgehenden  Strahlen  parallel. 
Ein  senkrecht  stehender 
Schlitz  8  grenzt  aus  dem 
Parallelstrahlenbündel  einen 
Streifen  1  heraus,  der  über 
den  festen  Spiegel  8p^  nach 
dem  Drehspiegel  Sp^  läuft 
und  von  da  durch  die  Zylinder- 
linse Z  auf  dem  gleichförmig 
fortbewegten  Papier  der  Trom- 
mel P  als  Punkt  zusammen- 
gezogen wird.  Jede  Drehung 
des  Spiegels  bezeichnet  sich 
auf  der  stillstehenden  Trom- 
mel als  geradlinige  Wanderung 
des  Lichtpunktes  quer  zur 
Fortschreitungsrichtung  des 
Papiers.  Infolge  der  Papier- 
bewegung wird  die  gerade 
Lichtlinie  in  eine  periodische 
Kurve  auseinandergezogen. 

Diese  Kurve,  deren  Ordi- 
naten  x  bei  kleinen  Dreh«- 
winkeln  q)  mit  <p  proportional 
sind,  X  =p(p,  sollen  den  Verlauf  des  Stromes  f,  der  die  Oszillo- 
graphenschleife  durchfließt,  bis  auf  den  Maßstab,  zeitlich  richtig 
wiedergeben;  jedoch  wird  Phasengleichheit  nicht  gefordert. 

Die  Oszillographenkurve  X  =  x{t)  ist  das  Ergebnis  der  erzwun- 


Flg.  49.    OaziUogiaph. 
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geueii  Drehschwingung  der  Meßschleife  bzw.  des  von  ihr  getra- 
genen Spiegels.  Diese  Schwingung  regelt  sich  nach  der  Differential- 
gleichung : 

wo  die  Zeichen  ö,  5,  C  die  schon  früher  erklärten  Grölien  des 

Trägheitsmoments,  der  Widerstands-  und  Direktionskraft  bedeu- 

Jc 
ten,    während   die  Konstante  —    auf  der  rechten  Seite  mit  der 

V 
Feldstärke  H  des  Magneten  N  8  und  der  Schleifenfläche  F  pro- 
portional ist: 

(2)  *=c.Ä^. 

V 

Für  kleine  Winkel  q>  und  mit  x  =  p(p  wird : 

oder  nach  Division  mit  O: 

d^x  ^dx 

wo   d  =  ^  Q  wie  früher  die  Dämpfungskonstante,  y  =  1/       die 

ungedämpfte  Kreisfrequenz  bedeuten. 

Es  soll  also  die  Oszillographenkurve  x  =  x(t)  bis  auf  den  Maß- 
stab A  und  die  Phase  t  mit  der  Stromkurve  i  =  i{t)  übereinstim- 
men.   Also  muß  sein: 

(4)  Ax(t  +  T)  =  %(t)  . 

Setzt  man  nun  nach  (4)  i  in  (3  a)  miter  Entwicklung  nach  dem 
Satz  von  Taylor  ein,  so  findet  sich: 


(4a) 


=  AY^x{t)  +  Tx'{t)  +  ^jX"«)  +  ^^'"W  +  .  .  ]  . 
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Durch  Koeffizientenvergleiohung  ergibt  «ich  hieraus,   wenn 
man  die  Glieder  von  höherem  Grade  als  t*  vernachlässigt: 

(5)  v*^Ay, 

(6)  2d  =  ATy, 

(7)  l=Ay^'. 
Aus  (5)  und  (6)  findet  sich  der  Maßstab: 
(5a)  A=  - 

y 

und  die  auftretende  Phasenverschiebung: 
(6a)  T  =   -    . 

Unter  Heranziehung  von  (7)  findet  sich  noch  für  die  Dämpfung, 
die  der  Meßschleife  aufzuerlegen  ist: 

(7a)  b^vf\. 

Rechnet  man  die  Dämpfung  in  das  logarithmische  Dekrement  A, 
auf  die  halbe  Schwingungsdauer  bezogen,  zufolge: 

A  =  —r- 

um,  so  findet  sich: 

(8)  .1  =  .T  , 

d.  h.  die  Dämpfung  muß  so  emgestellt  werden,  daß  der  zweite 

Ausschlag   des   freischwingenden   Instrumentes  —  = des 

e-'^       23,14 
ersten  wird.    Dies  erreicht  man  durch  Einbringung  des  Spiegels 
in  ein  geeignetes  Ol. 

Weiter  wird  verlangt,  daß  der  in  der  Entwicklung  (4  a)  nicht 
berücksichtigte  Fehler: 

(9)  ^^  =  J^'"(0  +  ^a;'-(0  +  ... 

erheblich  kleiner  sein  soll  als  die  vorkommenden  Ausschläge  x. 
Diese  Bedingung  schreiben  wir: 

(10)  Ax<.x{f). 
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Beschränken  wir  uns  nun  auf  das  erste  Glied  von  (9)  imd 
legen  wir  eine  reine  Sinusschwingung  der  Untersuchung  zugrunde 

(11)  X  =  ZQ^incDt , 
so  findet  sich: 

(12)  x"^  =z  ^ZqQ)^  gobod  t 
und  mit: 

1/2 
(12a)  'T  =    -  -      [aus  6a  und  7a] 

V 

das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  (9): 

T»  2  V2 

(13)  Jx  =  3-x"'(0  =  y^,a,"'W. 

Die  Ungleichung  (10)  nimmt  nun  die  Gestalt  an: 

2 1/2 

(14)  — -^— t-XqCü^cosw^  <  Xosina)^  , 

o  v^ 

d.  h.  unter  Betrachtung  der  absoluten  Werte  der  Amplituden 
beider  Seiten  3,-- 

<   / 

(15)  -    <  1,28  . 

V 

Bezeichnet  man  nun  mit  T^  die  ungedämpfte  Eigenschwingungs- 
dauer des  Oszillographen,  mit  T  die  erzwungene  Schwingungs- 
dauer, so  gilt: 

(16)  -^  <  1.28  , 

in  Worten:  die  Eigenschwingungsdauer  des  Oszillographen  muß 
beträchtlich  kürzer  sein  als  die  Periode  der  zu  untersuchenden 
Stromvorgänge. 

Der  hiemach  übrigbleibende  Fehler  ist  dann: 


2/2  0)8       . 
Ax  ^  — —  —   =■  0 
6     v» 


,«§)'. 


nimmt  also  proportional  der  dritten  Potenz  der  Eigenschwingimgs- 
dauer  ab. 
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Folgende  Tabelle  gibt  die  Grö6e  des  Fehlers  (in  v.  H.)  in  Ab- 
hängigkeit  von    A   und   —  : 


Man  erkennt,  wie  der  Fehler  bei  A  =n  ein  Minimum  wird,  solange 
die  Eigenschwingungsdauer  überhaupt  kleiner  ab  die  erzwungene 
Schwingungsdauer  ist,  und  daß  im  übrigen  der  Fehler  mit  abneh- 
mendem T'o  ebenfalls  schnell  abnimmt.**) 

Die  Oszillographen  nach  Siemens- Blonde!  werden  gebaut 
bis  zu  Eigenfrequenzen  von  12  000  in  der  Sekunde,  womit  man 
recht  schnelle  Schwingungen  genügend  genau  erhalten  kann. 
Fig.  50  liefert  eine  Ansiclit  des  Apparates. 


Fli.  SO.    OeiUlognipb  von  SlemeuB  &  HaLske. 

Um  nun  zu  untersuchen,  in  welchem  Maße  der  Oszillograph 
verzerrungsfreie  Knrvenbilder,  d.  h.  richtige  Phasen  aller  Ober- 
schwingtmgen  gegen  die  Grundschwingung  liefert,  setzen  wir 
in  {3  a)  für  i  einen  Wecfaselatrom  beliebiger  Kurvenform  alü 
Fouriersohe  Reihe  ein; 
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Die  kie  Oberschwingung  des  Kiirvenbildes  nimmt  damit  die 
Gestalt  an: 

(17)        xi,=  y~r--  .  .  .    -^.^  mn((oki~  ßk-  et)  . 

Hier  ist  der  Phasenverschiebungsfehler  der  k  t^n  Oberschwingung : 

2d(ok 

et  =  arctg , ,  . 

ys  —  o)^  k' 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

-  -  =  f      und      --  =  2  , 

V  V 

so  wird: 

2ifc2C 
.,  =  arctg  ^  __  ^^ 

oder  mit  dem  früher  gefundenen  Wert  f  =  VJ  : 

;fczy2 
^*  =  arctg  3—^,. 

Sei  jetzt  die  Eigenfrequenz  des  Oszillographen  50  mal  so  groß  als 
die  erzAVungene  Frequenz,  so  wird: 

50y2Ä; 
''  =  ^'^  2500  "ä:^ 

oder,  wenn  man  den  arctg  durch  seine  mit  dem  zweiten  Gliede 
abbrechende  Reihenentwicklung  ersetzt: 


_     50j/2^ 1 

^*  ~  2^{^-k^  ~  3 


50^2^ 
25ÖÖ'^^2 


Hat  nun  die  gezeichnete  Gesamtwelle  x  eine  Schaubildlänge  von 
L  mm,  so  hat  die  k  te  Oberwelle  die  Länge  -  mm  und  der 
Phasenfehler  wird  in  mm  ausgedrückt: 

L    Bu        i 50  p  _    \^     (50y2)3p   1 

k  2jt~  l2  jr(2500  —  k^)       ßn  "(2500  -  A«)»  j   '  ' 
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In  folgender  Tabelle  sind  die  Phaaenfehler  für  die  niedriggten  k 
berechnet,  bei  L  =250  mm: 


1 1' 

L  ,; 

^.1! 

t    2.-. 

IP 

].12n)m 

^1' 

1,12    „ 

öl' 

1,12    „ 

1311 

1.13    ,. 

21 1 

1,13    „ 

Der  Fehler  der  Phasenverschiebung  ist  alao  für  alle  Teilwellen 
merklich  derselbe;  die  Abbildung  ist  also  praktisch  verzerrungsfrei. 

Fig.  51  liefert  die  Aufnahme  der  Spannung  (a)  und  des  Stro- 
mes (b)  bei  einem  Kondensator.  Die  Spannung  erscheint  durch 
eine  ziemlich  verwickelte  periodische  Kurve  dargestellt;  demzu- 


folge zeigt  der  kStrom,  als  Differential quotient  der  Spannung,  wie 
ea  beim  Kondensator  sein  muß,  eine  noch  verwickeitere  Kurven- 
form. Zur  gleichzeitigen  Aufnahme  der  Strom-  und  Spannungs- 
kurve besitzt  der  Oszillograph  zwei  Meßschleifen.'*) 

Zu  den  Oszillographen  sind  auch  die  Elektrokardiogra- 
phen  zu  rechnen,  die  den  Zweck  haben,  die  Aktionsatröme  der 
Muskeltätigkeit,  insbesondere  des  Herzens,  aufzimehmen. 

Taucht  eine  Person  die  beiden  Unterarme  in  zwei  voneinander 
isolierte,  hiit  Kochsatzlösung  gefüllte  Gefäße,  so  kann  man  mit 
Hilfe  des  Elektrokardiographen  nachweisen,  daß  die  Person  einen 
Wechselstrom  hervorbringt,  der  an  den  beiden  Kochsalzgefäßen 
als  Polen  abgenommen  werden  kann. 


Saltengalvinonielt 
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Entsprechend  der  viel  längeren  Periode  dieaer  Herzströme 
können  die  Eigenpenoden  der  KardJographen  wesentlich  länger 
sein  als  die  der  Oszillographen. 

Einer  der  ersten  elektrischen  Kardiographen  war  das  Ein- 
thovensche  Saitengalvanometer,  Ein  feiner  Platindraht  oder 
ein  Tersilberter  Quarzfaden  ist  zwischen  den  Polen  eines  Magneten 
(Fig.  52)  ausgespannt.  Bei 
Stromdurcbgang  wird  seine 
Mitte  dem  Strome  proportio- 
nal in  dem  Magnetfeld  zur 
Seite  gedrängt,  welche  Lagen- 
|-  3^^  änderung  durch  den  einen 
durchbohrten  Pol  N  mikro- 
skopisch beobachtet  oder  mi- 
krophotographisch  registriert 
werden  kann;  durch  den  an- 
deren ebenfalls  durchbohrten 
M^netpol  S  wird  das  hierzii 
erforderliche  Licht  zugeführt. 
Ein  Elektrokardiogramm  gibt  Fig.  53,  welche  mit  dem  Apparat 
von  Siemens  &  Halske  aufgenommen  worden  ist.  Dieser  Apparat 
besitzt  eine  kleine,  aus  einigen  Windungen  feinen  Drahtes  be- 
stehende Drehspule.  Im  übrigen  sind  bei  ihm  dieselben  Bau- 
prinzipien wie  beim  Oszillographen  angewendet. 

Die  Bedeutung  der 
einzelnen  Herzaktions- 
stromstöße,  die  Fig.  .'»3 
erkennen  läßt,  ist  bis 
heute  nur  zum  Teil 
erforscht;  näheres  ist 
hierüber  im  Artikel 
Elektrizitätsprod  uk  - 
Fig.  63.   Kardingmmni.  tion  des  Handwörter- 

buches der  Naturwis- 
senschaften zu  finden.  Im  übrigen  ist  die  medizinische  Lite- 
ratur über  die  Benutzung  des  Elektrokardiographen  zur  Er- 
kennimg  von  Herzkrankheiten  beute  sehr  ausgedehnt  und  die 
von  ihr  geförderte  Elektrodiagnosttk  hat  schon  bemerkenswerte 
Erfolge  aufzuweisen.^**) 
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§  22.    Das  Yibrationflgalyaiiometer. 

Zur  Ausführung  von  Nullmethoden  bei  Wechselstrommes- 
sungen (Ermittlung  von  Induktivitäten  und  Kapazitäten)  bedient 
man  sich  als  Nullinstrument  entweder  des  Telephons  oder  eines 
Vibrationsgalvanometers. 

Man  bezeichnet  die  letzteren  auch  als  Resonanzgalvanometer 
und  hebt  damit  den  Gegensatz  hervor,  in  welchem  sie  zu  den 
Oscillographen  stehen. 

Während  die  Wirksamkeit  der  Oscillographen  auf  der  Ver- 
schiedenheit der  Eigenschwingungsdauer  und  der  Störimgsperiode 
beruht,  wird  die  Eigenschwingungsdauer  der  Resonanzgalvano- 
meter der  Periode  des  der  Messung  dienenden  Wechselstromes 
gleichgemacht,  um  eine  möglichste  Vergrößerung  der  kleinen  bei 
der  Nullmethode  in  das  Instrument  gelangenden  Stromamplituden 
zu  erreichen  und  damit  die  Empfindlichkeit  der  Messung  zu  stei- 
gern. 

Die  Konstruktion  derartiger  Instrumente  ähnelt  im  allgemeinen 
derjenigen  der  Oscillographen  bzw.  Saitengalvanometer:  ein  be- 
wegliches stromführendes  System 
schwingt  in  einem  starken  Magnet- 
feld (s.  Fig.  54). 

Setzen  wir  für  unsere  Darlegung 
ein  Resonanzgalvanometer  nach  der 
Drehspultype  voraus,  so  würde  die 
Schwingungsgleichung  des  beweg- 
lichen um  den  Winkel  9?  schwingen- 
den Systems  lauten: 


Fig.  64.  Vibrationsgalvanometer- 
System. 


WO  O,  Ä,  C  die  früher  definierten 
Konstanten  der  ^Trägheit,  Dämp- 
fung, Richtkraft  bedeuten,  während  unter  i\r  die  Kraftlinienzahl  des 
Magnetfeldes,  F  die  Windungsfläche  der  Drehspule,  J  der  letztere 
durchfließende  Wechselstrom  zu  verstehen  ist. 

Nun  ist  jedoch  die  Gleichung  (1)  nicht  vollständig,  weil  sie 
nur  die  mechanische  Dämpfung  B  enthält. 

Bei  dem  Resonanzgalvanometer  ist  aber  noch  die  elektro- 
magnetische Dämpfung  zu  berücksichtigen,  die  daher  rührt,  daß 
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in  der  schwingenden  Drehspule  durch  das  Magnetfeld  eine  rück- 
wirkende EMK.  erzeugt  wird,  die  ihrerseits  zu  einer  Dämpfung 
Anlaß  gibt,  weil  sie  einen  Strom  im  Galvanometerkreise  zur  Folge 
hat,  der  bewegungshindemd  wirkt. 
Die  Größe  dieser  EMK.  ist 

—  ^-F  cos  03    .^ 

^  dt 
oder  für  kleine  Winkel  q) 

dt  ' 

Diese  EMK.  hat  in  dem  Galvanometerstromkreis  einen  Strom 
zur  Folge,  der  sich  mit  der  Gesamtimpedanz  des  Stromkreises  Z 
nach  §  43  gleich 

_  NF  dcf 

Z     dt 
findet. 

Dieser  Strom  liefert  al)er  das  dämpfende  Moment 

N^F'^  dcp 
Z      dt   ' 

womit  sich  (I)  vollständiger  schreibt 

^  d'^(r       I         N^F^\  dw  NF 

wenn  hier  E  die  im  Galvanometerkreise  wirkende  äußere  EMK. 
bedeutet.  In  dieser  Differentialgleichung  ist  E  etwa  eine  sinus- 
förmige EMK.  der  Kreisfrequenz  cd,  während  Z  die  symbolisch 
zu  schreibende  Impedanz  des  Galvanometerkreises 

(3)  Z=W.+  j(wL-     ^^ 

bedeutet. 

Um  nun  in  einfacher  Weise  die  erzwungene  Lösung  q>  von  (2) 
zu  finden,  gehen  wir  nach  Vorschrift  in  §  43  nach  der  symboli- 
schen Methode  vor,  indem  wir  eine  elektrisch-mechanische  Im- 
pedanz des  Galvanometerkreises  einführen 


(4) 
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Diese  Imi)edanz  geht  aus  (3)  hervor,  wenn  man  hier 


(3) 


L  =  e 
^~  c 


setzt. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (2)  steht  die  schwingungserregende 

NF  ' 
Kraft  — ^-  E,  deren  symbolisch  geschriebenes  (§  43)  Zeitintegral 

NF  ^  .        NFE 


(6)  \         Edt^- 


Z  jcoZ 

der  in  §  15  dem  Stromkreis  aufgedrückten  Wechselstromspanimng 
a  sin  CO  t  entspricht. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  schreibt  sich  der  Schwingungs- 
winkel q)  ohne  weiteres: 

N_FE 

j(oZ 
^'^  N^F^        7  C\ 

oder 

_  NFE 

^'^^  '^  "  j(o~(^Y+'N^F^')  ' 

Hier  ist  nunmehr  neben  der  elektrischen  Impedanz  des  Strom- 
kreises 

Z=^W  +  j{(oL-J^)  =  W  +  jx 

noch  die  mechanische  Impedanz  des  Galvanometers 

^^B  +  jiwf") ]  =  B  +  jm 

eingeführt,  während  x  und  m  die  entsprechenden  Reaktanzen 
bedeuten. 

Die  Amplitude  von  (p  ergibt  sich  nun  aus  (7)  zu 

'^        u}f{BW  -  mx  +  N*F^ ^  +  Wm  +  Bx)* 

Hort,  ächwingnngBlelire.    2.  Aufl.  ' 
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und  die  Phasennacheilung  von  q>  gegen  E 

71  ^  xB  +  mW 

(9)  «--2-*"^*«#^-..m-+Är*^*- 

Die  abgeleiteten  Gleichungen,  insbesondere  (7),  kann  man  be 
nutzen,  mn  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  der  stärksten  Re- 
sonanz, d.  h.  für  eine  maximale  Amplitude  zu  ermitteln. 

Soll  der  absolute  Betrag  von 

(10)  .  <p  =  -j^l- 

ein  Maximum  werden,  so  hat  man  NF  so  zu  wählen,  daß 

(")  c  IJf)  =  « 

wird.    Dies  gibt 

(12)  3Z  =  N^F^ 
oder  nach  Vergleichung  der  Absolutwerte  und  Amplituden 

(13)  ]W'^  +  x^ .  iB^^  m2  =  N^F^' 

(14)  ,  o)  ioC 

b'   \^\      w 

Gleichung  (14)  setzt  den  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Aus- 
druck, den  wir  früher  als  elektrische  Zeitkonstante  (siehe  §  IT») 
bezeichnet  haben,  dem  entsprechenden  mechanischen  gleich. 

Femer  ergibt  sich  aus  (13)  und  (14) 

Hier  steht  nach  Multiplikation  mit  -3-  auf  der  rechten  Seite 

dt 

das  von  der  rückwirkenden  EMK.  herrührende  arbeitsleistendc 
Moment,  welches  nach  unserer  obigen  Darlegung  die  elektrische 
Dämpfung  zur  Folge  hat.  Die  Gleichung  (15)  sagt  also  aus,  daß 
für  die  beste  Gleichst immigkeit  von  Galvanometer  und  aufgedrück- 
ter EMK.  die  mechanische  und  elektrische  Dämpfung  gleich  sein 
müssen. 
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Schreiben  -wir  jetzt  den  früher  gewonnenen  Ausdruck  für  die 
rückwirkende  EMK. 

--^ 

in  symbolischer  Form 

ff,  ■=  —}ioNF<p 
imd  vergleichen  wir  dies  mit  dem 
nuB   (7)  zu   gewinnenden   Ansatz 
für  ß 

E  =  jo,  -^^, 

so  findet  sich 

ff,  N*F' 

ff  ■  ;1Z  +  N*F' 

oder  mit  (12) 

Also  muß  die  rückwirkende 
EMK.  dem  absoluten  Betrage 
nach  Bleich  der  halben  aufgedrück- 

■^tnr  j    -1.       ■       j         T.1.  '''■■  ^■'-    VlbnitioniigsIVBnomi-ter. 

ten  EMX.  und  ihr  m  der  Phane 

entgegengesetzt  sem,  d,  h,  die  entwickelte  mechanische  Arbeit 

(die  I^mpfungsarbeit)  muß  ein  Maximum  sein. 

Wegen  weiterer  Einzelheiten  verweisen  wir  auf  die  Literatur.*') 
Die  äußere  Form  eines  Vibrationsgalvanometers  von  Siemens 

&,  Halske  gibt  Fig,  55,  während  Fig.  56  ein  oacillographisch  aut- 


genommenes objektives  Schwingungebild  gibt.    Für  gewöhnlich 
werden  die  Vibrationsgalvanometer  subjektiv  benutzt. 
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§  S3.    Der  Sehwingni^sineBBer  Ton  Frahm. 

Der  Resonanzaffekt  kann  auch  zur  Messung  von  Frequenzen 
benutzt  werden. 

Ein  Instrument  dieser  Art,  welches  der  Ermittlung  mechani- 
scher Frequenzen  dient,  ist  der  Frequenzmesser  von  Frahm. 

Er  dient  dazu,  die  Umdrehungszahl  von  Maschinen  zu  bestim- 
men und  zu  überwachen,  indem  man  die  von  diesen  ausgehenden 
periodischen  Erschütterungen  auf  ein  System  von  schwingnngs- 
fähigen  Körpern  regelmäßig  abgestufter  Eigenfrequenz  wirken 
läßt.  Dann  gerät  auf  Grund  des  Resonanzaffektes  derjenige 
Körper  in  besonders  starke  Schwingungen,  dessen  Eigenfrequenz 
mit  der  Erregungsfrequenz  der  periodischen  Erschütterungen  am 
besten  übereinstimmt. 

Das  System  von  schwingungsfähigen  Körpern  wird  nach  F  rahm 
durch  eine  Reihe  von  Stahllamellen  gebildet,  die  nach  Fig.  57 


Fi«.  BT.    Friihiin  Frequenimeiwr. 

nebeneinander  an  einer  metallenen  leiste  einseitig  fest  einge- 
spannt sind. 

Das  freie  Ende  dieser  Lamellen  ist  reohtwinklig  umgebogen 

und  so  für  die  Aufnahme  eines  kleinen  Metalltropfena  vorbereitet. 

Wie  in  Fig.  57  dargestellt, 

1  sind  die  Lamellen  in  Gruppen 

^^  —      "  i:  von  je  5  in  abgestuften  Längen 

Bezeichnet  man  die  Lauge 

rig.  68.    SrliwlngBnde  Lamelle.  ,        _  „         ,„.       „„,         ..     _ 

der  Lamellen  (Fig.  58)  mit  L, 
ihre  Masse  mit  M^,  ihren  Elastizitätsmodul  mit  JS,  das  Trägheits- 
moment ihres  Querschnittes  mit  J  imd  die  Masse  des  an  ihrem 
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freien  Ende  angehefteten  Metalltropfens  (einsehließlich  der  Um- 
biegiing)  mit  M^,  so  kann  man  die  Schwing ungsgleichung  der 
Lamelle  aufstellen.    Die  Gleichung  hat  die  allgemeine  Form: 


(1) 


■  dt^ 


+  cx  = 


Hier  Hetzt  mcli  m  zusammen  aus  M^  imd  in  erster  Annäherung 
einem  Anteil  von  Jtf,,  der,  am  Hebelarm  L  wirkend,  dem  Träg- 
heitsmoment der  ganzen  Lamelle  in  bezug  auf  den  Ginspannungs- 
querachnitt  A  äquivalent  ist.    Dieses  Trägheitsmoment  ist  aber 

— i— *- ,  also  wird 


(2) 

Die  Ginheitsrichtkraft  c  be- 
stimmt sich  aus  der  Durch- 
biegungaformel  der  Lamelle. 
Es  ist  nach  Fig.  5» 


M, 


+  Jf,. 


/  = 

und  hiemach 
(3) 


3EJ 


I 


3SJ 


{*)    {«,  +  3  «,)         + 


Also   wird    die   Scliwingungagleicliung 

Die    Eigcnschwingimgsdauer    wird 
somit 

2nL  i/L(M,  +3Jtfj) 


(5) 


3 


Die  nach  diesem  (oder  nach  einem 
später  für  die   Berücksichtigung   von 

Ml  zu   gebenden    genaueren)   Anaatz         Fig.  eo.  schwingunstbiin 
ermittelten    Schwingungsdauem    bzw.  '^'^  Frahm. 

Frequenzen -aller  Lamellen  werden  nach  Abstimmung  durch  die 
Massen  M^  auf  einer  Skala  verzeichnet,  die  nach  Fig.  60  mit 
den  Köpfen  der  Lamellen  in  Verbindung  gebracht  wird. 
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Beim  Gebrauch  wird  das  Instrument  an  der  zu  überwachenden 
Maschine  befestigt.  Deren  Frequenz  zeigt  sich  dann  auf  der  Skala 
durch  Verbreiterung  des  Kopfes  der  in  Resonanz  heftig  schwin- 
genden Lamelle  gleicher  Eigenfrequenz. 

Ist  die  Abstufung  der  Lamellen  fein  genug  (in  der  Figur 
von  0,5  zu  0,5  Frequenzen  in  der  Sekunde),  so  lassen  sich  auch 
geringe  Schwankimgen  der  erregenden  Frequenz  durch  abwech- 
selnde Verbreiterung  zweier  benachbarter  Lamellenköpfe  beob- 
achten.*^) 

§  34.    Der  Kinematograpb. 

Der  Kinematograph  eignet  sich  sehr  gut  zur  Aufnahme  von 
mechanischen  Seh wingungs Vorgängen,  die  auf  andere  Weise  nur 
sehr  schwer  quantitativ  verfolgt  werden  können. 

Hierher  gehören  in  erster  Linie  die  Schwingungen  von  Zeiger- 
instrumenten. 

Bei  Zeigerinstrumenten  interessieren  oft  die  Bewegungen  der 
Zeiger,  die  sich  abspielen,  wenn  das  Instrument  plötzlich  ein- 
geschaltet wird. 

Diese  Bewegungsvorgänge  gehen  meist  sehr  rasch  vor  sich 
und  sie  können  daher,  da  ein  Zeigerinstrument  nur  für  Ablesungen 
stationärer  Zustände  eingerichtet  ist,  ohne  besondere  Vorkeh- 
rungen nicht  verfolgt  werden. 

Hier  leistet  der  Kinematograph  gute  Dienste.  Es  ist  nur  nötig, 
die  Zeitfolge  der  einzelnen  Bilder  unveränderlich  zu  halten  und 
zu  messen,  um  ohne  weiteres  durch  Ablesung  der  Zeigerstellungen 
auf  den  einzelnen  Kinogrammen  die  Möglichkeit  zur  Ermittlung 
der  Zeigerbewegung  in  Abhängigkeit  von  der  Zeit  zu  gewinnen. 

In  Fig.  61  ist  die  kinematographische  Aufnahme  des  Ein- 
schaltevorganges eines  FÜehkrafttachometers  wiedergegeben.  Die 
Einschaltung  erfolgte  von  Hand  (auf  nominell  1480  Umdrehungen 
in  der  Minute)  zwischen  dem  dritten  und  vierten  Bild.  Der  Vor- 
gang umfaßte  17  Kinogramme  und  ist  beim  20.  Bild  praktisch 
beendet. 

Die  Messung  der  Kinematographenbewegung  ergab,  daß 
15,4  Bilder  in  der  Sekunde  erfolgten ;  der  Zeitraum  zwischen  zwei 
Kinograipmen  betrug  also  0,065  Sekunden.  Die  Zeigerablesungen 
des  Instrumentes  sind  hiemach  mit  der  zugehörigen  Zeit  in  fol- 
gender Tabelle  zusammengestellt. 


Fig.  ei.    KiDüenmm  e\ 


Blldl    2,,t     Z»Ii«r- 

B'WJ    Zeil     Zelger- 

BIW,     J^^      Zeiger. 

Bild      2,,t      Zeig«- 

Nr.  i    ""  j«t«nunB 

Si.      ""^    iit*llunir 

Sr.       '■'"     «t«ll..nE 

Nr.       ""      BteUune 

1        0         0 

7    0,326  1  1780 

13  j  0,715 

1435 

10 

1,104     1480 

2     0,000      0 

8    0,300     1820 

14    0,780 

1380 

20 

1,170 

1480 

3     0,065      0 

0    0,453    1760 

15    0,845 

1400 

21 

1,235 

1480 

4   !  0,130   1320 

10    0,520    1700 

16    0.910 

1425 

22 

1,300 

1480 

5     0,105    1460 

11    0,685    1615 

17    0,975  !  1450 

23 

1,365 

1480 

6     0,260    IflSO 

12    0,650    1515 

18  :  1,040 

1470 

24 

1,430 

1480 
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Die  graphische  Auftragung  dieser  Tabelleiiwerte  ergibt  das 
Schwingungsbild  Fig.  62.^*) 
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Flg.  02.    Kinematographisch  grwonncnes  Schwingttngsbild. 


y.  Bationelle  Mechanik. 

§  25.    Die  mathematischon  Hilfsmittel  der  Technik. 

Über  die  Bedeutung  der  Mathematik  für  den  Ingenieur  ist 
man  zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedener  Meinung  gewesen, 
sowohl  hinsichtlich  des  Maßes  der  wünschenswerten  Kenntnisse, 
als  auch  hinsichtlich  der  Unterrichtsmethode.  Bezeichnend  hier- 
für ist  die  Tatsache,  daß  vor  ca.  30  Jahren  auf  einer  Ingenieur- 
versammlung der  Vorschlag  gemacht  wurde,  an  der  Hochschule 
lediglich  Elementarmathematik  zu  lehren,  während  andererseits 
Bestrebungen  dahin  gehen,  die  Differential-  und  Integralrechnung 
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der  Mittelschule  zu  überweisen,  so  daß  die  Hochschule  Zeit  für 
die  Erörterung  schwierigerer  Aufgaben  gewinnt. 

Am  treffendsten  ist  wohl  ein  Ausspruch  von  Rankine,  der 
besagt:  There's  no  useful  mathematicai  weapon,  with  an 
engineer  may  not  leam  to  use. 

Nach  diesem  Urteil  muß  man  zusehen,  welche  mathemati- 
schen Hilfsmittel  hervorragende  Ingenieure  zur  Ix)sung  prak- 
tischer Aufgaben  herangezogen  haben. 

Es  soll  gleich  hier  hervorgehoben  werden,  daß  in  dieser  Hin- 
sicht stets  ausgiebig  Gebrauch  gemacht  worden  ist  von  den  schärf- 
sten ,, Waffen'',  welche  die  Mathematik  für  die  Bewältigung  kon- 
kreter Aufgaben  darbietet.  Oft  zwar  sind  diese  Waffen  in  der 
Hand  kundiger  Ingenieure  umgeschmiedet  und  für  die  praktischen 
Zwecke  geschmeidiger  gemacht  worden,  so  daß  man  von  spe- 
zifisch technischen  mathematischen  Methoden  ^)  reden  kann,  auf 
jeden  Fall  aber  ist  das  Maß  mathematischer  Kenntnisse,  die  ein 
angehender  Ingenieur  besitzen  sollte,  um  die  Arbeiten  der  Klas- 
siker der  wissenschaftlichen  Technik  zu  verstehen,  kein  geringes. 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  gegenüber  den  Anwen- 
dungsgebieten der  Naturwissenschaft  und  Technik  eine  eigen- 
artige Stellung:  man  braucht  sie  notwendig  und  verlangt  von 
ihr,  daß  sie  den  Anwendungen  keine  Schwierigkeiten  bereite.  Es 
hat  sich  nun  gezeigt,  daß  dieses  Verhältnis  je  nach  der  Entwick- 
lung der  Mathematik  und  ihrer  Anwendungsgebiete  sich  geän- 
dert hat.  Bis  etwa  zum  Jahr  1800  knüpfte  man  an  die  Tragweite 
der  Mathematik  die  kühnsten  Erwartungen.  Es  war  in  der  Astro- 
nomie gelungen,  durch  Rechnung  auf  Grund  des  Newto  n sehen  ^) 
Gravitationsgesetzes  die  Bahnen  der  Planeten  mit  einer  Genauig- 
keit festzulegen,  die  größer  war  als  die  Sicherheit  der  Beobach- 
tungen; in  der  Physik  hatte  die  Schwingungstheorie  gespannter 
Saiten,  die  mathematische  Untersuchung  der  Schallvorgänge,  die 
Fo  u  ri  e  r  sehe  **)  Wärmeleitungstheorie,  die  Behandlung  elektrischer 
Vorgänge  mit  Hilfe  der  Lehre  vom  Potential  sowie  die  Anfänge 
einer  exakten  Lichttheorie  so  schöne  Ergebnisse  geliefert,  so  daß 
man  der  Meinung  sein  konnte,  daß  die  damaligen  mathematischen 
Hilfsmittel  bald  zu  einer  universellen  Beschreibung  der  Natur- 
erscheinungen führen  würden.  Schon  Laplace*')  hatte  dieser 
Idee  Ausdruck  verliehen  durch  die  Forderung  der  Darstellung  des 
Weltprozesses  durch  eine  einzige  ungeheure  Differentialgleichung. 
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Wir  wissen  heilte,  daß  sich  diese  Hoffnung  bei  weitem  nicht 
erfüllt  hat.  Einerseits  liegt  die  Ursache  dieser  enttäuschenden 
Erfahrung  darin,  daß  man  sich  über  den  allgemeinen  Charakter 
der  Naturerscheinungen  im  unklaren  war,  andererseits  daran,  daß 
man  die  Mächtigkeit  der  damaligen  Hilfsmittel  der  Mathematik 
überschätzte. 

Es  mag  heute  wohl  nur  noch  wenige  Naturforscher  geben, 
die  der  Meinung  sind,  daß  alle  Naturvorgänge  einfach  seien; 
vor  etwa  100  Jahren  war  dies  die  herrschende  Ansicht.  Gewiß 
gibt  es  eine  Anzahl  von  einfach  zu  formulierenden  Tatq^hen, 
die,,  frühzeitig  erkannt,  jetzt  mehr  oder  weniger  zum  Gemeingut 
der  Gebildeten  gehören.  Je  schärfer  aber  die  Beobachtungsmittel 
ausgebildet  werden,  um  so  mehr  machen  sich  neben  den  ,, all- 
gemein** gültigen  „Gesetzen**  Nebenerscheinungen  bemerkbar, 
die  immer  von  neuem  Korrekturen  an  dem  Aufbau  der  Natur- 
erkenntnis nötig  machen. 

In  ähnlicher  Weise  ist  es  mit  der  Entwicklung  der  Technik 
gewesen:  Die  Bauwerke  des  Altertums,  die  Bergwerksmaschinen 
des  Mittelalters,  die  Mechanismen  von  Leonardo  da  Vinci*") 
waren  vergleichsweise  einfach  gegenüber  den  Leistungen  der 
neueren  Zeit.  Die  Konstruktionen  sind  seitdem  kühner,  die 
wirkenden  Kräfte  und  die  Geschwindigkeiten  sind  größer,  die 
Energienwirtschaft   ist   schwieriger  geworden.     Diese   Umwand- 

■ 

lung  hat  zur  Folge  gehabt,  daß  die  Berechnungs-  und  Konstruk- 
tionsmethoden immer  subtiler  ausgebaut  und  daß  immer  neue 
ursprünglich  naturwissenschaftliche  Disziplinen  zum  Rüstzeug  des 
Ingenieurs  geschlagen  wurden. 

Bei  diesem  Entwicklungsgange  hat  die  Ingenieurwissenschaft 
der  Mitwirkung  der  Mathematik  mehr  entraten  müssen  als  die 
Physik.  Als  sich  am  Ende  des  ersten  Viertels  des  19.  Jahrhunderts 
zeigte,  daß  die  mathematischen  Hilfsmittel  bei  dem  Versuche 
der  Anwendung  mehr  und  mehr  versagten,  gingen  die  Mathema- 
tiker an  den  weiteren  Ausbau  ihrer  Wissenschaft.  Es  beginnt 
eine  bis  etwa  zum  Beginn  des  20.  Jahrhunderts  dauernde  Periode 
der  abstrakten,  den  Anwendungen  abholden  Mathematik.  Be- 
nutzt wurde  diese  Zeit  einer  80jährigen  Entwicklung  in  erster 
Linie  zu  einem  außerordentlich  verzweigten  Ausbau  der  Funk- 
tionentheorie und  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen,  die 
im  letzten  Gnmde  voneinander  untrennbar  sind.   Vor  allem  wur- 
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den  dabei  die  Grundlagen  aufs  sorgsamste  festgelegt,  eine  Tätig- 
keit, die  uns  Ingenieuren  im  allgemeinen  fernliegt.  Ohne  Zweifel 
haben  die  Existenz-  und  Konvergenzbeweise  für  die  praktische 
Technik  keine  unmittelbare  Bedeutung;  es  darf  aber  nicht  ver- 
gessen werden,  daß  ohne  diese  scharfsinnigen  Grundlegungen,  die 
auf  Dirichlet,  Riemann,  Fuchs,  Weierstraß*®)  zurückgehen, 
das  ganze  Gebäude  der  modernen  Präzisionsmathematik  auf  höchst 
unsicherem  Grunde  stehen  würde,  und  wir  wünschen  doch,  daß  ein 
Teil  dieses  Gebäudes  auch  für  die  Anwendungen  bewohnbar  sei. 

Daß  die  Mathematik  nunmehr  den  technischen  Anwendungen 
neue  Hilfsmittel  bietet,  scheint  mir  übrigens  angesichts  der  Bc- 
mühimgen  von  Horn,Mehmcke  und  R  u  n  g  e  ^^ )  zur  angenäherten 
Lösung  von  schwierigen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung 
außer  allem  Zweifel.  Keineswegs  werden  diese  Hilfsmittel  ein- 
fach sein,  es  wird  aber  für  den  weiterstrebenden  Ingenieur  uner- 
läßlich sein,  trotzdem  von  ihnen  Kenntnis  zu  nehmen. 

Insbesondere  haben  in  neuerer  Zeit  die  rechnerischen  und  zeich- 
nerischen Verfahren,  die  sich  technischen  Aufgabestellungen  be- 
sonders schmiegsam  anzupassen  pflegen,  ausgiebige  Behandlung 
in  der  Literatur  erfahren. 

Es  handelt  sich  hier  zunächst  um  die  Auflösung  von  linearen 
und  höheren  Gleichungen  und  Gleichungssystemen.  Derartige 
Gebilde  stellen  sich  bei  den  praktischen  Anwendungen  häufig  ein ; 
so  z.  B.  kommt  die  Bestimmung  der  einzelnen  Glieder  eines  elek- 
trischen Leitungsnetzes  oder  die  Ermittlung  der  Stützenmomente 
beim  durchlaufenden  Balken  auf  die  Lösung  von  Gleichungs- 
systemen  mit  mehreren  Unbekannten  hinaus. 

Die  graphische  Integration  und  Differentiation  greift  Platz  bei 
zahlreichen  Aufgaben  der  Statik  und  Dynamik,  wo  entweder 
Trägheitsmomente  zu  bestimmen  oder  aus  gegebenen  Bewegungs- 
vorgängen die  Kraftwirkungen  zu  ermitteln  sind. 

Eine  besondere  Art  graphischer  Integrationsaufgaben  liegt  vor 
auf  dem  Gebiete  der  harmonischen  Analyse  periodischer  Funk- 
tionen, eine  Aufgabe,  deren  Lösung  fast  unzählige  Verfahren  ge- 
. widmet  sind. 

Daß  weiterhin  die  praktischen  Rechenmittel,  die  Rechen- 
schieber und  Rechenmaschinen  einer  sorgfältigen  theoretischen 
Analyse  bedürfen,  um  zu  voUster  Wirksamkeit  zu  gelangen,  sei 
ebenfalls  in  diesem  Zusammenhang  erwähnt. 
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Allgesicht«  des  so  zutage  tretenden  erheblichen  i^arfs  an 
niatheniatischen  Überlegungen  in  bestimmten  Zweigen  des  In- 
genieurberufes scheint  es  nicht  verwunderlich,  daß  neuerdings  die 
sj^stematische  Darstellung  der  für  die  Technik  wichtigen  Zweige 
der  Mathematik  mehr  und  mehr  von  Ingenieuren  in  die  Hand 
gononinien  wird.  Es  ist  so  eine  ausgesprochene  Literatur  der 
Tngcnieurmathematik  entstanden,  die  den  mehr  abstrakt 
gerichteten  Werken  rein  mathematischer  Verfasser  zur  Seite  tritt 
und  hier  eine  Lücke  ausfüllt,  deren  Vorhandensein  die  Lebens- 
fähigkeit dieses  Literaturzweiges  im  Buchhandel  beweist*^). 

§  26.  Die  allgemeinen  Grundhigen  der  Mechanik. 

Der  Versuch,  die  Grundlagen  der  Mechanik  in  einer  allseitig 
befriedigenden,  logisch  einwandfreien  Weise  darzustellen,  stößt 
auf  Schwierigkeiten.  Man  geht  gewöhnlich  davon  aus,  daß  es 
Aufgabe  der  reinen  Mechanik  sei,  den  Verlauf  der  Bewegungen 
der  von  uns  wahrgenommenen  Körper  zu  beschreiben.  Die  dieser 
Aufgabestellung  entsprechend  einzuführenden  Grundbegriffe  sind 
zimächst  Raum  und  Zeit.  Mit  den  Definitionen  dieser  Grund- 
begriffe sowie  des  Bewegungsbegriffes  haben  sich  die  fähigsten 
Köpfe  aller  Zeiten  beschäftigt,  ohne  daß  es  bis  heute  gelungen 
wäre,  alle  der  genauen  Erfassung  dieser  Begriffe  entgegenstehenden 
erkenntnistheoretischen  Schwierigkeiten  zu  beseitigen.  Eine  Dar- 
stellung dieser  Schwierigkeiten  soll  hier  nun  um  so  weniger  ver- 
sucht werden,  als  wir  solche  Darstellungen  in  den  „Grundlagen 
der  Mechanik'*  von  A.  Voß^*),  in  Poincare,  Wissenschaft  und 
Hypothese ^2),  sowie  in  Machs  Prinzipien  der  Mechanik^)  bereits 
besitzen.  Wir  wollen  vielmehr  mit  dem  bekannten  ,,on  ne  definit 
ni  Tespace  ni  le  temps"  uns  begnügen  und  uns,  wie  es  für  In- 
genieure ziemt,  dem  sicheren  Fahrwasser  der  Erfahrung  über- 
lassen, indem  wir  den  Raum  und  die  Zeit  lieber  messen  ah  defi- 
nieren. Wir  sagen:  die  Einheit  der  Zeit  ist  der  68 400 ste Teil  der 
Rotationsdauer  der  Erde,  die  Sekunde;  die  Einheit  des  Raumes 
ist  der  100  ste  Teil  der  Länge  des  in  Paris  im  Bureau  international 
des  poids  et  des  mesures  aufbewahrten  Platin-Iridiumstabes,  das 
Zentimeter;  daneben  legen  wir  dem  Raum  noch  das  Merkmal 
der  Stetigkeit,  der  Zeit  da«  Merkmal  des  gleichmäßigen 
Dahinf Heßens  zu.    Diese  Sorglosigkeit  bezügüch  Feststellung 
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der  Grundlagen  unserer  Wissenschaft  ist  aber  nur  dadurch  be- 
rechtigt, daß  sie  uns  später  keine  Verlegenheiten  bereiten  wird. 

Man  kann  die  Entwicklung  der  Mechanik  in  zwei  große 
Abschnitte  einteilen:  die  Zeit  vor  und  die  Zeit  nach  Newton. 
Die  erste  Periode  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  sie  n\ir  mit 
den  Begriffen  des  Raumes  und  der  Zeit  operiert.  Die  Mechanik 
dieses  Zeitraumes  war  wesentlich  Bewegungslehre.  Als  Gipfel- 
punkte der  wissenschaftlichen  Untersuchungen  dieser  Zeit  sind 
zu  nennen  die  Arbeiten  von  Kepler  (1571  —  1630)^*),  der  aus 
den  astronomischen  Beobachtungen  Tycho  Brahes^)  die  drei 
berühmten  Gesetze  der  Planetenbewegung  ableitete,  femer 
Galileo  Galileis»»)  (1564-1642)  Fall-  und  Pendelgesetze, 
sowie  schließlich  Christian  Huyghens^')  (1629—1695)  Horo- 
logium  oscillatorium,  welches  neben  einer  Theorie  der  Uhren 
Untersuchungen  über  die  Tautochrone,  das  materielle  und 
das  Zentrifugalpe ndel  enthält. 

Mit  Newton»«)  beginnt  die  Zeit  der  Mechanik  im  engeren 
Sinne:  die  Dynamik.  Die  geometrische  Bewegungslehre 
oder  Kinematik  wird  in  Newtons  Händen  durch  Einführung 
der  Masse  zur  Kinetik.  Der  Grundbegriff  der  Masse  stellt 
sich  den  Begriffen  des  Raumes  und  der  Zeit  gleichberechtigt 
zur  Seite. 

Bei  der  Definition  der  Masse  stellen  sich  ähnliche  Schwierig- 
keiten ein,  wie  bei  der  Einführung  von  Raum  und  Zeit.  Newton 
sagt:  Die  Masse  ist  gleich  dem  Produkt  aus  Volumen  und  Dichte. 
Schön.  Das  Volumen  ist  als  Raumgröße  nach  unserer  obigen 
Festsetzung  meßbar;  wie  aber  messen  wir  die  Dichte?  Sollte 
man  daher  nicht  besser  sagen:  Die  Dichte  ist  der  Quotient  aus 
Masse  und  Volumen,  und  versuchen,  die  Masse  anders  zu  defi- 
nieren. Hierzu  scheint  sich  ein  ebenfalls  von  Newton  her- 
führendes Gesetz  darzubieten:  Masse  mal  Beschleunigung  ist 
gleich  Kraft.  Hier  kann  angenommen  werden,  daß  die  Beschleu- 
nigung durch  die  Definition  von  Raum  und  Zeit  festgelegt  ist; 
es  handelt  sich  also  um  Definition  der  Kraft.  Hier  stehen  wir 
vor  einer  neuen  Schwierigkeit.  Ohne  Zweifel  Üegt  der  Kraft- 
begriff unserem  Vorstellungsvermögen  näher  als  die  Masse,  da 
wir  mit  dem  Ausdruck  Kraft  an  die  Muskelkraftempfindung  an- 
knüpfen können.  Es  zeigt  sich  aber  bald,  daß  diese  anthropo- 
morphe  Auffassung  zu  einer  quantitativen  Festlegung  des  Kraft- 
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begriffs  ebensowenig  ausreicht,  wie  z.  B.  die  Wärmeempfindung 
der  Haut  zur  Festlegung  des  Temperaturbegriffs.  Es  bleibt  also 
nichts  übrig,  als  die  Masseneinheit  konventionell  analog  dem 
Raum-  und  Zeitbegriff  festzusetzen,  als  Masse  eines  Liters  Wasser 
von  4°  C,  das  Kilogramm,  und  im  übrigen  der  Masse  das 
Merkmal  der  Unveränderlichkeit  beizulegen. 

§  27.  Die  Newtonsche  Bewegungsgleiehung  und  das  Prinzip 

von  d'Alembert. 

1.  Das  oben  schon  als  von  Newton  herrührwid  mitgeteilte 
Gesetz :  Kraft  =  Masse  mal  Beschleimigung  kann  zum  Aus- 
gangspunkt der  Entwicklung  der  klassischen  Mechanik  gemacht 
werden.    In  der  mathematischen  Formelsprache  lautet  es: 

(1)  m  ^^.  =  X  . 

Mit  Ansetzung  dieser  Formel  betrachtet  man  die  oben  an- 
gedeuteten Schwierigkeiten  als  geklärt,  und  alle  nun  folgenden 
Überlegungen  sind  rein  mathematischer  Art. 

Die  Schreibung  der  Formel  (1)  in  folgender  Gestalt 

(2)  -d7.-^  =  o 

führt  von  Newton  auf  d'Alembert^*).  Schon  vor  d'Alembert 
hatte  Joh.  Bernoulli*^)  die  allgemeine  Gültigkeit  eines  wich- 
tigen Grundsatzes  der  Mechanik:  des  Prinzips  der  virtuellen 
Verrückungen  oder  besser  der  virtuellen  Arbeit  erkannt. 
Dieses  Prinzip  lautet  folgendermaßen:  Greifen  an  einem  Sy- 
stem von  n  Korpern  m^j  m^  ,  .  ,  Kräfte  an,  deren  Komponenten 
nach  der  Achse  des  Koordinatensystems  X^Yy^Z^)  X^Y^Z^  .  . 
sind,  so  befindet  sich  das  System  im  Gleichgewicht,  wenn 


i  =  n 


(3)  A  =^{Xi  dxi  +  Yi  dyi  +  Zi  6zi)  =  0 


i=l 


ist.  Hier  sind  die  Größen  dxi  ,  ,  .  die  Komponenten  der  virtuel- 
len Verrückungen  ^äj  .  .  .  ,  die  man  den  Körpern  erteilt, 
während  A  als  virtuelle  Arbeit  bezeichnet  werden  kann. 
»Tone  Verrückungen  sind  ganz  willkürlich,  sie  dürfen  nur  nicht 
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gegen  die  Bedingungen  verstoßen,  denen  die  Koordinaten  der 
Sj^temkörper  unterworfen  sind.  Sind  z.  B.  sämtliche  Körper 
untereinander  durch  starre  Stäbe  zu  einem  Ganzen  verbunden, 
80  werden,  wenn  man  die  virtuellen  Verschiebungen  so  festlegt, 
daß  sie  einer  Parallelverschiebung  des  Körpersystems  mit  sich 
selbst  entsprechen,  aUe 

dx^  =  dxi  =,,.=:  Sx     usw., 
und  wir  können  statt  (3)  schreiben: 

(4)  A  =  dx^Xi  +  dy^  Yi  +  dz^Zi  =  0  . 

1=1  i=l  t=l 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  erfüllt  werden,  wenn  ist: 

Dies  sind  die  bekannten  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
eines  Körpers  gegen  Verschieben. 

2.  Zur  Ermittlung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
eines  starren  Körpersystems  gegen  Verdrehen  setzen  wir  eine 
virtuelle  Verdrehung  des  Körpersjmtems  doy  durch  Angabe  ihrer 
Komponenten  nach  den  Koordinatenachsen  &(Oy  ,  öco^ ,  do)^ 
fest. 

Dann  bestimmt  sich  die  virtuelle  Verschiebung  eines  be- 
liebigen Punktes  Pi  durch  ihre  Komxx)nent^n 

dxi  =  dm^Zi  —  dco^yi  , 
f)yi  =  do)^  Xi  —  d(üi  Zi  , 
()zi  =  dft)^  yi  —  (^(ly^Xi, 

die  in  den  Ansatz  des  Prinzips  der  virtuellen  Verschiebungen 
einzuführen  sind. 

Wir  erhalten  demnach  nach  gehöriger  Ordnung: 

^  =^{^^'>i  {Ziyi  —  YiZi)  +  day^  (XiZi  —  Zf  a\) 
1=1  ^ 

+  Aoy,(YiXi-Xiyi)\^0 
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oder,  da  wegen  der  Willkürlichkeit  der  drei  Drehungskompo- 
nenten die  einzelnen  Glieder  der  Summe  für  sich  verschwinden 
müssen: 

•  •  ■ 

i=l  »=1  i=l 

Die  Ausdrücke  unter  den  Summenzeichen  sind  nun  nichts 
anderes  als  die  Komponenten  der  Drehmomente  der 
Kräfte  Ki  um  die  Koordinatenachsen,  die  wir  mit  Tlxi  >  SKyi ,  3Rzi 
bezeichnen  wollen.  Wir  finden  also  endgültig  als  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichts  gegen  eine  Drehung  des  starren 
Körpersystems : 

t=l  i  =  l  1  =  1 

In  jedem  Falle  kann  man  für  ein  gegebenes  Körpersystem, 
dessen  einzehie  Teile  untereinander  entweder  starr  oder  nicht 
starr  verbunden  sind,  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungs- 
gleichungen mit  Hilfe  des  Prinzips  (3)  die  Gleichgewichtsgleichun- 
gen finden. 

Beweise  des  Prinzips  gibt  es  mehrere,  z.  B.  auch  von  La- 
grange und  Poinsot,  doch  hat  das  Prinzip  in  seiner  ganzen 
Allgemeinheit  einen  mehr  axiomatischen  Charakter. 

3.  Die  Vereinigung  der  d'Alembert  sehen  Form  der 
Newtonschen  Grundgleichung  mit  dem  Prinzip  der  vir- 
tuellen Verrückungen  liefert  sofort  das  d'Alembertsche 
Prinzip*^) : 

1=1 

in    welcher    Form     es    zunächst     für    Systeme    freier    Körper 

gültig  ist.   Der  Formulierung  dieses  Prinzips  hegt  die  Auffassung 

d^Xi 
zugrunde,  daß  man  die  Ausdrücke  '^  ~j7^ ^i  usw.  als  an  dem 

Körpersystem  angreifende  sogenannte  verlorene  Kräfte  be- 
tr6U3hten  kann.  Denkt  man  sich  die  wirkhchen  Kräfte  Xi  usw. 
momentan  durch  die  verlorenen  Kräfte  ersetzt,  so  würde  sich 
das  System  im  Gleichgewicht  befinden. 
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Für  die  unfreie  Bewegung  eines  Massensystems  seien  k  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  3  n  Koordinaten  der  Massen- 
punkte gegeben: 

/i  («  ,  y ,  2  ,  .  .  .)  =  0  , 


/*  (a; ,  y  ,  2  ,  *  .  .)  =  0  . 


Mit  dieser  ^Festsetzung  sind  die  virtuellen  Verrüokungen  d  nicht 
mehr  luibeschränkt  willkürlich,  sondern  folgenden  k  Gleichungen 
unterworfen : 


'^>  |(l^ '" + iv; '" +!!''')-»•" 


1 ,  2  .  .  .  i) 


Wir  führen  jetzt  k  zunächst  unbekannte  Multiplikatoren  X^ 
(ib  =  1 ,  2,  .  .  .  t)  ein,  mit  denen  wir  die  Gleichungen  (2)  der  Reihe 
nach  midtiplizieren.  Ziehen  wir  diese  mit  k  multiplizierten  Glei- 
chungen von  Gleichung  (5)  in  §  27  ab,  so  kommt  neush  gehöriger 
Ordnung: 


(3) 


\4(-'^-^'-?''r$"'A'-7'-''-?''yi)'- 


+ 


(».^-*-:f'.|t>- 


=  0 


Nach  Einführung  der  k  Unbekannten  X  dürfen  wir  über  die  vir- 
tuellen Verrückungen  wieder  unbeschränkt  verfügen.  Damit  unter 
solchen  Umständen  aber  Gleichung  (3)  erfüllt  wird,  muß  gelten: 


^d>z,      y,,öA,,ö/  elf, 

OXi  CXi 


(4){ 


dt* 
d'tfi 


tJfli  -  --fi'   =  3^i  ~t"  ^1  'S       "1"  ^   '^  "    ~l"  •  •  •  ~f"  ^A  n"'    > 


^(»  =  1,2...») 


^  1  ZS  1  ^  1 

^i  +  ^  Xi     +  ^  :ä — h  •  •  •  +  ^i 


m»-         =•  ^i  i-  Xj  V    -h  Xg  -^ — r  •  •  •  -r  >^j:  r)    • 


Dies  ist  die  erste  Lagrangesche ^*)  Form   der  Bewegungs- 
gleichungen.  Sie  sind  dadurch  bemerkenswert,  daß  in  ihnen  der 

Hort,  SohwinguDgilehre.    2.  Aufl.  8 
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Einfluß  der  Bedingungsgleichungen  in  der  Gestalt  von  „Zwangs - 
kräften"  oder  „Führungsreaktionen'*  auftritt.  Sie  bieten 
demnach  ein  bequemes  Mittel,  diese  Reaktionen,  deren  Kenntnis 
für  den  Entwurf  von  Maschinen  wichtig  ist,  zu  berechnen.  Der 
formale  Weg  zur  Problemlösung  ist  jetzt  weiter  der,  daß  die 
Gleichungen  (1)  zweimal  nach  der  Zeit  differenziert  und  in  sie 
die  Gleichungen  (4)  eingeführt  werden.  So  entstehen  h  Gleichun- 
gen zur  Berechnung  der  unbestimmten  Multiphkatoren  X  als 
Funktionen  der  Kräfte  \md  der  Koordinaten.  Führt  man  die 
gefundenen  Ausdrücke  in  das  Gleichungssystem  (4)  ein,  so  ist 
die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  für  die  System - 
bewegung  geleistet.  Die  Integration  und  damit  die  Ermittlung 
der  Bewegung  selbst  ist  eine  andere  Frage,  die  allgemein  nicht 
gelöst  werden  kann;  dies  muß  der  Behandlung  spezieller  Pro- 
bleme vorbehalten  bleiben ;  doch  lassen  sich  aus  jenen  Gleichungen 
in  einigen  wichtigen  Spezialfällen  allgemein  gültige  Bewegungs- 
gesetze  folgern. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  System,  welches  nur  solchen  Be- 
dingungen unterworfen  ist,  daß  in  den  Gleichungen  (1)  nur  die 
Differenzen  gleichnamiger  Koordinaten  vorkommen.  In 
diesem  Falle  ist 

[  (ifc  =  1  ,   2  .  .  .  ife) 

Definiert  man  jetzt  den  Schwerpunkt  f »/  C  des  Körpersystems  durch 

(6)  1=^;^-^';      ,=  ^>^';      f=^>^ 

2,mi  2.mi  2.mi 

2mi  =  M  , 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4)  durch  geeignete  Zusammenfassung : 


(7) 
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d.  h.  der  Schwerpunkt  eines  Systems,  dessen  Bedin- 
gungsgleichungen nur  von  den  Entfernungen  der  ein- 
zelnen Massenpunkte  abhängen,  bewegt  sich  so,  als  ob 
alle  Massen  in  ihm  vereinigt  wären  und  alle  Kräfte 
an  ihm  angriffen.  Dies  ist  der  erste  Schwerpunktssatz. 
Sind  die  Kräfte  innere,  d.  h.  wirken  nur  Kräfte  zwischen 
den  Systemkörpem,  so  wird 

(8)  2'Xi  =  0,      2Yi  =  0,      2'Z<  =  0, 

so  daß  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  gilt: 

(^)  7^^=^'        dt^-''^      -W^""' 

Nach  zweimaliger  Integration  folgt  dann 

(10)         ^  =  ait  +  bi\      ^  =  «2^  +  62;       C^Os^  +  b^; 

d.  h.  der  Schwerpunkt  eines  von  äußeren  Kräften  freien 
Systems  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit auf  einer  Geraden.  (Der  zweite  Schwerpunktssatz.)  Die 
Formulierung  dieser  Sätze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
geht  auf  Huyghens,  Newton  und  d'Alembert  zurück. 

§  29.  Ba8  d'AIembertsche  Prinzip  und  der  Satz  von  der  Erhaltung 

der  lebendigen  Kraft. 

Das  d'AIembertsche  Prinzip  kann  man  weiter  folgender- 
maßen schreiben: 

(1)     { ^i^  S^  ^^ + ^  rfl?  *^ + ^  S  ^') 

I  _2;(X(5ä:+  Yöy  +  Zdz)  . 

Beobachtet  man  jetzt,  daß  die  wirkliche  Systembewegung  auch 
immer  eine  mögliche  ist,  so  können  wir  die  d  mit  den  d  ver- 
tauschen und  nach  Division  mit  dt  schreiben: 

I„     fd^x  dx       d^y  dy       d^z  dz\  . 
^^  \di^  dt  '^'di^  dt'^  dV  dt) 
=  2^(2:  da;  +  Ydy  +  Zdz). 

8* 
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Setzen  wir  jetzt  die  Existenz  einer  Kräftefunktion  oder  eines 
Potentials  V  voraus,  derart,  daß  die  Kraftkomponenten  die 
ersten  Derivierten  dieser  Funktion  U  nach  den  Koordinaten  sind : 

m  Z-f;       Y.'^-.       Z-'" 

cx  cy  dz 

so  kann  (2)  nach  einmaliger  Integration  geschrieben  werden: 


»^«.[©■+ri)^(£)*i 


U  +  c, 


oder 

(4)  ilmv^^^U  +  c. 

Setzen  wir  jetzt 

t7-=0, 

so  folgt  aus  (4)  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft: 

(5)  i  2m  v^  =  Konst . , 

d.  h.  ein  von  äußeren  Kräften  freies  System  bewegt 
sich  stets  so,  daß  seine  lebendige  Kraft  konstant 
bleibt;  dies  ist  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft.  Setzen  wir  aber  U  =  — F,  wo  wir  F  die  potentielle 
Energie  des  Systems  nennen,  so  folgt  aus  (4) 

(6)  i2'mt;«+F  =  Konst. 

das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  geht  in  seinen  ersten 
Anfängen  auf  Huyghens  (1629—1695)  zurück;  in  seinem  vollen 
Umfange  ist  er  dann  von  Johann  (1667—1748)  und  Daniell 
Bernoulli  (1700—1782)  aufgenommen  worden. 

Der  Begriff  des  Potentials  verknüpft  sich  mit  den  Namen 
Clairaut  (1713—1765),  Lagrange  (1736—1813)  und  Laplace. 
Für  die  Bezeichnung  lebendige  Kraft  hat  Rankine  den  Aus- 
druck kinetische  Energie  eingeführt;  ebenso  stammt  von  ihm 
die  Bezeichnung  potentielle  Energie. 

§  30.   Die  Fläehensätze. 

Knüpfen  wir  jetzt  wieder  an  die  Gleichungen  (4)  von  §  28 
an,  so  läßt  sich  z.  B.  aus  der  zweiten  und  dritten  durch  Multi- 
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plikation    mit    z   bzw.   y  und  Subtraktion   folgende  Gleichung 
ableiten : 

d^y 


Analog  sind  dann  zu  bilden: 

2m  ( 


(1) 


d*x 


d*z 


z X 

dt^  dt* 


=^(zX-xZ) 


+i-(^:?^4^'?'.|^)- 


> 


d^y 
dt* 


d^x 
dt» 


Zrn[^^"  -y7.:]-=2:i^Y-yX) 


+z(^^^4y-y^'4x)- 


In  diesen  Gleichungen  stehen  rechts  die  Drehmomente  M^MyM^ 
der  Kräfte  um  die  Koordinatenachsen,  während  die  Doppel- 
summen verschwinden,  falls  die  Bedingungsgleichungen  nur 
Funktionen  der  Entfernungen  der  Systemelemente  sind;  die 
linken  Seiten  lassen  sich  wie  folgt  transformieren: 


y 


dt^ 


_    ^  ^  d  I 
^  dt^  ""  dt  V 


dz 
dt 


dy 
^  dt 


)■ 


Führt  man  jetzt  den  Fahrstrahl  r  des  Massenpunktes  m  ein  imd 
bezeichnet  die  von  ihm  im  Räume  beschriebene  Fläche  mit  F, 
den  von  ihm  beschriebenen  räumlichen  Winkel  mit  9? ,  während 
die  Projektionen  dieser  Größen  auf  die  Koordinatenebenen  mit 
r,,  ry,  r^;  F^,  F^j  F^\  9?,,  ^y,  q)^  bezeichnet  werden,  so  kann 
man  schreiben: 


(2) 


dz       ^  dy       j^  dq?x 
^  dt       ^  dt~  ^'   dt 

dF, 
dt 

dx         dz        0  dcpf. 
dt          dt        '    dt 

_dFy 
dt 

dy         dx        „  dcpz 
dt      ^  dt        '    dt 

dF^ 
dt 
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Hiermit  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  wie  folgt  umformen: 


(3) 


-,     d*F,       ^^ 


Dies  sind  die  drei  Fläche nsätze  der  Bewegung:  die  Dreh- 
momente sind  gleich  dem  Produkt  aus  Masse  und 
Fläche nbeschleunigung.  Verschwinden  die  Momente,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  (3)  sofort  zweimal  integrieren  und 
^üef ern : 

(4)  <    i:mFy  =  a.J  +  b^  , 

d.  h.  bei  kräftefreier  Bewegung  wachsen  die  von  den 
Fahc^trahlen  beschriebenen  Flächenräume  proportio- 
nal mit  der  Zeit. 

Die  Flächensätze  sind  von  Euler  (1707-1783)  entdeckt; 
später  haben  sich  noch  Daniell  Bernoulli  (1700—1782)  und 
Patrick  d'Arcy  (1725—1779)  mit  ihnen  beschäftigt.  Laplace 
und  Poisson  haben  dann  mit  den  Flächensätzen  die  Begriffe 
der  invariabeln  Geraden  und  der  invariabeln  Ebene 
verbunden,  welche  in  der  Astronomie  eine  Rolle  spielen;  die 
Auseinandersetzung  dieser  Dinge  würde  hier  zu  weit  führen. 

Mit  den  bisher  allgemein  betrachteten  Grundsätzen  läßt  sich 
schon  eine  große  Fülle  von  Problemen  lösen,  von  denen  die 
wichtigsten  wenigstens  kurz  berührt  werden  sollen. 

Der  einfachste  Ansatz  von  Newton  mit  konstantem  X  liefert 
den  freien  Fall  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche;  nimmt  man 
noch  die  2/-Richtung  hinzu,  so  wird  man  zur  Wurfbewegung 
geführt.  Betrachtet  man  zwei  Körper,  so  liefert  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  unter  Voraussetzung  von  Kräften, 
die  nach  dem  New  ton  sehen  Gravitationsgesetz  wirken,  die 
Gleichungen  der  Zentralbewegung  für  den  Fall  des  Zwei- 
körperproblems. Im  einzelnen  finden  sich  dann  wieder  die 
Schwerpunktssätze  und  die  drei  Keplerschen  Regeln,  von 
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denen  die  erste  nichts  anderes  ist  als  der  Ausdruck  unserer 
Flächensätze;  auch  der  Begriff  der  Bahnelemente  eines  Pla- 
neten kommt  hier  zur  Sprache. 

Knüpfen  wir  ferner  an  an  unsere  Gleichungen  der  bedingten 
oder  gezwungenen  Bewegung,  so  liefert  der  einfache  Fall  eines 
Massenpunktes,  der  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  bewegen 
muß,  die  Begriffe  der  Zwangsbeschleunigung,  der  Zentri- 
fugalkraft und  des  Bahndruckes,  die  schon  Huyghens 
bekannt  waren. 

Als  weitere  Anwendung  bietet  sich  die  Pendelbewegung  dar, 
die  uns  im  ersten  Kapitel  beschäftigt  hat. 

Läßt  man  bei  den  Problemen  der  „irdischen*'  Mechanik 
(Fall,  Wurf,  Pendel)  die  Voraussetzung  der  Unbeweglichkeit  der 
Erde  fallen,  so  wird  man  auf  die  Betrachtung  der  Relativ- 
bewegung geführt.  Die  hierhergehörigen  Probleme  des  Fou- 
eaultschen  Pendels,  der  Ballistik-  und  der  Fahrzeug- 
bewegung bilden  bekannte  Teile  der  Mechanik. 

So  besitzen  wir  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  erster 
Art  das  Mittel,  um  alle  Aufgaben  der  Mechanik,  speziell  der 
Schwingungslehre,  lösen  zu  können. 

§  3L  Die  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art. 

In  der  Tat  beruhen  alle  Methoden  der  üblichen  Lehrbücher 
der  Mechanik  auf  diesen  Gleichungen,  und  nur  in  ganz  vereinzelten 
Fällen  werden  hier  die  Hilfsmittel  verwendet,  die  in  einer  großen 
Anzahl  von  Fällen  eleganter  und  schneller  zum  Ziel  führen. 

Wir  erachten  es  für  den  Ingenieur  für  unerläßlich,  feich  diese 
höheren  Hilfsmittel  ebenfalls  zu  eigen  zu  machen  und  gehen  nun  dazu 
über,  die  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art")  abzuleiten. 

Wir  knüpfen  an  die  Gleichungen  erster  Art  (4)  in  §  28  und 
an  die  Bedingungsgleichungen  (1)  daselbst  an. 

Zunächst  bemerken  wir,  daß  mittels  dieser  k  Gleichungen  k 
der  Variabein  Xi,  yi,  Zi  als  Funktion  der  3n  —  k  übrigen  Variabein 
gefunden  werden  können.  Wir  bezeichnen  z.  B.  die  ersten  k  Ko- 
ordinaten Xi  {%  =  l  .  .  .  k)  wie  folgt: 

(1)        gi  =  qi  (^k+l  '     '  ^n  y       Vi   '  -yny       2i   •  •  •  «n)  •        (i  =  1   •  •  •  A:) 

Wir  haben  ako  die  k  Koordinaten  x»  {i  =  \  .  ,  .  k)  ausgedrückt 
durch  Zn  —  k  Parameter,  die  vollständig  willkürlich  wählbar  sind. 
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Es  igt  nun  erlaubt,  diese  Parameter,  welche  ja  die  Sn  —  k 
Variabein  x^+i . .  ^  Zn  sind,  zu  ersetzen  durch  3n  — ü;  andere 
Parameter  g,  welche  mit  den  Variabein  x^+i...«,»  verknüpft 
sein  sollen  durch  die  ganz  willkürlichen  Gleichungen: 

I^i^^PiiQly  ^i  '"9$n-k)  ,      (»  =  i  +  1  . . .  n) 
Vi  =  Vi tei »  5^2  •  •  •  ^8~-*)  »      (»  =  1  . . .  n) 
2»  =  Xii^i^  ii  '"  ftn-»)  .      (t  =  1  . . .  n) 

Führen  wir  diese  Gleichungen  (2)  in  die  Gleichungen  (1)  ein 
und  bezeichnen  wir  die  Funktionen  gi  in  Abhängigkeit  von  den  q 
mit  (fi  (*  =  1  .  .  .  Ä;),  so  erhalten  wir: 

IZi  =  <Pi(gi ,  g«  ...  gsn-t)  ,  I 
yi  =.  Vi  (^1  »  3^2  •  •  •  ft  n-*)  .    I  (t  =  1  .  .  .  W) 

2i  =  ;ti(^l»  5^2  •••ftn-*)  •   J 

Hiermit  sind  die  Bedingungen  zwischen  den  Zi ,  yi,  Zi  dargestellt 
durch  die  Abhängigkeit  dieser  Größen  von  3n  —  k  Parametern,  die 
voneinander  unabhängig  sind.  Wir  wollen  diese  Parameter  nun  als 
Koordinaten  des  Systems  betrachten,  denn  offenbar  wird  durch 
eine  beliebige  Auswahl  von  3n  —  k  Größen  q  durch  (3)  eine  solche 
Systemlage  bestimmt,  die  den  Bedingungen  (1)  in  §  28  genügt. 
Wir  multiplizieren  jetzt  die  Gleichungen  (4)  in  §  28  mit  resp. 

^  *  ,     .  *       .  '    und  erhalten  durch  Addition 
dq,       cq,       dq. 


(4) 


( 


d^Xidzi      d^Vi^Vi      d^Zi  Szi 


Ml^-"*  '"•-4-  "  ""  -^  4- 

dt^   fq,        dt^  c}q,        dt^  c) 


dqj  *ägr. 


+ 


dft  dzi        dfu  dyi        Ifj^  dz^ 
cy^    cq,        czi  cq. 


Hier  verschwindet  auf  der  rechten  Seite  die  V ,  weil  der  Klammer- 
ausdruck stets  identisch  gleich  Null  ist,  und  wir  können  jetzt 
schreiben,  indem  wir  über  alle  Systemelemente  summieren :  • 

d^yi^yi 


(5) 


i  =  n  , 


dt*   dq,        dt*  oq, 


^ 


vq,  dqJ 


(6) 
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Eine  solche  Gleichung  läßt  sich  für  jedes  q  anschreiben,  so  daß 
wir  unsere  ursprünglichen  3 n  Gleichungen  (4)  auf  Sn  —  k  Glei- 
chungen reduziert  haben.  Die  Summe  auf  der  rechten  Seite  ist 
nun  eine  Funktion,  in  der  nur  die  generalisierten  Koordi- 
naten q  vorkommen,  wir  bezeichnen  sie  mit  Q, . 

Nun  wollen  wir  uns  denken,  die  Gleichungen  (4)  in  §  28  seien 
integriert,  d.h.  Xi,  yi,  z^  seien  gefunden.  Dann  muß  in  diesen 
Gleichungen  zunächst  die  Zeit  t  vorkommen.  Femer  müssen 
aber  auch  noch  die  generaUsierten  Koordinaten,  die  wir  ganz 
willkürlich  annehmen  konnten,  vorkommen,  und  diese  können 
wir  uns  ebenfalls  von  der  Zeit  t  abhängig  denken.  Mithin  würden 
wir  für  die  Geschwindigkeiten  haben 

dx^       ^öxi  dq^       Sxi 
dt  ^T^i^        ^t  ' 

dyi  ^  y^Pi^Qs   ,   ^Vi 
dt        g^qa  dt        et 

dzi  ^  y,dzi  dqg       ^Zi 
dt  ~'T^q»  dt,  "^  dt 

Jetzt  machen  wir  einen  Ansatz  für  die  Summe  der  kinetischen 
Energien  sämtlicher  Systempunkte  in  der  Form: 

"'    - 12-  m + §)■ + (t)'}  ■ . 

einen  Ausdruck,  den  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (6)  als  Funk- 

tion  der  Koordinaten  qg  und  der  „Geschwindigkeiten"    ,'    er- 

dt 

mittelt  denken.    Das   Wort   „Geschwindigkeit"   bedeutet   hier: 

erster  Differentialquotient  einer  Koordinate  nach  der  Zeit ;  jeden- 

dxi     dvi     dzi 
falls  ist  T  ebenso  wie  in  den  -,—  ,  ~-  ,    -j-    auch  in  den  „Ge- 

,  dt      dt      dt 

schwindigkeiten"  -^  homogen  vom  zweiten  Grade. 

Aus  (7)  leiten  wir  durch  partielle  Differentiation  nach  -^' 
mit  Hilfe  von  (6)  ab: 

er       „      (dXidxi      dyidyi      dzi_dzi\ 
^  '  .dq,  "■  -^'"<  \dt  dq,  "^  dt  dq.  '^  dt  SqJ 

dt 


« 
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und  hieraus  durch  totale  Differentiation  nach  der  Zeit 


(0) 


^^'  \dt''  dq,  "^  ~dt^  dq,  "^  di^  dqj 


,   ^      (dxi    d^Xi        dyi    ö««/»        dzi    d^zi 


dt  dqgdt        dt  dq^dt        dt  dqgdtl  ' 


In  dieser  Gleichung  ist  aber  die  erste  Summe  nichts  anderes 

als  Qs  nach  Gleichung  (5)  imd  die  zweite  Summe  nichts  anderes 

cT 
als  der  partielle  Differentialquotient  -r—  ,  wie  sich  aus  (6)  und  (7) 

c  qg 

durch  eine  einfache  Rechnung  ergibt. 

Hiermit  schreibt  sich  aber  die  Gleichung  (9) 

Diese  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art  inter- 
pretieren wir  folgendermaßen:  Die  räumliche  Lage  eines  mecha- 
nischen Systems  von  3n  —  k  Freiheitsgraden  läßt  sich  stets  durch 
Sn  —  k  Parameter  q,  die  wir  generalisierte  Koordinaten 
nennen  wollen,  festlegen.  Ebenso  läßt  sich  die  kinetische  Energie 
des  Systems  als  homogene  quadratische  Funktion  der  „Geschwin- 
digkeiten" finden,  und  die  Komponenten  der  Kräfte  lassen  sich 
auf  Funktionen   der   q  reduzieren.     Dann   kann   man  die   La- 

grang eschen  Gleichungen,  wenn  man  beachtet,  daß     ^—  formal 

6    ^* 


dt 

gleich  Masse  X  Geschwindigkeit  ist  und  demzufolge  als  Be- 
wegungsgröße bezeichnet  werden  kann,  folgendermaßen  aus- 
sprechen : 

Die  zeitliche  Änderung  der  Bewegungsgröße  ver- 
mindert um  die  räumliche  Änderung  der  kinetischen 
Energie  ist  gleich  der  äußeren  Kraft. 

Die  praktische  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen 
wird  später  an  Beispielen  gezeigt  werden. 
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§  32.  Kleine  Sehwingungen  um  eine  Gleiehgewiehtslage. 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art  lassen  sich  zu 
einer  tibersichtlichen  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Systems 
um  seine  Gleichgewichtslage**)  benutzen. 

Der  Begriff  des  Gleichgewichts  schließt  in  sich,  daß  die  Lage 
eine  solche  ist,  die  gegenüber  einer  kleinen  Störung  sich  selbst 
wiederherzustellen  sucht.  Dies  geschieht  dadurch,  daß  das  ge- 
störte Sjnstem  sich  durch  Pendelungen  oder  Schwingungen  seiner 
Gleichgewichtslage  wieder  zu  nähern  versucht.  Die  Differential- 
gleichungen für  diese  Schwingungen  wollen  wir  aufstellen. 

In  der  Gleichgewichtslage  haben  die  Koordinaten  g,  des 
Systems  die  konstanten  Werte  ^, .  Zu  irgendeiner  Zeit  werde  das 
System  aus  seiner  Gleichgewichtslage  durch  äußere  Einwirkung 
ein  wenig  herausgebracht  und  dann  zur  Zeit  f  =  0  plötzlich  sich 
selbst  überlassen.  Es  vollführt  dann  Schwingungen  um  die 
Gleichgewichtslage,  die  zu  untersuchen  sind. 

Zur  Zeit  t  seien  die  Koordinaten  qs  +  ^qg-  Die  kinetische 
Energie  lautet:  j^ 

Die  Koeffizienten  A^  ^  entwickeln  wir  nun  in  eine  Taylor  sehe 
Reihe  wie  folgt:  ^ 

(2)     A„  Aq,...  qu)  =  ^,.,  v(?i  ••.?*)  +  T^-;^  -'  "^'"^  J  qi  ■ 


cqi 


Hiermit  geht  T  über  in: 

^  -2^r"''^'^i---**^  dt   dt 


(3) 


k 

+   ^ 


^  cqi  ~     ^'    dt    '    dt   )  ' 


Da  wir  nun  sowohl  die  Jq^  wie  die  -^—  als  klein  voraussetzen, 

ist  das  zweite  GUed  auf  der  rechten  Seite  klein  gegen  das  erste, 
und  T  reduziert  sich  auf:  ' 

wo  die  Koeffizienten  A^,^  yQi  -  -  *  qk)  Konstante  sind. 
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Ferner  setzen  wir  voraus,  daß  die  Kräfte  Q  ein  Potential 
besitzen,  daß  also  sei: 

(5)  g.  = _  ____  . 

Das  Potential  V  entwickeln  wir  ebenfalls  nach  Taylor: 

h 


(6) 


1  o2F(g,  ...g*) 


^^  2        cqaoqy         ^' 
+  Glieder  höherer  Ordnung. 


Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  muß  verschwinden,  da 
das  System  unter  Einfluß  der  Kräfte      _   im  Gleichgewicht  ist, 

indem  das  Verschwinden  jenes  Gliedes  das  Prinzip  der  virtuellen 
Verschiebungen  erfüllt.  V  reduziert  sich  also,  abgesehen  von 
Gliedern  höherer  Ordnung,  auf: 

wo  F  toi  . .  .  qk)  und  seine  Deri vierten  Konstante  sind. 
Die  Lagrang  eschen  Gleichungen  werden  nun: 

Dies  ist  ein  System  von  Differentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten,  welches  stets  integriert  werden  kann. 


§  33.  Kleine  Schwingungen  um  einen  Bewegungszustand  ^'O. 

Oft  entsteht  die  Frage,  ob  eine  Bewegung  gegenüber  einer 
geringfügigen  Störung  stabil  sei,  d.  h.  ob  sie  das  Vermögen  be- 
sitzt, die  Störungen  zu  überwinden. 

Zu  einer  allgemeinen  Erörterung  über  das  hier  einzuschlagende 
Verfahren  lassen  sich  wieder  die  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art  benutzen.    Wir  knüpfen  an  an  den  vorigen  Para- 
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graphen,  mit  dem  Unterschiede^  daß  wir  die  q^  als  Funktionen 
der  Zeit  ansehen.    Die  kleinen  Pulsationen  seien   wieder  A  q^ . 

Jetzt  verschwinden  die  -j-  nicht,  und  wir  müssen  schreiben: 

ai 

^=iiK-<-'''(f+'l")(t+-^f) 


(1) 


k 


^dqti    dq, 
dt  '  dt 


h  _ 

1  v-i  d^A^y    .       .       dctf^dqy 


dq^  ddqy 
~dt  ~dt~ 


f,      »^^y    ^  ^j,  ^^y^    ^  -jf;-    ^'^'//'^ 


dqv  dAqu 
dt      dt 


cxier,  indem  wir  alle  Zeitfunktionen  durch  Symbole  B,G,  D,E,F 
ausdrücken : 


(2) 


M.  »' 


+  2Z^"'    dt     ~dT   +^^/"-^f//'  -df  • 


.",y 


lt.  f 


Analog  entwickeln  wir  das  Potential: 

k  k 


U  .  V 


Im  allgemeinen  sind  nun  diese  Symbole  B,  C,  D,  E,  F,  0,  H 
Funktionen  der  Zeit.  Lassen  sie  sich  durch  Auswahl  geeigneter 
Variabein  von  der  Zeit  unabhängig  machen,  so  ist  die  Bewegung 
„stationär".  Für  diesen  Fall  schreiben  sich  nach  kurzer 
Zwischenrechnung  die  Gleichungen  nach  Lagrange: 


+    (-f/£V    —    ^Vßl) 


+  (H,,y-'Df,r)Aq,,  =0. 


dt 
(v  =  1  . .  .  ifc) 

Dies  ist  wieder  ein  System  von  totalen  Differentialgleichungen 
mit  konstanten  Koeffizienten,  welches  sich  auf  eine  einzige 
totale  Differentialgleichung  höherer  Ordnung,  welche  integrabel  ist, 
reduzieren  läßt.  Das  Stabilitätskriterium  für  die  durch  das  Integral 
dargestellte  Bewegung  ist  im  folgenden  Abschnitt  mitgeteilt. 


126  ^^'  Analytische  und  graphische  Methoden. 

VI.  Analytische  und  graphische  Methoden. 

§  34.    Die  Zusammengetzaiig  von  Schwingungen. 

Im  §  13  hatten  wir  den  Fall,  daß  sich  zwei  Schwingungen 
kombinierten  oder  übereinanderlagerten  zu  einer  resultierenden 
Schwingung. 

Kombinierte  Schwingungen  spielen  bei  den  später  zu  behan- 
delnden verwickelten  Seh wingungs Vorgängen  eine  wichtige  Rolle. 
Deshalb  soll  die  mathematische  Theorie  der  Zusammensetzung  von 
Schwingungen  zunächst  im  Zusammenhang  entwickelt  werden. 

Wir  wissen,  daß  eine  einzelne  Schwingung  einer  gegebenen 
Periode  T  sich  darstellen  läßt  in  Form 

(1)  X  =  Acosoyt  +  Bäincot  , 

wo 

27t 

T 

ist.    Wir  wissen  auch,  daß  man  mit  Hilfe  des  Ansatzes 

(2) 


{A  =  pHind  , 
B  =  p  cos  ö 


für  Gleichung  (1)  schreiben  kann 

(3)  X  =  psm(a)t  -\-  d)  . 

Hier  ist  p  =  ^A^  +  B^  die  Amplitude  der  Schwingung  x  und 

^  =  axtcg         ihre    Phasenverschiebung,     T   die    Schwin- 

1 

gungsdauer  oder  Periode,  n  =  —  =  ^     die  Frequenz,  w  die 

Kreisfrequenz.    Wir  wollen  jetzt  mit  x  eine  zweite  Schwin- 
gung Xi  kombinieren.    Es  sei: 

(4)  Xi  =  pi  sin (coi  t  +  (\)  . 
Für  das  weitere  setzen  wir 


(5) 

dann  wird 


{(Ol  —  O)  =  zlö> 
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X  -{-  x^  =  psmayt  cos d  -\-  p  cosco  t  sin d 

+  pi  sin  (a>  t  +  J  CO  •  0  cos  (d  +  J  <J) 
+  Pi  cos(a><  +  '^ö>  •  t)sin{d  +  Jd) 

(6)  {  =  sin  o)  t{p  cos  d  +  Pi  cos (d  +  J ^)  cosJ co  •  t 

—  pi  s'n(^  +  ^^)  sinzJw  •/] 

+  coscü<[p  sin5  —  pi  cos(d  +  ^4d)  sin/Jco  «i 

+  Pi  sin(5  +  Ad)  coszlco  •  <]  . 
Setzen  wir  hier  die  Ausdrücke  in  den  eckigen  Klammem 

==PcosJ     bzw.      =P8inJ, 
so  stellt  sich  der  kombinierte  Vorgang  in  die  Form: 

(7)  x  +  Xi=-  P8m((ot  +  A)  , 


d.  h.  wir  haben  eine  Schwingimg  der  Periode  T  = 


2n 

(O 


bei  der 


sowohl  die  Amplitude  P,  als  auch  die  Phasenverschie- 
bung A  von  der  Zeit  t  abhängig  wird;  man  nennt  einen 
solchen  Schwingungs Vorgang  eine  Schwebung. 

Für  die  Amplitude  P  findet  man: 
(8)  p2  =  p8  +  pi  +  2ppiCoa(/id  —  Aco't)  . 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  P  zwischen  den  Werten  +(p  +  Pi)  und 

2   ' 
T,  _    n 

2'^  Ao)  • 

Man  nennt  T,  die  Schweb ungsdauer  der  Kombination,  deren 
Abhängigkeit  von  der  Schwingungsdauer  der  Einzelschwingungen 
T  und   Tj  sich  findet  zu: 


+  (P  —  Pi)  ^^^  ^^d  ^^r  schwankt  während  einer  Zeit 
(9) 


(10) 


T.= 


T-Ti 


Fig.  63  gibt  einen  Schwebungsvorgang  wieder.  Die  Schwebungs- 
dauer  Tg  wird  um  so  größer,  je  größer  T  und  T^  und  je  kleiner 
T—Ti  wird. 
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§  36.    Fonriersche  Reihen. 

1.  Wichtig  für  die  Technik  ist  der  Fall,  wenn  die  zu  kombi- 
nierenden Schwingungen  Frequenzen  haben,  die  sämtlich  ganz- 
zahlige Vielfache  einer  kleinsten  Frequenz  sind.  Eine  solche  Kom- 
bination drücken  wir  aus  durch  den  Ansatz: 

(1)  x  =  a^  +  yatBin(k(üt  +  dt)  .         (Jfc  =  1,  2,  3  .  .  . ) 

Entwickeln  wir  hier  die  Sinusfunktion,  so  können  wir  auch  mit 

(2)  At  =  ak Bind]t ,       Bu  =  au cosc)jt 
schreiben : 

(3)  a;  =  On  +  ^AjtCOBhcot  +^B&inh(ot  . 

k  k 

Eine  solche  Reihe  von  Winkelfunktionen  heißt  eine  Fouri er- 
sehe Reihe.  Die  Entwicklung  trägt  den  Namen  Fouriers, 
weU  dieser  Mathematiker  durch  sie  zuerst  Schwingungsvorgänge 
dargestellt  hat. 

Für  uns  liegt  ihre  Bedeutung  darin,  daß  wir  Methoden  be- 
sitzen, um  irgendwelche  Funktionen  f(x)  der  Periode  2  je,  die 
entweder  analytisch  oder  graphisch  innerhalb  des  Intervalles  2  n 
gegeben  sind,  durch  eine  solche  Reihe  auszudrücken.  Man  hat 
dann  die  Funktion  in  eine  Fouri  er  sehe  Reihe  entwickelt. 

2.  Wir  wollen  jetzt  die  Funktion  f(x)  in  eine  Fouri  ersehe 
Reihe  entwickeln,  etwa  der  Form 

(3a)  f{x)  =  Oq  +  ^AuGoahx  -f  ^Btsinta; . 

Über  die  Funktion  i{x)  setzen  wir  nur  voraus,  daß  sie  innerhalb 
des  Intervalles  2  n  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat 
und  daß  sie  nur  so  unendlich  wird,  daß 

if(x)  dx 

endlich  bleibt.  Es  sei  übrigens  bemerkt,  daß  alle  in  der  Technik 
vorkommenden  periodischen  Funktionen  diesen  Bedingungen  ohne 
weiteres  genügen. 

Wir  multiplizieren  jetzt  die  Gleichung  (3)  mit  cos  mx  dx  und 
integrieren  von  — n  bis  +;r.    Dann  erhalten  wir: 
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(4) 


if(x)  cosmxdx  =  aQJCosmxdx 


-7t 


-n 


+  -T 


■i-^At  Gos  k  X  cos  mxdx 


-71 

sin Ä;a; cosmxdx  . 


Da  m  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  so  verschwinden  auf  der  rechten 
Seite  zunächst  das  erste  Glied  und  femer  sämtliche  Glieder  mit 
Koeffizienten  B^,    Nämlich 

jcoamxdx       und       1  sink  x  cosmxdx 


jt 


-3t 


sind  unter  allen  Umständen  Null.   Von  den  Gliedern  mit  Koeffi- 
zienten Ajg  verschwinden  aber  sämtliche,  bei  denen  m^k  ist, 


+jt 


so  daß  nur  /  cosX;x  •  cosÄ;x(2x   übrigbleibt.    Dieses  Integral  hat 


-n 


aber  den  Wert  n ,  solange  i?  >  0 .    Die  Gleichung  (4)  reduziert 
sich  also  auf: 


+  JT 


(5)  /  /(x)  cosibx dx  =  nAi , 

womit  wird: 


—  31 


+  .-1 


(7) 


1  r 

Ak=       I  f{x)co9kxdx . 


-  n 


Setzen  wir  noch  %=    ^  ,  so  gilt  (6)  auch  noch  für  k  =  0. 

In    analoger    Weise   findet   man    durch    Multiplikation    mit 
sin  mxdt: 

+  3t 


(7) 


1  r 

Bt  =  —  /  f(x)  sinkxdx  , 


womit   die  Entwicklung  von  /(x)  in  eine  Fouri ersehe  Reihe 
geleistet  ist. 

Hort,  SchwingungBlehre.    2.  Aufl.  ^ 
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3.  Ist,  wie  häufig,  die  Funktion  f{x)  als  periodische  Zeitfunk- 

tion  der  Periode  T  durch  f{x)  =  f(cot)  mit  co  ==  — -   gegeben, 
so  wird  ihre,  Fouri  er  sehe  Entwicklung: 

T  T 

f(o)  0  =  "^  /  /(ö>0  ^^  +  ^.  m  c^s^  ^'^  ^  /  /(^ 0  cosm (0 1 dt 


(8) 


T  _  T 

t  2 

T 

4.     - 

2 


+    >^  —  sinmo>^  /  f{(x)t)wima)tdti. 

m  .1 


m  ^■ 


T 
2 


Sowohl  in  (3  a)  wie  in  (8)  kennzeichnet  sich  das  erste  Glied  als 
der  halbe  Inhalt  der  von  einem  ganz  periodischen  Kurvenstück 
von  f{x)^  der  Abszissenachse  und  den  Endordinaten  umschlos^ 
senen  Fläche. 

4.  Sind  die  beiden  Periodenhälften  der  Funktion  /  (eo  t)  spiegel)- 
symmetrisch  zur  ^Achse  im  Punkte  ^  =  0 ,  gilt  also 

(9)  /(ö>0  = -/ [«w (<  -  f )] . 

SO  hat  man  diese  Bedingung  in  den  Fouri  er  sehen  Ansatz  ein- 
zuführen : 

(10)  t[(o (t  -  i  T)]  =  y^At  cosico  U  -  -^j  +2'^* sin  ifc  o)  (^  ~  ^  . 

Hier  ist 

(T\  27t     T 

t  —      j  =  k  (0 1  —      -  k  -^  *=  k  0)  t  —  k  TT  , 

und  es  wird 

(11)  sinio)  u  — w)  ^  sin(—  kn  +  k(ot)  =  (  —  1)*  &ink(ot 
und  entsprechend 

(12)  cosiö)  (<  —  —  )=  (  — l)*co8jfco>i  . 

Demnach  wird: 

(13)  f[oj{t-  \T)]  =  {-l)k{y^Atcoska)t+^Bkmika}t)  . 
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Der  Klammerausdruok  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  nichts  an- 
deres als  /(co  t).  Damit  er  mit  dem  negativen  Vorzeichen  behaftet 
erscheint,  wie  es  nach  der  Bedingung  (9)  der  Fall  sein  muß,  so 
ist  k  nur  ungerade  zu  wählen. 

Femer  kann  man  die  Integrale  für  Ai^  imd  Bi^  aus  (8)  wie 
folgt  zerlegen 


At  = 


T 


0 


2 


J-/[«>(<-D]c08i«,(t-|) 


T 

\     2 


dt  +  lf(cot)  cos  kcot  dt 

0 


0  +2 

2\  r  r 

fp{  I  ~"/(^'^^)co8Ä;ro<d<  +  /  f((ot)  co&kcotdt 


T  T 

—  {  I  f(a)t)co&kcotdt  +  I  f{cot}GOBko) 


■f' 

0 


tdt\  , 


T 

"2 


-tJ' 


A]t=  ji^  I  f((ot)  cosife (otdt 


und  entsprechend 


T 

q 


^*  =  |/i 


für  *  =  1,  3,  5  . . . 


f  (cot)  sink  cot  dt  . 


0 


Es  genügt  also,  zur  Be- 
stimmung der  Fourierschen 
Koeffizienten  die  Integration 
über  eine  Periodenhälfte  zu 
erstrecken ;  die  geraden  Koeffi- 
zienten  verschwinden  dabei. 

Fig.  64  zeigt  eine  derartige 
ungerade  Kurve. 


Fig.  64.  Ungerade  unByinmetriBche  periodische 

Funktion. 

9* 
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5.  Ist  die  Funktion  f((ot)  zur  ^Achse  und  f((ot)  Achse  im 
Punkte  ^  =  0  symmetrisch,  so  daß  gilt 

so  ergibt    die  Zerlegung  von  Aj^ 


Ai 


ih- 


T 

i 


ij> 


T 
2 


(ot)cosko>tdt  -\-  ^  I  f{(ot)co&k(otdt 

0 


oder  nach  der  Umformung  des  Integrals  rechter  Hand  durch 

T 

—  t  =  '&  zwischen  den  Grenzen  — -  -  und  0 


imd 


A^  =  ^  I  f(a)&)coBk(o&df>  +  —    f{a)t)coskcotdt  =  0 

T  Ü 

kffCJt) 


-M> 


2 


T 


-U 


Bk  =  -^  I  t(o}t)  sinA  (ot  dt . 

0 


Eine  derartige  Funktion   ist 
in  Fig.  66  gezeichnet. 

Es  genügt  also  ebenfalls 
die  Integration  über  die  halbe 
Periode  und  alle  Kosinusbei- 
werte  kommen  in  Fortfall.         ^*-  "•   ""'^"'VS^.'"""  '*"'^'"'"' 


§  36.  Bechnerische  Analyse  von  graphisch  gegebenen 

Knrrenzägen. 

In  den  meisten  praktischen  Fällen  ist  die  Fmiktion  f{(ot) 
graphisch  gegeben,  z.  B.  diurch  das  Tangentialdruckdiagramm  einer 
Dampfmaschine.  Es  handelt  sich  dann  darum,  die  Koeffizienten  A 
und  B  graphisch  zu  finden.  Für  A^  ist  dies  leicht,  denn  A^  ist 
nichts  anderes  als  der  doppelte  Mittelwert  des  Kurvenzuges,  siehe 


2X- 
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Fig.  66.  Zur  Ermittlung  der  übrigen  Koeffizienten  A  und  B  gibt 
es  planimeterähnliche  Instrumente,  die  man  Integraphen  oder 
Analysatoren  nennt.  Indessen 
besitzen    wir    auch  bequeme  j^M^ß^ 

graphische  analytische  Ver- 
fahren, von  denen  im  folgen- 
den eines  mitgeteilt  sei.***) 

Wir  teilen  das  Perioden- 
intervall     2  71  =  360°       in 

Ä  AA       1-1       m  »1  J^8-  *••    Funktion  der  Periode  in. 

2  w  =  24  gleiche  Teile,   wo- 
durch wir  24  Werte  von  f{(ot)   erhalten,  die  wir  als   Ordinaten 
des  gegebenen  Kurvenzuges  ausmessen  können.    Wir  bezeichnen 
diese  Ordinatenwerte  mit 

U(a)t)  (v  =  0,  1,  2  .  .  .2m) 

und  es  ist  natürlich 

Femer  denken  wir  uns  die  Kurven  cosi  co  t  und  sini  cd  t  einge- 
zeichnet, deren  Ordinaten  wir  analog  mit  cos^ ^(co  t)  und  mi^k[(0 1) 
bezeichnen  wollen.  Diese  Ordinaten  entnehmen  wir  einer  trigono- 

2  Ji 

metrischen  Tafel,  indem  wir  bemerken,  daß  mit  (o  =  --=r    und 


T  ^ 
und 


V 

2m 


T 


COH^k  (Ot  =  OOBk 


&in«ka)t  =  sinÄ; 


2  7rr 
Ym 


2jrv 


ist.  Wir  brauchen  also  nur  die  Kosinus  und  Sinus  der  ganzzahligen 


Vielfachen  von 


271       360 


=  15°  aufzusuchen  und  in  der  nach- 


2m       24 
folgenden  Tabelle  zusammenzustellen. 

Mit  diesen  Kosinus-  resp.  Sinuswerten  sind  die  fy{co  <)-Werte 
zu  multiplizieren,  und  man  erhält: 

At  =  ^  2/.(w  t) .  co8(A V .  15)<> , 

m       y 


Bj,  =  ~y,fAco  t)  •  sin(ifc V .  15)»  . 
m   r 
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008  (ifev  15)0 


8in(ivl6)o 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 


+0,966 
+0,866 
+0,707 
+0,500 
+0,259 

0,000 
-0,259 
-0,500 
-0,707 
-0,866 
-0,966 
-1,000 
i -0,966 
-0,866 
-0,707 
-0,500 
-0,259 

0,000 
+0,259 
+0,500 
+0,707 
+0,866 
+0,966 
+  1,000 


+0,866 
+0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
-1,003 
-0,866 
-0,500 

0,000 
+0,500 
+0,866 
+  1,000 
+0,866 
+0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
-1,000 
-0,866 
-0,500 

0,000 
+0,500 
+0,866 
+1,000 


+0,707 
0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 
0,000 
+0,707 


+0,5 
-0,5 
-1,0 
-0,5 
+0,5 
+  1,0 
+0,5 


+  1,000  -0,5 


+0,707 

0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000 
+0,707 
+1,000 
+0,707 

0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000 
+0,707 
+1,000 


-1,0 
-0,5 
+0,5 
+  1,0 
+0,5 
-0,5 
-1,0 
-0,5 
+0,5 
+1,0 
+0,5 
-0,5 
-1,0 
-0,5 
+0,5 
+  1,0 


+0,259 
-0,866 
-0,707 
+0,500 
+0,966 

0,000 
-0,966 
-0,500 
+0,707 
+0,866 
-0,259 
-1,000 
-0,259 
+0,866 
+0,707 
-0,500 
-0,966 

0,000 
+0,966 
+0,500 
-0,707 
-0,866 
+0,259 
+1,000 


1 
2 
3 
4 
5 


+0,259 
+0,500 
+0,707 
+0,866 
+0,966 


6+1,000 


7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 


+0,966 
+0,866 
+0,707 
+0,500 
+0,259 

0,000 
-0,259 
-0,500 
-0,707 
-0,866 
-0,966 
-1,000 
-0,966 
-0,866 
-0,707 
-0,500 
-0,259 

0,000 


+0,500 
+0,866 
+  1,000 
+0,866 
+0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
-1,000 
-0,866 
-0,500 

0,000 
+0,500 
+0,866 
+  1,000 
+0,866 
+0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
-1,000 
-0,866 
-0,500 

0,000 


+0,707 
+  1,000 
+0,707 

0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000 
+0,707 
+  1,000 
+0,707 

0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000 
+0,707 
+1,000 
+0,707 

0,000 
-0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000| 


+0,866 
+0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 
+0,866 
+0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 
+0,866 
+0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 
+0,866 
+0,866 

0,0C0 
-0,866 
-0,866 

0,000 


+0,966 
+0,500 
-0,707 
-^0,866 
+0,259 
+  1,000 
+0,259 
-0,866 
-0,707 
+0,500 
+0,966 

0,000 
-0,966 
-0,500 
+0,707 
+0,866 
-0,259 
-1,000 
-0,259 
+0,866 
+0,707 
-0,500 
-0,966 

0,000 


Diese  Operation  sei  an  dem  in  Fig.  67  dargestellten  Tan- 
gentialdruckdiagramm  einer  Dampfmaschine  durchgeführt  für 
^  =  1  bis  7.  Die  /^  (co  f)  -  Werte  seien  gegeben  durch  folgende 
Tabelle : 


V 

fy(<Ot)    kg 

-4150 

V 

7 

fy(oyt)   kg 

ri 

II  r 

13 

fy(<Oi)    kg 

'   -4850 

V 

19 

fy(tOt)    kg 

1 

+2750 

+6800 

2 

-  300 

8 

1-   0 

14 

-2250 

20 

+4500 

3 

+3250 

9 

2650 

,  15 

+  650 

21 

+2300 

4 

+7000 

10 

-5200 

'  16 

+3850 

22 

+  250 

5 

+7450 

11 

-7700 

1  17 

+6400 

23 

-5150 

6 

+4300 

12 

-7400 

18 

+7600 

|24 

-7200 
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kg 

^7000 

+  5000 
+  ¥000 
+  3000 
+  2000 
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0 
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Fig.  67.    Zerlegang  einer  Kurve. 

Die  Durchrechniing  ergibt: 

Ai  =  +1685 
A^  =  -6425 


^3  =  -1175 
^4  =  -  783 
A^  =  -  163 
-4,  =  -  304 

A^  =  -  235 


5i  =  -  940 
B^  =  +1325 

Bz  =  -  87 
B^  =  -2410 
B^  =  -^  400 
B^  =  +  325 
^7  =  +  247 


Faßt  man  die  Sinus-  und  Kosinusglieder  jeder  Welle  zusammen, 
so  erhält  man  mit: 

folgende  Wellenamplituden: 

Pi  =  1930  ft  =  432 

p,  =  6560  p,  =  445 

ft  =  1180  P7  =  341 
p^  =  2580 
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und  mit:  tgdjg  = 

die  Phasenverschiebungen: 

^1-1190;     «,«2820;      «3  =  266«;      (54  =  198«;      Ö5  -  208<^; 

d«  =  3170;      «7=3160. 

Die  Analyse  der  Welle  liefert  also  die  ersten  7  Glieder: 

f{cot)  =  f(<p)  =  1930  sin  (9?  +  119«) 
+  65608in(29)  +  282«)  +  1180(sin39?  +  266») 
+  2530  sin  (4  9?  +  198«)  +    432  (sinS  97  +  208«) 
+    445  sin (6  q?  +  317 «)  +    341  (sin7  (p  +  3160)  . 

In  der  Fig.  67  sind  die  Wellen  Pi  und  p^  mit  I  und  11  bezeichnet, 
ihre  Resultierende  mit  B;  die  gegebene  Tangentialdruckkurve  ist 
f{cot);  man  erkennt,  daß  der  Einfluß  der  Welle  II  überwiegt. 
Die  zwischen  /(a>  t)  und  R  noch  bestehenden  Unterschiede  werden 
durch  Hinzimahme  der  höheren  Harmonischen  bis  p^  nahezu  aus- 
geglichen. 

%  37.    Yertahren  yon  Zipperer. 

Die  Ausführung  der  im  §  36  für  die  Berechnung  der  Koeff i 
zienten  A^  und  B^  gegebenen  Rechen  Vorschrift : 

-4*  =   —  ^  fvi^)  cos  Jfc V  , 

1 
Bk=  —  ^yfy{x)ümk  —  V 

1 

mit  Hilfe,  der  Tafel  verlangt  die  Multiplikation  der  /^(a;)- Werte 
mit  einer  beschränkten  Anzahl  von  Kosinus-  bzw.  Sinuswerten. 
Bei  der  gewählten  Tafelanordnung  mit  m  =  12,  erhält  man, 
abgesehen  vom  Vorzeichen  und  wenn  man  die  Werte  0  und  1 
fortläßt,  nur  fünf  verschiedene  Kosinus-  bzw.  Sinuszahlen,  mit 
denen  die  Multiplikation  auszuführen  ist,  nämlich: 

sin  75°  =  0,966 
sin  60°  =  0,866 
sin  45°  =  0,707 
sin  30°  =  0,500 
sin  15°  =  0,259 
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Demzufolge  sind  nur  10  m  =  120  Produkte 

8in     m 

zu  berechnen  und  das  Verfahren  besteht  in  erster  Linie  darin, 
aus  diesen  120  Produkten  für  jede^Welle  als  Index  k  die  zuge- 
hörigen Produkte  auszurechnen,  mit  rechtem  Vorzeichen  zu  ad- 
diereu  mid  durch  m  =  12  zu  teilen. 

Zu  diesem  Z^recke  tr^t  man  die  Produkte 

,  ,    ,C08,    JI 

sin     tn 

in  einer  Tabelle  (Fig.  68)  zusammen,  deren  Netz  möglichst 
genau   auf  starkes   Zeichenpapier  entworfen   ist.     Die  Tabelle 

enthält   also    alle,    mit    Be-  

rücksiohtigung  des  Vorzei- 
chens, möglichen  Produkte. 
Variiert  man  nun  k,  so 
heißt  daa  nichts  anderes, 
slsj  aas  diesen  Produkten 
eine  bestimmte  Anzahl  her- 
auszugreifen, die  in  der  Ta- 
belle nach  einer  periodischen 
Anordnung  verteilt  sind.  Die 
Periode  dieser  Anordnung 
wird  nun  fOr  jedes  k  durch  eine  Schablone  festgelegt,  die 
genau  auf  die  Tabelle  paßt,  und  in  deren  Ausschnitten  gerade 
die  Produkte 

, ,  ,cos     n 
f,(x)   .    k  -    V 
'        sm     m 

erscheinen,  deren  Addition  das  m-fache  der  gesuchten  Vorzahlen 
Ai  und  Bf.  liefert. 

Der  Bau  dieser  Schablonen  ist  bis  A  ^  12  in  den  Fig.  69  bis 
71  dat^^esteUt,  nach  denen  die  Anfertigung  für  den  praktischen 
Gebrauch  stattfinden  kann. 

Die  erste  Kolumne  der  Tabelle  enthält  die  /,.(ar)-Werte 
selbst. 
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B. 


I 


i 


*um'^^\'v>\^^f 


c:3S32ari3:ijEL 


f=f 


t=t 


tt 


4=f 


[jgyM»M«j 


kt<p>HpB8Wof  g  Ktf»gJ«f<?<Pyt<*gWpwr<<» 


C=] 


B. 


h«M«wl<ii»!*<^w|>4a«^ 


j|gj*4aiHw»!'<»>m«>H«l  "gl 


C=] 


B. 


^  I    |'M»l'«»l'a»h<wM»i*«»^<«il««»l«»^««»l««»1 1» 


A. 


»qwt^wrHMMH«»!  g  KJB>kJW»i<wr|»wf<w>Kw 


B. 


B 


Fig.  60.    Tafeln  zur  barmonlaohen  Analyse  periodischer  Kurven. 


§  37.    Verfahren  von  Zipperer. 
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B, 


=1=1 


B. 


■mm[im*mf<m-i0^tm*im  mutmtmr 


kMd<i»l»i»)'«»ii«»i'«i»  mmtmrummiAmHm 


•=^1 


B, 


c=F=' 


'=\=3 


A. 


B. 


*10^^m\'4m\'9m^'9at^'9B^^4iBiit^»^i'i^^m\4mHm 


Flg.  70.    Tafeln  xur  taarmoolschen  Analyse  porlodiMber  Kurven. 
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I         =      °      °      . 


r 

1= 


B, 


>t<^^.tf«»<ia».g^^y).^w^^  0  ^jm^ßt^-myqß^fimtV'^ 


C=J 


C=l 


cm 


czn 


A 


10 


bgto>wHgagk»yWiagi'«»i  g  hgayh»wf4»^HWi>t4«»K«w 


CZ3 


CZD 


B 


10 


*(«)Maw|'g«t*tfwW5wNiiBg^J^ 


C=J 


A 


11 


■EICIlÄaCESIEjKlESEIZSrnra^ 


f=' 


c=F 


=1 


tu 


'11 


»m<tmt0fV^'«it!Vt^\  «M  «»<  «»i|<»Ki1-(M< 


B 


II 


■^E:;E3En;E5 


EiEErsnxnK: 


flg.  71.    Tafeln  nur  hannODisehea  AAalyie  periodiBOber  Kuren. 


S  38.   Verfahren  von  Pichehnayer  und  v.  Sobratka. 
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§  38.  Yerfahren  yon  Piehelmayer  and  t.  Schrufka. 

Die  bisher  mitgeteilten  Verfahren  zur  Analyse  beruhen  auf 
der  Zerlegung  der  Wellen  in  Streifen  durch  vertikale  Parallelen. 

Man  kann  aber  auch  die  Zer- 
legung durch  horizontale  Par- 
allelen (zur  Zeitachse)  der  Ana- 
lyse zugrunde  legen. 

Ein  solches  Verfahren  haben 
Piehelmayer  und  v.  Schrut- 
ka*')  angegeben. 


«^ 


*^> 


>•♦ 


>:h 


•»o 


e 

I 

ä 

et 

4> 


I 

a 


00 


Die  Horizontalstreifenzerlegung  liefert  nach  Fig.  72  im  all- 
gemeinen Trapeze  als  Teilfiguren,  die  nach  Fig.  73  gekennzeichnet 
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sind  durch  ihre  Höhe  J  und  durch  die  Abszissen  ihrer.  Eckpunkte 

XJT,    AjI,    IXn^    V7l. 

Wir  legen  die  Fouri  er  sehen  Koeffizientengestalten 


(1) 


jt 


2  r 

-^k^    - 1  f{x)coßkxdx 

0 


= If 


f{x)&inkxdx 


0 


zugrunde,  die  auf  das  einzelne  Trapez  angewendet  zu  speziali- 
sieren sind,  wie  folgt: 

X  —  x^ 


(2) 


f(x)  =  ij  =  J    „ 


.,  .        .         vn  —  x 


J  im  Intervall  von  kjr  bis  Xn  , 

„  ,,     Xn  hiQ  ju  71  y 

„  „    jLin  bis  v.n  . 


Hiermit  ergibt  sich  für  Ak 


UJT 


r:x 


2  [■ 


' 


(3)  ^i  =  —  j  ii^co&kxdx  +       j  Jcoskxdx  -] j  i^coskxdx  , 


M^ 


M9K 


welcher  Ausdruck  nach  gehöriger  Auswertung  übergeht  in 


(4)< 


k^ 


(A  -  x)  Ji 


(coskX  TT  —  cos  kxTi) 


(V  —  //)  71 

imd  entsprechend  für  B^  liefert: 


—  (cosÄ;  V  :7r  —  coBkjn  7i) 


2J 

71 


{^){ 


1 


k^  \.(X  ■—  x)7i 


(mikXTi  —  Buikx7i) 


1 


(V  —  /i)  71 


{%mkv7i  —  sini/zji) 


2J 

J    7f 


Für  jeden  Streifen  sind  hiernach  die  Werte  Aje  und  B^  auszu- 
rechnen; die  Addition  für  alle  Streifen  liefert  dann  die  i;ten 
Harmonischen. 


) 


§  39.  Verfahren  von  Meurer. 
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Zur  Prüfung  des  Verfahrenß  werde  die  Welle 

(6)        i  =  sin»  +  0,212  sin3  x  —  0,212  cosSx  —  0,05  cos5  x 

graphisch  aufgetragen  und  dann  zerlegt. 

Die    Zerlegung   gibt    eine    Trapezeinteilung    nach    folgender 
Tabelle  (Fig.  72) : 


j 

Hn 

k.t 

ftn 

• 

I 

0^65 

vu- 

15« 

180« 

187^/, « 

n 

0,338 

15« 

25« 

168« 

180« 

III 

0,070 

25« 

27« 

152V, « 

164» 

IV 

0,002 

27« 

30« 

91« 

123« 

V 

0,230 

30« 

42« 

67« 

;     91« 

Dann  werden  die  Faktoren 


2J 


und  in  einer  Tabelle  zusammengestellt: 


imd 


1      2J 


r  —  /f  ji 


berechnet 


■ 

1       2J 

1       2J 

X  -  H     n 

y  -  ft    Ji 

I 

1,289 

1,289 

II 

1,238 

0,774 

III 

1,278 

0,222 

IV 

1,119 

0,105 

V 

0,699 

0,350 

Die  weitere  Auswertung  von  Äu  und  Bu  erfolgt  nach  Aufschlagen 
der  Sinus-  und  Kosinuswerte  mit  Hilfe  eines  Rechenschiebers. 
Das  Ergebnis  wird: 


1 


9 


-0,007   !  -0,191 
+0,990   1  +0,208 


-0,045 
+0,016 


-0,018 
+0,007 


+0,006 
-0,009 


Der  Vergleich  mit  den  Festwerten  der  Entwicklung  (6)  zeigt 
eine  befriedigende  Übereinstimmung. 


§  39.  Verfahren  von  Meurer. 

Ein  weiteres  Verfahren  zur  harmonischen  Analyse,  welches 
auf  der  Kurvenzerlegung  durch  Parallele  zur  Zeitachse  beruht, 
ist  von  Dipl.-Ing.  F.  Meurer^)  angegeben  worden. 
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Die  im  §  35  gewonnene  Gestalt  der  Fourierschen  Koeffi- 
zienten 


(1) 


A,^ 


> 


)  coskxdx 


~ji 


+  .-r 


-  ^-/ 


Bji  =  -  I  f(x)8mkxdx 


—  7t 


verändern  wir  durch  Zerlegung  der  bestimmten  Integrale  in  je 
zwei  Teile,  die  zwischen  den  Grenzen  —  n  und  0  bzw.  0  und  +  ^ 
genommen  sind.  In  den  erstgenannten  Integralen  wird  dann  die 
Variable  x  durch  {—x)  ersetzt,  wodurch  Integrale  zwischen  den 
Grenzen  n  und  0  entstehen.  Diese  Grenzen  werden  unter  Vor- 
zeichenwechsel des  Integrals  miteinander  vertauscht  und  wir  er- 
halten : 


(2) 


.T 


0 


^*  =       /  [/(^)  +  f{  —  x)]QO^kxdx  , 


1   r 

I  r/(^)    -  f(—x)]Hmkxdx  . 

0 


Das  Meurersche  Ver- 
fahren wird  besonders  ein- 
fach, wenn  es  auf  Kurven 
mit  symmetrischen  Halb- 
wellen   nach    Kg.  74    an- 
gewendet      wird,       deren 
Zerlegung   durch   horizon- 
tale Parallelen  periodische 
Kurven    ergibt,    die,    wie 
in  Fig.  75  gezeichnet,  an- 
genähert als  Rechtecke  be- 
trachtet   werden    können. 
Diese  Rechteckskurven  werden  harmonisch  analysiert.    Die 
Summe  der  so  gewonnenen  Harmonischen  der  Ordnung  i;  muß 
die  kte  Harmonische  der  ursprünglichen  Kurve  ergeben. 


Fig.  74.    Parallelstreif enzerlegtmg  nacti  Meurer- 


§  39.   Verfahren  von  Menrer. 
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Bei  symmetrischen  Wellen  nach  Fig.  74  fallen  die  Kosinus- 
glieder fort ;  die  Sinuskoeffizienten  der  Rechteckszerlegung  Fig.  75 
aber  werden,  da  f{x)  hier  gleich  -ßmax  ist: 

(l-m)?r 

Bt=  ^     [Bnmx—  {—Bjnt,^)]smkxdx  , 


(3) 


Bt  = 


2B 


max 


kn 


[co6Ä;7rm  —  cosä;j?(1  —  m)]  . 


flxh^nuLK 


Flg.  76.    Rechtecke  als  perlodiBche  Teilkurven. 


Schreibt  man  dies  in  der  Form 

{cosÄ;jiw(l  — -  cosÄTi)  —  sin  ^  Tim  sin  A;jr)  , 


(4)    B,=  ^^-' 


kn 

so  sieht  man,  daß  Bit  nur  für  imgerade  Werte  von  k  von  Null 
verschieden  sein  kann  und  den  Betrag  annimmt 


(5) 


4£ 


max 


kn 


cosik^im  . 


Die  Harmonische  B^^  ist  also  eine  Kosinusfunktion  von  nm, 
d.  h.  der  Lage  des  Teilrechteckes  gegenüber  dem  Koordinaten- 

71 

anfang.  Da  der  Bereich  von  nm  nur  von  0  bis  —  läuft,  so 
genügt  es,  wenn  die  Kosinuskurve  o/o^kTim  von  0  bis  -^aufge- 
tragen  werden,  wie  es  in  Fig.  76  geschehen  ist.  Hierbei  sind 
die  Amplituden  der  Kurven  bereits  mit  ^r-    multipliziert,    wie 

K  7t 

es  nach  Ansatz  (5)  erforderlich  ist;  aus  Baumgründen  ist  die 
I.  Harmonische  mit  Vi  ^^'^  Maßstabes  der  höheren  Harmonischen 
gezeichnet. 

Hort,  Schwinguogslelire.    2.  Anfl.  1^ 
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FIS-TS.  Die  HknnonlHhen  Beiwelt«  ein«  Kechteckea. 


ßlx 

Ifi  iJH 

\\ 

'-l'-~ 

\    ; 

U  Ofi 

^ 

H 

\\\ 

1     1 

V 

"     " 

■1'  , 

\  , 

I0i 

M\^4 

\\\  ;^ 

1 

- 

/  a 

-au 

\- 

flJS 

\ 

/ 

«, 

N 

I^™. 

Fig.  77  gibt  die  Be- 
nutzung dieses  Sche- 
mas der  Harmonischen 
zuBammen  mit  einem 
zu  analysierenden 

Viertel  wellenzug.  Die 
Anfangsordinaten  nnii 
der  Teikechtecke  be- 
stimmen auf  den  ge- 
zeichneten Kurven, 
z.  B.  der  £ten,  un- 
mittelbt^   die  Anteile 

coaknm:      ,. 

-7—   ,  die  aae  zur 
A: 

Aten  Harmonischen 
der  Geaamtrolle  bei- 
tragen. Hat,  wie  in 
der  Fig.  77,  eine  Zer- 
legung in  12  Rechtecke  statt- 
gefunden, so  liefert  eine  Sum- 
mation  der  12  auf  der  )tten 
Kurve  abgeschnittenen  Ordi- 
naten  die  fcte  Harmonische 


Bk 


"  n2      k 


Tig.TT.  AnMhruiiKd.HeiirenohenTethliieiu. 


Die  Verallgemeinerung  des 
Verfahrens  auf  unsymmetri- 
sche Halbwellen  ist  in  der 
Original  Veröffentlichung  von 
Mcurer  nachzusehen. 


I  40.  Yrrtahren  von  Bddkc- 
Emdo. 

Man  kann  fragen,  wie  groß 
der  Fehler  ist,  wenn  man 
eine       gegebene       periodische 
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Funktion  f{x)  durch  einen  Ausdruok  von  n  harmonischen  Funk- 
tionen von  X 

i^^J)  =  Aq  -\-  A1CO8X  -\-  AfCOB2x  -{-  -48COs3a;+  ...Af^cosnx 


i<P(^) 


+  B^  sinx  +  B2  sin2a;  + -ßn  shia; 

annähernd  darzustellen  sucht. 

Der  Fehler  J/y  in  jedem  Abszissenpunkte  Xv  =^  Xi,  a;2  . . .  x^n 
ist 

(2)  J/  =  U(x)  -  ifrix) , 

und  es  wird  eine  möglichst  genaue  Darstellung  von  fy{x)  erreicht, 
wenn  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Maximum  wird: 

2n  2n 

(3)  F  =^Afi  =2[/v(ic)  -  (pr(x)-\^  =  Minimum. 

1  1 

Nun  enthält  F  die  2  n  +  1  Unbekannten  Aq  , , .  B^y  zu  deren 
Bestimmung  die  Minimalbedingung  (3)  die  2n+  l-61eichimgen 

dF  ***  n 

^-^  =  2^Bmkv  -  UM  -  9P,(a:)]  =  0, 


ÖF 


1 

2n 


l  Ä?  =  0,  1,  2,  3  . . .  n 


j^  «  22cos*r  ~r/v(a:)  -  9>,(a;)]  =  0 


liefert. 

Aus  diesen  Gleichungen  bestimmen  sich  die  Koeffizienten  in 
der  früheren  Form: 

1  1 

2fi 

Bi  =  —  ^yL(x)Bmk  —  . 

n^^  n 

1 

Unsere  Koeffizienten,  deren  Form  oben  auf  anderem  Wege 
gewonnen  wurde,  geben  also  auch  zugleich  eine  möglichst  gute 
Annäherung  an  die  zu  analysierende  Funktion. 

Wählt  man  2  n=  12,  so  ergibt  sich  nach  Bunge-Emde^^) 
ein  sehr  einfaches  Rechenschema,  welches  darauf  beruht,  daß 
die  Winkelfunktionen 


cos,       71 
.     KV 

sm       n 


10* 
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für  n  =  6 ,  abgesehen  von  0  und  1  und  ohne  Bücksicht  auf  das 
Vorzeichen,  nur  die  Werte  cos  60°  und  cos  30°  annehmen  können. 
Man  schreibt  die  12  Werte  y^  =  f{x^)  (v  =  1,  2  . . .   2  n)  in 
folgender  Weise  hin: 

Vi    y%    vz    Va    2/6    y^ 
yiz    yn  yio  y%    y%    v? 


Summe 


Differenz 


Vii 


Vi       f«       V.       Vm      v*       v- 


«1     «a     ^     «4     ^5 


und  bildet  die  Summen  v^  .,,  v^  und  Differenzen  Ug  . . .  t^g  über- 
einander stehender  Werte. 

Dann  schreibt  man  die  Größen  Vq  •  •  •  ^e  ihrerseits  in  ähnlicher 
Weise  hin: 


^6 

Vs 

Summe 

«0 

«1 

H 

«a 

Differenz 

1       «^0 

^1 

dt 

Diese  Größen  8  und  d  sind  nun  die  Bausteine,  aus  denen  die 

Koeffizienten   Aj^  nach  geeigneter  Multiplikation  mit   Qo^kv- 
und  Summierung  gewonnen  werden.  "* 

Zimächst  ist 

^0  =  -^'i^y^  =  i^f  K  +  ^1  •  •  -Ve)  =  iV(«o  +  «!+««  +  «3)  • 


Femer  wird 


2n 


Für  die  übrigen  Koeffizienten  A^  . , .  A^  gilt  folgende,  leicht 
zu  verifizierende  Rechen vorschrif t : 


coeO^      X  ; 

1 

*0 

«1 

do 

«0 

-«a 

^0 

-d. 

cos  30°    X 

d. 

cos  60°    X 

1 

* 

d. 

-*. 

«1 

Summe 

I 

II 

I           II 

I 

II 

I 

l 

II 

I  +  II 

12^0 

6^1 

6^, 

6^, 

I-TI 

12 

1 

A, 

6. 

^. 

6. 

^4 

§  41.    Analysator  nach  Heniici. 
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Für  die  ^-Koeffizienten  geht  man  von  den  oben  erhaltenen 
Differenzen  Uj^  . . .  u^  aus,  die  man  wie  folgt  hinschreibt : 


Summe 


Differenz 


ä. 


woran  sich  das  endgültige  Schema  schließt: 


ßinSO^     X 

«»i 

BinöO**     X 

''i 

^ 

,    »2 

sin  90°     X 

<'3 

1 

«'i 

Ö3 

Summe 

I 

!     n 

I 

II 

I 

II 

I  +  II 

QB, 

6Bs 

6B, 

I       II 

6B, 

6B, 

§  41.  Analysator  nach  Henrich 

Wir  wollen  jetzt  etwas  verallgemeinernd  uns  eine  Funktion 
f{x)  der  Periode  2  c  (Fig.  78)  in  eine  sowohl  nach  Kosinus-  wie 
nach  Sinusfunktionen  fortschreitende  Reihe  entwickelt  denken: 


00 


(1) 


f(x)  =  Oq  -^^(AnCOBfix  +  Bf^sinnx)  . 


Wiederum  schla- 
gen wir  das  Ver- 
fahren der  Multi- 
plikation mit 
cosmxdx  bzw. 
sinm  X  dx  ein  und 
erhalten  nach  In- 
tegration zwischen 
0  und  2  c: 


Fig.  78.    Kurve  beliebiger  PeriodengrOße. 
2c 


(2) 


-i/' 


jr 


An=  —  I  f{x)co&n-  xdx  , 

0 


2c 


■  -  \l 


B«  = 


jr 


/(a;)sinn—  xdx  . 
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welche  Formeln  auch  noch  für  n  =  0  gelten,  falls  man : 

2.C 


2       2cJ' 


00=«-  =  s^  /  m  dx 

0 

setzt.    Damit  ist  die  Beihenentwicklmig  (1)  festgelegt. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  Koeffizienten 

An  und  Bn .   Man  nennt  diese  Aufgabe  harmonische  Analyse  der 

Funktion  f(x).   Man  kann  nun  diese  in  Gleichung  (2)  genannten 

Integrale  mit  Hilfe  gewisser  mechanischer  Verfahren,  zu  denen 

dasjenige  des  Henrici -Coradischen  Analysators  gehört,   be- 
stimmen *^o). 

Zunächst  werden  beide  Integrale  durch  partielle  Integration 
umgeformt : 


fix)  —  sm  —  X 
nn        c 


2c  2e 

!  717t: 

xdf(x) 


l  f  c     .    nji 
—      /  —  sm  -  - 
cj  nn        c 


(2a)       A=i 

c 

Ö  0 

oder,  da  der  Wert  der  eckigen  Klammer  verschwindet: 

20 

(2  b)  An  =  -—fein  —  xdnx) 

nnj  c 


und  analog: 


0 
2c 


(2c)  B„  =  +—ico&-''xdHx). 

nnJ  c 

0 

Für  die  Ausführung  dieser  Integrationen  ist  der  genannte  Analy- 
sator eingerichtet. 

Ein  Rahmen  BB  (Fig.  79)  wird  von  drei  Rollen  EE  und  D 
getragen  und  so  auf  die  Ebene  xy  gesetzt,  daß  die  Achse  EE 
parallel  zur  a;-Achse  steht.  Der  Rahmen  kann  dann  nur  parallel 
der  y-Achse  verschoben  werden. 

Auf  dem  Rahmen  sitzt  parallel  zur  a;- Achse  verschieblich  der 
Wagen  TT,  der  den  Fahrtstift  F  trägt.  Wird  der  Fahrtstift  an  einer 
zu  analysierenden  Kurve  entlang  geführt,  so  verschiebt  sich  der 
Wagen  W  proportional  dx,  der  Rahmen  B  proportional  dy.  Die 
Bewegung  des  Wagens,  die  durch  Anschläge  auf  einen  Bereich  2  c 
beschränkt  ist,  wird  mittels  eines  Silberdrahtes  durch  RoUenüber- 
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tragung  zur  Scheibe  U  geleitet.  Die  Übertragung  ist  so  eingerichtet, 
daß  sich  H  nmal  mit  seiner  senkrechten  Spindel  8  dreht,  wenn 
der  Wagen  einmal  die  Basis  2  c  durchläuft. 

Fest  mit  der  Spindel  verbunden  ist  der  Integrierapparat 
KLMNf  der  durch  einen  etwa  quadratischen  Rahmen  gebildet 
wird,  in  welchem  zwei  Meßrädchen  R^R^  zueinander  achsen- 
senkrecht gelagert  sind.    Der  Integrierapparat  dreht  sich  also 

TT 

um  den  Winkel  d  =  n^   x  um  die  Achse  S,  wenn  der  Wagen 

c 

die  Strecke  x  durchläuft. 

Die  Bewegung  des  Rahmens  überträgt  sich  proportional 
dy  =  df{x)  auf  eine  zylindrische  Scheibe  C ,  die  auf  der  Achse 
EE  befestigt  ist,  und  wird  von  hier  durch  eine  Glaskugel  ö  weiter 
geleitet,  die  sich  auf  E  stützt  und  innerhalb  des  Integrierapparates 
so  gelagert  ist,  daß  sie  von  den  beiden  Meßrädchen  R^  und  R^ 
in  zwei  Punkten  ihres  größten  Horizontalkreises  berührt  wird. 

Die  Kugel  G  dreht  sich  vermöge  der  Reibung  mit  C  stets  um 
ihren   zur  a;-Achse   parallelen   Durchmesser,   und   zwar  propor- 


Fig.  79.    Bauart  des  Analysators  von  Heurlci-Coradi. 

tional  dy.  Diese  Bewegung  überträgt  sich  auf  die  beiden  Meß- 
rädchen jRj  und  R^i  und  zwar  nach  Maßgabe  der  Drehung  ^  des 
Integrierapparates.    Wie  aus  der  Fig.  79  unmittelbar  ersichtlich, 

nn  TT 

dreht  sich   Ri  proportional  sin        x*  dy  und    R^    proportional 
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C08  ^  X  •  dy.    Durchläuft 

der  FahrtBtift  die  ganze 
Kurve,  so  sind  die  Meß- 
rädchen-Ablesungen  a,  und 
Oj  proportional  mit: 

ie 
(3)  /sin     ^     -dy 

bzw.  mit: 
'   d.  h.  es  ist; 


3 


=  Pa/co8-      -dy. 


»   wo  Pi  und  pj  von  den  Ab- 
""   messmigeii  des  Instnnneii- 
tes    abhängige    KonHtanU- 
sind.    Wir  haben  also: 


(6) 


«Tip, 


Da  nun  am  Instrument ;»( 
und  pj  so  gewählt  sind, 
daß  gilt: 

(   p,  .1 1  , 

^'» 
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so  hat  man  .unmittelbar: 


(8) 


A   -""' 


Bn- 


«2 

n 


Trägt  das  Instrument  ?i  =  1 ,  2 ,  3  und  so  fort  mehrere  Inte- 
grierapparate, so  kann  man  mit  einer  einzigen  Umfahrung  der 


Figur  sämtliche  Koeffizienten  A  und  B  bestimmen,  bis  auf 


Ao 


welches  als  Höhe  des  mit  der  Kurvenfläche  inhaltgleichen  Recht- 
eckes durch  ein  Planimeter  bestimmt  wird.  Einen  Apparat  dieser 
Art  zeigt  Fig.  80"). 


§    42.  Analysator  nach  Mader. 

£inen  sehr  einfachen  Analysator  hat  Mader^^)  angegeben,  der 
gestattet,  imter  Zuhilfenahme  eines  Planimeters  recht  genaue 
Analysen  zu  gewinnen. 

In  Fig.  81  ist  das  Instrument  dargestellt.  Es  besteht  aus 
einem  Wagen  W,  der  einerseits  den  Winkelhebel  SKF,  anderer- 


Fig.  81.    Baimrt  des  Analysators  nach  Mader. 

seits  eine  Zahnstange  Z,  die  mit  den  Zähnen  eines  Rades  D  im 
Eingriff  steht,  trägt. 
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Der  Wagen  wird  so  auf  das  Zeichenpapier  gesetzt,  daß  sein 
Schenkel  K  parallel  zur  Basis  a  der  zu  analysierenden  Kurve 
steht. 

Der  Fahrstift  F  des  Winkelhebels  wird  in  den  Anfangspunkt 
der  Basis  gesetzt ;  der  Hebel  steht  durch  die  Bolle  8  dauernd  in 
Berührung  mit  einem  Ansatz  der  Zahnstange  Z,  so  daß  die  Ver- 
schiebung der  Zahnstange  und  der  Rolle  8  relativ  zum  Wagen 
und  senkrecht  zur  Ba^is  a  gleich  werden. 

Die  Scheibe  D  trägt  zwei  punktförmige  Vertiefungen  Pc  und 

TZ  T 

Pg  im  Abstand  r  vom  Scheibenmittelpunkt  D  und  um  auf 

der  Kreisperipherie  2  nr  voneinander  entfernt. 

Wir  wählen  den  Anfangspunkt  der  Basis  a  als  Anfangspunkt 
eines  Koordinatensystems  xy,  in  welchem  der  Scheibenmittel- 
punkt die  Koordinaten 

(1)  xjy^—b,     VD^+g 

habe. 

Dabei  sei  die  Anfangsstellung  der  Scheibe  D  so,  daß  die 
Koordinaten  der  Punkte  P«  und  P,  folgende  Werte  erhalten: 


{Xo0  — 
a?o.  = 


—  (b  +  r)  ;       yo$  =  +9  • 


Der  Fahrstift  steht  im  Anfangspunkt  der  Basis. 

Lassen  wir  nun  den  Fahrstift  F  auf  der  zu  analysierenden 
Kurve  bis  zum  Punkte  x,  y  =  f{x)  wandern,  so  wird  die  Hori- 
zontalverschiebung von  F  gleich  a:,  die  Vertikalverschiebung  von 

8  und  damit  die  Verschiebung  der  Zahnstange  gleich  x  -    ,  wenn    l 

m 

und  m  die  Schenkellängen  des  Winkels  FK8  bedeuten. 

Hat  das  mit  D  verbundene,  mit  Z  im  Eingriff  stehende 
Zahnrad  den  Teilkreisradius  -B,  so  dreht  sich  die  Scheibe  D  um 
den  Winkel 

(3)  ß^""^ 

mR 

und  die  Koordinaten  der  Punkte  P«  inid  P,  werden: 

=  — Z  -f  rsin^  ;  y^=^  g  +  yf(x)  +y  +  rcosß  ; 


(4)       . 

{l  -I-  rcosß)  ;       y,  =  (7  +  V'i^)   t-  y  +  rsinß  . 
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Hier  ist  tp{x)  die  Projektion  des  vom  Fahrstift  relativ  zum 
Wagen  beschriebenen  Weges  auf  die  ^-Achse. 

Läßt  man  jetzt  F  die  ganze  Kurve  und  die  Basis  zu  deren  An- 
fangspunkt zurück  durchlaufen,  so  beschreiben  Pe  und  P«  geschlos- 
sene Kurven,  deren  Flächeninhalt  gegeben  ist  durch 

(5)  Fc-^(£yedxc,       F,^(py,dx, 

wo  die  (b  geschlossene  Integrationen  bedeuten. 

Setzt  man  hier  zunächst  bei  Fe  die  Werte  für  Xe  und  pc  aiis  (4) 
ein,  so  ergibt  sich: 

(6)  F,  =  S{g  +  ip{x)  +  y  +  rco8ß)d(-  b  +  rsmß)  . 

Führen  wir  hier  den  Ansatz  (3)  ein  und  zerlegen  wir  die  geschlos- 
sene Integration  in  die  Integration  von  o;  =  0  über  die  Kurve 
hiß  x  =  a  und  von  da  über  die  Basis  zurück  bis  o;  =  0,  so  wird 

a 


(7) 


0 
0 


+  - 


^|((^+V'(a:)  +  r8in-£l)sin-^-^c^x 

a 

rl    11  xl  \        xl 

= -^-^(pigr  + t/;(a;) +  rsin'     jcjsn — -dx 

Em  J   \  mR/       mR 


a 


0 

Hier  verschwindet  aber  das  erste  geschlossene  Litegral,  weü 
sein  Integrand  nur  von  x  abhängig  ist  und  zu  seinen  Anfangswerten 
zurückkehrt,  und  es  wird 


a 


0 

Setzt  man  hier 

(9)  ^  =  ^2^*=         ^  =  '^*^' 
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SO  wird 

(10)  F,  =  ^^  (Hx)amh  —  xdx. 

a  J  a 

Hier  ist  aber  auf  der  rechten  Seite  das  bestitiiiiite  Integral 
nichts  anderes,  als  der  Koeffizient  A^  der  Fourierschen  Ent- 
wicklung der  Funktion  f  {x)  mit  der  PeiioJe  a  und  en  wird  also: 

(11)  A.-.'/^. 

In  entsprechender  Weise  ergibt  sich  für  den  Flächeninhalt  F,: 

(12)  F,  =  ^'^  jHx)coiik^''xdx 
und  danaeh  der  Koeffizient  B/, 

(13)    .  ■B.-l4^ 


Fig.  82.    Oesamtanotdnung  aa  Aiwlynton  DMh  IStOei. 

Wählt  man  also  in  (9)  für  jedes  ganzzahlige  k  —  1,  2,  3,  ...  den 

entsprechenden  Zahnradradius  Ä*  =  —  - — ;  ,  ao  erhalt  man  die 
m  23tk 

gesuchten  Fourier- Werte  nach  Ermittlung  der  Flächen  F^  und 
F,  mit  Hilfe  eines  gewöhnlichen  Planimeters,  dessen  Fahrstift  in 
den  Punkten  P,  und  P,  eingesetzt  wird.  Fig.  82  zeigt  die  Ge- 
samtanordnung des  Maderschen  Instrumentes. 
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§  43.  Yektorielle  Behandlnng  yon  Schwingongsvorgängeii. 

I.  Der  bisher  allein  geübten  Behandlung  und  Darstellung  von 
SchwingungsvorgSoigen  in  rechtwinkligen  Koordinaten  (Abszissen 
=  Zeit,  Ordinaten  =  Funktionswert  =  Schwingungsweite)  stellen 
wir  jetzt  die  Behandlung  in  Polarkoordinaten  gegenüber,  wobei 
die  Zeit  als  Winkel  oder  Amplitude,  der  Funktions-  oder 
Momentanwert  als  Radiusvektor  erscheint.  Eine  volle  Periode 
entspricht  einem  ganzen  einmaligen  Umlauf  des  Radiusvektors. 

So  stellt  in  Fig.  83  der  gezeichnete 
Kreisdurchmesser  die  Stromwelle 

(1)  i  =  J&incDt 

vor,  während  in  Fig.  84  der  Durchmesser 
die  Welle 

(2)  {«Jcosco^ 
liefert. 

In   entsprechender  Weise   ergibt   der 
Durchmesser  in  Fig.  85  die  Welle 

(3)  i  =  JBm{cot  +  ß). 

Alle  diese  Wellen  sind  offenbar  bestimmt  durch  Angabe  der 
Lage  des  Durchmessers  des  jeweiligen  Kreises,  dessen  Radius  mit 
dem  Maximalwert  der  Welle  identisch  ist. 


Fig.  83.    Sinus -Welle. 


t^/9J 


Fig.  84.    Kosinus -Welle. 


Fig.  86.    Welle  mit  Pliasenverschiebung. 


In  den  drei  Figuren  83  bis  85  haben  die  Kreise  alle  gleichen 
Durchmesser;  sie  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Winkel,  den 
diese  mit  der  horizontalen  Anfangsrichtung  einschließen,  d.  h. 
durch  die  Phase  der  zugehörigen  Welle. 

Auf  diese  Weise  kommt  man  dazu,  zu  sagen,  daß  wir  eine  vek- 
torielle  Darstellung  für  die  einfachen  Wellen  gewonnen  haben. 
Dabei  sind  die  Radien  der  Kreise  die  Absolutwerte  der  Vektoren. 
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Die  Welle 

i  =  Jsin(ce>*  +  ß) 

zerfällt  durch  Entwicklung  des  Kosinus  in  zwei  Teilwellen 

(4)  .  i  =  Jamco  tcoBß  +  JooacDtsmß  . 

Hier  ist  die  erste  Teilwelle  offenbar  eine  solche,  wie  sie  in  Fig.  83 
dargestellt  ist,  mit  dem  Absolutwerte  Jcoßß.  Entsprechend 
stellt  sich  die  zweite  Teilwelle  unter  Kg.  84  mit  dem  Absolut- 
wert Jsinß. 

Demnach  setzt  sich  der  Vektor 

i=^JHm{cot  +  ß) 

aus  den   beiden  Vektoren  «/cos/? sin o>^  und  «7sin/3cosa>^,  die 

gegeneinander  die  Phase  -^  haben,  nach  der  Parallelogrammregel 

zusammen  (Fig.  86). 

Die  Parallelogrammregel  gilt  nun  ganz  allgemein  für  die  Zu- 
sammensetzung von  Wellenvektoren.  So  sind  z.  B.  in  Fig.  87 
die  Vektoren 

»1  =  Jiain(cDt  +  ßi)       und       ig  =  J^  sin  (ö>  <  +  ß^) 
zusam  mengesetzt . 


rstnO 


wTcos  /9 


Fig.  80.    ZiuammenfletsuDg  einer  Koeinus- 
und  einer  Sinns -Welle. 


Fig.  87.    PaiaUelogiainm-Ziuammen- 
rotsung  zweier  WeUenyelctoren. 


U.  Da  es  nun  umständlich  ist,  jeden  Vektor  stets  durch  seine 
beiden  einzelnen  Komponenten  zu  bezeichnen,  so  greift  man  zu 
einer  symbolischen  Darstellungsmethode,  indem  man  den  Vektor 
als  Summe  seiner  Komponenten  schreibt  mit  der  Maßgabe,  daß 
die  vertikale  Komponente  durch  ein  Zeichen  /  gegenüber  der 
Horizontalkomponente  herausgehoben  wird,  wodurch  zugleich 
angedeutet  werden  soll,  daß  die  Zusammensetzung  nach  der 
Parallelogrammregel  zu  erfolgen  hat. 
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Die  Welle  J8in(a>  t  -\-  ß)  mit  den  Komponenten  JcoBß  sinco  t 
und  J smß  coscDt  würde  man  also  vektoriell  schreiben: 


(5)  J  =  JcoQß  +  jJsmß  . 

Wir  bevorzugen  jetzt  für  die  Komponenten  die  kürzere  Schreib- 
weise 

Jco&ß  ~  a 

jQmß  =  b 


(6) 


I 


und  heben  die  Vektoreigenschaft  von  J  durch  Verwendung  eines 
Erakturbuchstabens  hervor: 

(7)  3  =  a  +  ^-6. 

Über  das  Zeichen  j  wissen  wir  bisher  nach  der  obigen  Defini- 
tion nur,  daß  es  eine  Drehung  der  mit  ihm  behafteten  Strecke  b 

um  den   Winkel    ^    gegenüber  der  nicht  mit  ihm   behafteten 

Strecke  a  im  Gegenzeigersinne  bedeutet. 

Multiplizieren  wir  jetzt  den  Vektor  3  mit  ;,  so  würde  ein 

Vektor  erscheinen,  der  gegenüber  3  um  -    im  Gegenzeigersinne 
gedreht  ist.    Wir  erhalten: 

(8)  ^3 -?«  +  ?*&. 

Nach  der  Fig.  88  hat   aber   73  ^'^ 
Komponenten  —b  und  /a.    Es  ist  also 

(9)  y3  =  ~6  +  /a, 

was  nur  dann  aus  (8)  folgen  kann,  wenn    -^ 

(10)  ;2  =  -l 

angenommen  wird. 

Mit    dieser    Bedingung    (10)    wird    7 
allen  den  Rechenregeln  unterworfen,  die  für  die  Benutzung  der 
imaginären  Einheit 

(11)  »=f^ 

gelten  und  wir  entschließen  uns  geradezu 

(12)  ]  =  i~\ 

zu  setzen. 


Fig.  88.  Drehimg  des  Vektors  3 

um  den  Winkel  -  . 
z 
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Drehen  wir  den  Vektor  7*3  durch  nochmalige  Multiplikation 
mit  j  weiter  um     -  im  Gegenzeigersinne,  so  findet  sich: 

(13)  y«3«-3  =  -a-»6, 

d.  h.  ein  Vektor  der  gegenüber  3  um  den  Winkel  ti    im  Gegen- 
sinne gedreht  ist. 

in.  Die  Zusammensetzung  Zweier  Vektoren 

, j4)  f   Si  =  «1  +  7  61      «nd 

ergibt 

(15)  3  =  3i  +  3t  =-  («1  +  «2)  +  i(bi  +  b,) 

entsprechend  der  Parallelogrammkonstruktion. 

Die  Multiplikation  der  beiden  Vektoren  3i  ^^^d  32  liefert 

(16)  3  =  3i  •  32  =  («1  «2  -  *i  62)  +  7*(«i  f>2+(h  h)  . 

IV.  Da  der  Absolutwert  J  des  Vektors  3  die  Größe  hat 

(17)  J=y^^ft2^ 
so  kann  man  schreiben 

(18)  2  =  Jj+iJj. 

a  b 

mit  y  =  Gosq)       und        --.  =  siny^ 

findet  sich  hieraus 

(19)  3  =  J(cos99  +  jsinqj)  =  Je*^  , 

womit  wir  die  Exponentialdarstellung  des  Vektors  3  ge- 
wonnen haben. 

Die  Multiplikation   zweier  Vektoren   gibt   unter    Benutzung 
dieser  Darstellung 

(20)  3  =  3i32=«^i«^2e*^^*^^'^ 

V.  Die  Differentiation  einer  Welle 

3  =  Jsin(fo<  +  //) 
nach  der  Zeit  liefert 

ß  =Ja)coa(mt  +  ß) 
dt 


=  J ö> sin  1      +  (i)t  +  fi]  . 
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Der    Differentialquotient     ,^   ist  alßo  wieder  ein   Vektor,    der 

gegenüber  ^  einen  mit  co  multiplizierten  Absolutwert  und  eine 

um    g.   (im  Gegenzeigersinne)  vergrößerte  Amplitude  aufweist. 

Demnach  gilt  für  die  Differentiation  eines  Vektors  3  die 
Regel 

(21)  f  =  ?'-3. 

Diese  Regel  läßt  sich  auch  geometrisch  ableiten.    Nach  Fig.  89 

entspricht  dem  Zeitdifferential  d  t  das  Vektor- 

differential  /\^ 

d^  steht  auf  ^  senkrecht,  muß  also  gegenüber  ^'  ^ 

^  mit  ]  multipliziert  erscheinen: 

(22)  d^^joy^dt  ^  i»'ig.  a».    zur  Dlfferen- 

j.        ,.        T>        1  ^  i_L  tiatlon  de«  Vektor»  3. 

woraus  die  obige  Regel  folgt. 

Durch  Urakehrung  ergibt  sich  die  Integration  nach  der  2feit : 

VI.  Die  bisherigen  Festsetzungen  zeigen  sich  besonders  nütz- 
lich bei  der  Behandlung  von  Wechselströmen,  d.  h.  der  statio- 
nären Lösung  der  im  §  15  imtersuchten  Differentialgleichung 

(24)  L^~  +  Wi  +  \U^^  =  asincü«  . 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wechselspannung  kennzeichnet 
sich  nach  unseren  Festsetzungen  als  Vektor 

(25)  @  =  asina>^ 

und  wir  wissen,  daß  die  stationäre  Lösung  ein  Wechselstrom 
t  =  sin(a>< -f  e)  derselben  Frequenz  wird,  der  also  seinerseits 
die  Vektoreigenschaft  besitzt. 

Bezeichnen  wir  ihn  demgemäß  mit  t  =  ^ ,  so  wird 

dt-  dt-^'^^' 
jidt^jo^di^-^j^^. 

Hort,  Sohwliiffniigslehre.    2.  Aufl.  H 


(23)  f^dt  =  -: 


162  VI.  Analytische  und  graphische  Methoden. 

Damit  schreibt  sich  aber  die  Differentialgleichung: 

(27)  ?ö>3L  +  3TF-;-^-=g, 
woraus  sich  nunmehr  3  ohne  weiteres  berechnet: 

(28)  3=  ^ 


_  ,    ./     ^         1  \       coWC  +  j(co»LG-l)  • 

Nach  den  oben  gegebenen  Regeln  ist  dies  ein  Vektor,  der  hinter 
dem  Vektor  6  um  den  Winkel  der  Phasenverschiebung  <p 

(o^LC-  1 


(29)  tg(p  = 


(oWC 


nacheilt,  während  sich  sein  Absolutwert  aus  demjenigen  von  ® 

durch  Multiplikation  mit 

(30)  ^  _JoC__^_ 

ergibt. 

Durch  diese  Festsetzungen,  insbesondere  durch  Ansatz  (28) 
wird  die  Darstellung  des  Verlaufes  stationärer  Wechselströme  in 
eine  dem  Ohmschen  Gesetz  analoge  Form  gebracht,  indem  man 
die  Wechselspannung  nur  durch  den  allgemeinen  Wider- 
standsoperator 

,  =  W+j{coL--l-). 

zu  dividieren  braucht,  der  die  Wirkung  von  Ohmschen  Wider- 
stand W,  Selbstinduktion  L  und  Kapazität  C  zusammenfaßt. 
Die  weitere  Auswertung  liefern  dann  die  Rechenregeln  der  sym- 
bolischen oder  komplexen  Darstellung. 

Es  sei  noch  angemerkt,  daß  sich  der  Gesamtwiderstands- 
operator 5  mehrerer  parallel  geschalteter  Stromkreise  sich 
aus  deren  Widerstandsoperatoren  j^  nach  der  Regel  ergibt: 

während  sich  bei  in  Reihe  geschalteten  Operatoren  der 
Gesamtoperator  als  ihre  Summe  findet: 
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%  44.  Totale  Diiferetftialglelehimgen  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  bisher  verwendeten  Differentialgleichungen  waren 
immer  vom  zweiten  Grade,  entweder  mit  oder  ohne  Stö- 
rungsfunktionen. Die  letzteren  waren  ebenfalls  einfach,  in- 
dem es  sich  immer  um  einfache  Sinus-  oder  Kosinusfunktionen 
handelte. 

Die  komplizierteren  Schwingungsprobleme  der  Technik  machen 
nun  auch  die  Anwendung  von  Differentialgleichungen  höheren 
Grades  erforderlich,  deren  Theorie  im  folgenden  aUgemein  ent- 
wickelt werden  soll,  um  später  darauf  Bezug  nehmen  zu  können. 

Vorerst  behandeln  wir  die  totale  Differentialgleichung  nten 
Grades  mit  konstanten  Koeffizienten  ohne  Störungsfunktion. 
Die  Differentialgleichung  laute: 

,,,  cP^x   .        d^'^x   ,  ,  dx   , 

Analog  unseren  früheren  Erfahrungen  mit  der  entsprechenden 
Gleichung  zweiten  Grades  versuchen  wir  der  Gleichung  (1)  zu 
genügen  durch  die  Exponentialfunktion 

(2)  a;  =  e^^ 

Nach  Ausführung  der  erforderlichen  Differentiationen  und  nach 
Einführung  in  (1)  erhalten  wir  eine  Gleichung  nten  Grades  für  k 

(3)  X^  +  ai  A»-i  +  .  .  .  +  an-i  A  +  On  =  0  .      . 

Diese  ganze  algebraische  Funktion  von  X  hat  n  Wurzeln, 
die  wir  mit 

;ii     (t  =  1  ,  2  ,  3  .  .  .  n) 

bezeichnen.  Jedes  ^  hefert  ein  partikuläres  Integral  der 
Gleichung  (1);  das  allgemeine  Integral  setzt  sich  mit  Hilfe 
von  n  willkürlichen  Konstanten 

^i     (»  =  1  ,  2  ,  3  .  .  .  71) 
zusammen,  wie  folgt: 

(4)  X  =  HAi  e^'< , 

unter  der  Voraussetzung,  daß  alle  Xi  von  einander  verschieden  sind. 
Mit  diesem  Ansatz  ist  die  Integration  der  Gleichung  (1)  formal 
erledigt.  Die  Ermittlung  der  Werte  ^  läßt  sich  auch  immer 
durchführen;  für  Gleichungen  von  höherem  als  dem  vierten 
Grade  durch  Approximationsmethoden  ^*). 

11* 
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Da  die  Gleichung  (4)  einen  wirklichen  Vorgang  darstellen  soll, 
so  muß  gefordert  werden,  daß  kein  Glied  der  Gleichung  un- 
endlich groß  werden  kann.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  von 
den  reellen  Wurzeln  X  keine  positiv  wird,  und  wenn 
die  komplexen  Wurzeln  nur  negative  reelle  Anteile 
haben. 

Damit  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  müssen  die  Koeffi- 
zienten a»  gewisse  Eigenschaften  haben.  Es  war  eine  Aufgabe 
der  Mathematik,  diese  Eigenschaften  festzustellen,  eine  Aufgabe, 
die  von  Hurwitz**)  gelöst  ist.  Wir  wollen  auf  eine  Wiedergabe 
der  Hurwitzschen  Entwicklungen  verzichten  imd  hier  nur  das 
Resultat  angeben. 

1.  Alle  Chi  müssen  ^  0  sein. 

2.  Man  bilde  sämtliche  Determinanten  folgender  Form 

I   »lOs^ Ö2A-1 

Al=      0    0^03 «21-3 

,  a-x+2  •  •  •  «A 

indem  man  A.=  1 ,  2,  B  ...  nimmt  und  alle  a,. ,  bei  denen  v  <  0 
wird,  gleich  Null  setzt. 
Dann  müssen 

^1  ,  ^2 »  ^»  •  •  •  ^n 
positiv  sein. 

Für  n  =  2  hat  man  folgende  Ungleichungen : 


«1  >  0  ,      o,  >  0  , 

Für  n  =3: 

«i>0,      a,>0,      a^>0 


a^O 


=  «l  ^2  >  0  . 


1    Og 


«l  «2  —  ^  >  Ö  . 


1  a^O 
0^1  03 


=  «8  (ai  Oj  —  Oj,)  >  0 


usw. 
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§  45.   Ditferentialgleiehimgen  mit  konstanten  Koeffizienten  und 

Störnnggfnnktion. 

Wir  betrachten  jetzt  unsere  Differentialgleichung  (1)  §  44 
erneut  unter  der  Voraussetzung,  daß  eine  Störungsfunktion  vor- 
handen sei,  die  nur  die  Zeit  t  enthalte.   Wir  setzen  demnach  an: 

d'^x  d'^'^x  dx 

<'^        d<-+°' dr^  + •••  +  «-->  d7  +  "-''"'^')- 

Dieser  Gleichung  suchen  wir  dadurch  zu  genügen,  daß  wir  in 
dem  allgemeinen  Integral 

(2)  x  =  l^Ai  c^'« 

wo  alle  ki  verschieden  seien,  die  Koeffizienten  Ai  als  unbekannte 
Funktionen  der  Zeit  ansehen.  Wir  wollen  diese  n  unbekannten 
Funktionen  so  bestimmen,  daß  sie  der  einzigen  Gleichung  (1) 
genügen.  Daher  dürfen  wir  für  die  Ai(n—l)  weitere  Gleichungen 
beliebig  verschieben. 

Zunächst  führen  wir  die  sukzessiven  Differentiationen  aus: 

(3)  x'  =  ZAi  Xi  e^'<  +  2*^;.  e^^  . 

Hier  setzen  wir  die  zweite  Summe  gleich  Null,  womit  wir  die 
erste  der  zur  Bestimmung  der  Ai  fehlenden  (n  —  1)  Gleichungen 
gewonnen  haben,    x'  reduziert  sich  also  auf 

(4)  x'^^IAiiie^*'  , 
Wir  differenzieren  weiter  und  erhalten 

(5)  x''  =  ZAi  X}  e^**  +  SA'i  k  e^'«  . 

Wieder  setzen  wir  die  zweite  Summe  gleich  Null  und  finden 
schließlich,  indem  wir  analog  fortfahren 

(6)  ic(»-0  =  2XA?"'c^''  +  -2f^;>lrV'' , 
wo  wieder 

IA\Xr^^^  =  0 
zu  setzen  ist. 

Wir  haben  also  bis  jetzt  die  Differentialquotienten 

t  =  n 

(7)  arW  =^^i  Af  e^"  (i  =  1  .  .  .  w  -  1) 
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und  n  —  1  Bedingungsgleichungen  für  die  Ai 

(8)  2^A'iXi-^e^^*  =  0  (k^l  .,.n-l) 

gefunden.    Eine  nochmalige  Differentiation  liefert: 

(9)  afi")  =  2Ai  A?  e^'«  +  2'Ai  A?  'W*^  . 

Führen  wir  nun  die  Gleichungen  (2),  (7),  (9)  in  Gleichung  (1)  ein, 
so  wird: 


(10) 


i=l  U  =  n-1  9 


/(O. 


Hier  verschwindet  aber  das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  iden- 
tisch, da  ja  jedes  U  die  Gleichung  befriedigt: 

(11)  A*»  +  a^  i"-*  +  .  .  .  +  a«  _  1 A  +  «n  =  0  , 
wodurch  sich  (10)  reduziert  auf: 

(12)  2'^JA?-'e^^  =  /(0  . 

Diese  Gleichung  bildet  aber  mit  den  n  —  1  Gleichungen  (8)  ein 
System,  welches  zur  Berechnung  der  A'i  hinreicht.  Die  Ai  er- 
geben sich  dabei  als  Funktionen  von  /(i),  Xi  und  e^**  etwa  in 
der  Form 

(13)  A\^^i{M.  e^'S  /(O), 

oder  in  Determinantenform,  die  sich  aus  den  Gleichungen  (8) 
und  (12)  leicht  ergibt«»): 

1       1 /(O 1       " 

1  ^       ••.•Ai_|UA|^j...    A^  ' 


(13») 


!^''-4/ 


r .~  1  ~ 

>i« 


1    1 


. .  1 


3»  -  1  1n-l  311-1  2n-l 

Aj  A2  .    .    .     A^  A^ 


Multipliziert  man  hier  oben  und  unten  mit  X^  ^  . 
erhält  man  den  Quotienten  der  Determinanten: 


.  An,  so 


und 
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12  12  12        52  12    , 

Aj  A^     •    •    •     '^i  —  1  '^1  +  1     •    •    •     "'ti 

I  5« ;«  ;«      1«  52 

■    Aj  A2    «    .    •     A,_|  Aj'^  I     .    .    .     A^ 


t«t     1 


Ai   Ajj     •    •    •    A>j     ••••.•«■    An 


I 


-  J(A") 


12  12  12  12 

Ai  Ao     •    •    ■     Ag     •••••■.«     A|. 

1«    1«                     1//  1« 

Af  A2     •    •    •     A|- A„ 

also  (bis  auf  das  Vorzeichen,  welches  positiv  wft'd,  wenn  i  un- 
gerade und  negativ,  wenn  i  gerade  ist): 

(13b)  ^'_+^'('l")/W 

woraus  sich  die  Ai  selber  als  Zeitfunktionen  finden  durch  Inte- 
gration: 

(14)  Ai^Ci+f0idt, 

wo  die  d  willkürliche  Konstante  sind. 

Demnach  schreibt  sich  das  allgemeine  Integral  von  (1): 

(15)  X  ^2^Ci^*^  +  Ye^^^f^idt  . 

Durch  Vergleichung  mit  unseren  früheren  Erfahrungen  ergibt 
sich  wieder,  daß  das  erste  Ghed  die  freien  Schwingungen,  das 
zweite  die  erzwungenen  Schwingungen  darstellt. 

Ist  nun  f(t)  eine  Summe  von  periodischen  Funktionen,  deren 

einzelne  sich  stets  in  die  Gestalt  aef*^  {ji  komplex  oder  imaginär) 

'bringen  läßt,  so  wird  der  dieser  entsprechende  Anteil  von  Ai'^ 

und  somit  der  ganze  zu  a  e" '  gehörende  Betrag  von  x 

<'*)  "  =  J(X-)  2'  JiT^-K) ' 

woraus  sich  ergibt,  daß  der  erzwungene  Teil  der  Lösung  nur 
Perioden  der  störenden  Funktionen  aufweisen  kann. 
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§  46.   Allgemeines  Terfahren 
zur  Behandlung  der  kleinen  Sehwingungen. 

Bereits  in  den  Paragraphen  33  und  34  waren  Bewegungs- 
vorgänge, die  sich  als  kleine  Schwingungen  kennzeichneten,  auf 
gewisse  Differentialgleichungssysteme  mit  unveranderUchen  Vor- 
zahlen zurückgeführt  worden. 

Das  dort  zugrunde  liegende  Verfahren  kann  nun  ganz  all- 
gemein auf  physikalische  Vorgänge  ausgedehnt  werden,  die  durch 
Differentialgleichungen  beschrieben  werden.  Die  physikalische 
Natur  der  in  die  Gleichungen  eingehenden  abhängigen  Veränder- 
lichen unterUegt  dabei  keinen  irgendwelchen  Beschränkungen. 

Im  allgemeinen  werden  außer  den  Veränderlichen,  die  wir 
mit  Xj,  a;2  •  •  •  ^n  bezeichnen,  auch  deren  erste  und  zweite  Diffe- 
rentialquotienten nach  der  Zeit  in  die  Gleichungen  eingehen; 
höhere  Differentialquotienten  in  den  Ausgangsansätzen  zu  be- 
rücksichtigen, liegt  im  allgemeinen  in  der  Physik  kein  Anlaß  vor. 

Es  sei  also  zur  Ermittlung  des  zeitlichen  Verlaufes  der  n  ab- 
hängigen Veränderlichen  «1,  «j  .  .  .  x^  ein  System  von  Differential- 
gleichungen, auf  Grund  von  physikaüschen  (mechanischen,  elek- 
trischen, thermodynamischen  usw.)  Überlegungen  aufgestellt.  Zur 
vollständigen  Ermittlung  alier  n  veränderUchen  Größen  müssen 
es  n  Gleichungen  sein: 

/  dx,      d^X,  dx^      d^^  dx^     f^\^f(t) 

^n^'    dt'  dt^  '''''  di'   dt^'  ''-'''''  dt' ~dt^l^'^^^' 


(1) 


/       d^    d«xi         dx^    d^  dxn    d^\_ 

^*r'   dt  '  dt^  '^'   dt  '   dt^  '•••'^'•'   dt'  deW"^"^'' 


Die  Vorzahlen  der  einzelnen  Glieder  in  diesen  Gleichungen 
setzen  wir  sämtlich  als  unveränderlich  voraus.  Nehmen  wir 
weiter  die  Störungsfunktionen  /^  (t)  .  .  .  /„  {t)  vorläufig  als  ver- 
schwindend an,  so  haben  wir  in  dem  Gleichungssystem 

(2)  <Pj  =  0  .  .  .  <P,  =  0 

die  freien  oder  Eigenschwingungen  des  Systems  vor  ims. 
Zunächst  ermitteln  wir  die  Gleichgewichts-  oder  Buhe- 
lage  des  Systems,  in  welcher 
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(3) 


dxi 
dt 

dx^ 

dt 

dt 

und 

dt^ 

d^x^ 
dt^ 

'"  dt^ 

=  0 


zu  setzen  sind. 

Dann  kann  das  System 

*i(a:i,      0,      0.  .  .x«,      0,      0)  =  0  , 


(4) 


^„(a;^ ,      0,      O...Xn,      0,      0)  =  0 

nach  x^  .  .  .  a;„  aufgelöst  werden,  gegebenenfalls  mit  einer  zeich- 
nerischen oder  rechnerischen  Annäherungsmethode.  Jedenfalls 
sei  das  Wertsystem 

Xy     •     .    .    Xf^ 

das  Auflösungsergebnis. 

Nun  untersuchen  wir  die  kleinen  Schwingungen  des  Systems 
um  diesen  Gleichgewichtszustand.  Die  als  klein  zu  be- 
trachtenden Abweichungen  der  einzelnen  Systemkoordinaten 
Xi  .  , ,  x^  von  der  Gleichgewichtslage  bezeichnen  wir  mit 
ii  '  '  -  ^n  ^^^  setzen  demnach: 

a?i  =  3?j  +  f  j  .  .  .  aj,i  ^  ic^  -f-  f  n 
in  das  Gleichungssystem  (1)  ein: 


*i(ii  +  fi, 


(5) 


dt   '      rf^«   ■  •  •  ^»^  "^  ^-  '      dt 


dt^l       "' 


*. 


(ii  +  fi  » 


dt  '      d«   •••^'•^^"'      dt  '     d?!"^' 


Hier  entwickeln  wir  die  Funktionen  0i  nach  dem  Taylorschen 
Lehrsatz  und  finden 

d0i  e^i  dB,       d0i  d^St 

*.(i,.  0. 0. .  ..„.  0, 0)  +  ^^ .  I,  +  ^  -A  +  ._^  J 


(6)< 


e^i 


>    ^  z."  S"  ~r  ^i  z./ 


e^idU    ,     ^*t(Pfn 


a;. 


n 


cx;,  dt  "*"  öi;'  d<2 


0 


(»  ==  1 ,  2  .  .  .  n) 
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Hier  verschwinden  die  ersten  Glieder  wegen  (4)  und  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  bei  den  anderen  Gliedern  sind  un- 
veränderliche Größen.  Das  Gleichungssystem  (6)  zieht  sich  also 
zusammen  auf 


^      dx'k    dt        dxjf  dV 

(t  =  1 ,  2  .  .  .  w) 
oder  mit  den  Abkürzungen: 

<^'  ex,^'''''       ^=^*^       ^^^*' 

auf 


(*  =  1,  2  .  .  .  n) 

Dies  ist  ein  System  von  n  simultanen  Differentialgleichungen 
zweiten  Grades  mit  festen  Vorzahlen  für  die  n  abhängigen  Ver- 
änderlichen f  t  (ik  =  1 ,  2  ...  n) . 

Zur  Integration  kann  man  entweder  so  verfahren,  daß  man 
aus  den  n  Gleichungen  n  —  1  Veränderliche  aussondert,  so  daß 
nur  eine  einzige  Differentialgleichung,  etwa  für  ^^  ,  übrigbleibt. 
Diese  ist  von  höherem  Grade  als  2,  etwa  m.  Im  allgemeinen, 
weim  in  dem  System  (9)  keine  von  den  Vorzahlen  a^j  ,  ß^^^ ,  y^ 
verschwindet,  ist  m  höchstens  =  2  n . 

Es  handelt  sich  also  um  die  Behandlung  der  Differential- 
gleichung mten  Grades  mit  unveränderlichen  Vorzeichen 

deren  Lösung  wir  bereits  im  §  43  entwickelt  haben. 

Andererseits  kann  man  auch  auf  die  Aussonderung  der  n  —  1 
Veränderlichen  verzichten  und  den  partikularen  Integralansatz 

(11)  h  =  Ate^'  (i=l,2...n), 
in  das  System  (9)  einführen.    Dann  erhält  man: 

(12)  ^kAjt(ait  +  Xß,,  +  k^  nt)  =  0 ,       i  =  1,  2, . . .  n 
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welches  System  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Vorzahlen  Ajg 
(ifc  =  1 ,  2  .  . .  n)  nur  dann  brauchbar  ist,  wenn  die  Vorzahlen - 
determinante  verschwindet,  d.h.  wenn  gilt: 

«11  +  ^ßi\  +  ^^yji  »     «12  +  i-ßii  +  ^Vi2 ' 

(13)     Ä21  +  i  Ai  +  ^«721 I  ==  ^W  =-  0 . 

i «n  +  A/?nn  +  AV„„   j 

Im  allgemeinen  liefert  das  Verachwinden  dieser  Determinante 
für  i.  eine  charakteristische  oder  Fundamentalgleichung  vom 
Grade  m  =2»,  die  mit  der  zur  Differentialgleichung  (10)  ge- 
hörigen und  im  §  44  besprochenen  Gleichung  (3)  natürlich  iden- 
tisch ist.  Jedenfalls  ergeben  sich  m  Wurzeln  Ay  (/  =  1,  2  .  . .  m) 
imd  somit,  nach  Einsetzen  der  Xj  in  die  Gleichung  (12)  m  Systeme 
von  Werten  der  Unbekannten 

9r    =^  (A  =  2,  3...  /i) 

^'^*      Aj^'        (7  =  1 ,  2  .  .  .  m) 

nach  deren  Ermittlung  die  m  Vorzahlen  -4yi  als  willkürliche 
Integrationskonstanten  übrigbleiben.  Mit  ihnen  setzt  sich  dann 
das  ganze  Lösungssystem  von  (9)  wie  folgt  zusammen: 


r* 


(14)        , 

(ifc  =  1 ,  2  .  .  .  w) 

mit  der  Maßgabe,  daß  9I^i  =9t2i  =  •  •  •  5fmi  =  1  zu  setzen  ist. 
Kehren  wir  nun  zu  dem  Ausgangssystem  (1)  mit  Störungs- 
funktionen  zurück,  so  wollen  wir  diese  vorerst  als  periodisch 
annehmen.  Dann  können  wir  die  einzelne  Störungsfunktion  als 
in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickelt  voraussetzen  und  also 
etwa  schreiben: 


oo 


(15)  U{t)  -2i ^<J «i^ (^> '  +  ßiJ^  (i  =  1,  2  .  .  .  n) 

1 

Hier  werden  die  ßiij  (j  =^  l,  2  ,  .  .  cx>)  die  ganzen  Zahlen 
1,  2,  3  .  .  .  cx>  bedeuten.  Sie  können  aber  auch  beliebige  andere 
Werte  aufweisen,  in  welchem  Falle  der  Ansatz  (15)  keine  Fou- 
riersche Reihe  darstellen  wird  und  die  Anzahl  seiner  Glieder 
endlich  sein  muß,  damit  die  Möglichkeit  der  Divergenz  aus- 
geschlossen bleibt.  Er  stellt  dann  (also  etwa  für  ;  =  1,  2  ...  2) 
eine  Übereinanderlagerung  einer  endlichen  Anzahl  von  Funk- 
tionen beliebiger  Perioden  dar. 
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Femer  kann  der  größeren  Allgemeinheit  halber  noch  auf  die 
Konstanz  der  Bei  werte  Pj  verzichtet  werden,  die  in  vielen  tech- 
nisch vorkommenden  Fällen  mit  einer  Exponentialgröße  mit 
negativem  Exponenten  multipliziert  sein  können,  so  daß  (15)  in 

die  Form  tritt: 

i 

(15a)  U{t)  ==^Pije-'iJ'smOMjt  +  ß,,)      (i  -  1,  2  ...  n) 

1 

Dann  stellt  (.15)  eine  permanente  störende  Kraft,   (I5a) 
eine  gedämpfte  störende  Kraft  dar. 

Das  Verfahren,  welches  den  zur  störenden  Kraft 

gehörenden  erzwungenen  Anteil  von  f<  liefert,  ist  ein  symbolisches 
und  sei  im  folgenden  ohne  Beweis  mitgeteilt  *•). 

Der  zu  benutzende  Symbolismus  beruht  zunächst  auf  der 
Schreibweise 

'  d/^x  d^-^x  dx 


dr    •     '  dt""-' "-'dt 


(16) 


(d^  d''-^  d  \ 


X 


=  (d^'  +  a^d''-^  +  .  .  .  +a^.id  +  an)x^F(d)x. 


Der  Differentialausdruck  nter  Ordnung  mit  unveränderlichen 
Beiwerten  von  x  (der  Operator)  wird  also  als  ganze  rationale 
Funktion  nten  Grades  F(d)  von  d  mit  x  multipliziert  geschrieben 
und  es  wird  auch  entsprechend  mit  ihm  gerechnet ;  nur  am  Ende 
der  Rechnung  geht  man  unter  Beachtung  der  Erklärung 

(17)  '  (6*)x  =  ^| 

wieder  zum  eigentlichen  Differentiabusdruck  über.  Mit  diesem 
Symbolismus  erhält  man  für  den  gesuchten  Anteil  der  erzwun- 
genen Schmngung  von  f * : 

Hier  ist  A(d)  die  durch  (13)  erklärte  Determinante  nach  Ein- 
führimg des  Operators  d  an  Stelle  von  A  imd  /^((J)  die  Unter- 
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determinante  des  ibten  Elementes  »ter  Zeile  genannter  Deter- 
minante, also  des  Elementes  «it  +  ßnd  -^  yn  d^. 

Nunmehr  setzt  man  in  (18)  den  Operator  I 


6—kj  +  f^iji-l, 

wodurch  die  Operation     V^>     unter   Anwendung    der   Rechen- 

regeln  für  komplexe  Größen  in  die  Gestalt  L^  +  J^t  V  —  1  gebracht 
werden  kann. 

Durch  Ausübung  dieser  Operation  an  Pije~^*J^&m(jLiijt  +  ßi^) 
kommt  dani)  Si  in  die  Form : 

(19)  f,  =  P,je-'iML,  +  M,—)mi{jUijt  +  ß,j) , 

womit  die  Aufgabe  auf  eine  einfache  Differentiation  zurück- 
geführt ist  und  die  erzwungene  Schwingung  sich  wieder  von  der 
gleichen  Periode  wie  die  störende  Ursache  erweist. 
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zweiter  Ordnung  mit  Störongsfunktion. 

Die  Lösung  der  im  §  13  behandelten  Differentialgleichung  mit 
Störungsfimktion  gestattet  noch  eine  Darstellung  in  der  Form 
eines  bestimmten  Litegrals^'). 

Wir  schreiben  die  Differentialgleichung  in  der  Form: 

d^x         dx 

b  c 

mit  den  Abkürzungen  —  =  2ß  ,        =  «*  wie  folgt: 

d^x  ^dx 

Dann  ist  zunächst  die  allgemeine  Lösung  der  homogenen  Glei- 
chung anzusetzen: 

(3)  x  =  Ae^^*  +  Bef'^^y 

wo  die  Werte  /i^  und  /^^  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 

(4)  ,tt«H-2/?^  +  «8=0 
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sind.   Setzt  man  ß  <  (X  voraus,  so  sind  die  Wurzeln  in  der  Form 
zu  schreiben: 


(5) 


s 


ß' 


Das  in  §  9  angegebene  Verfahren  zur  Ermittlung  des  allgemeinen 
Integrals  führt  zunächst  zur  Ansetzung  der  Größen  A  mid  B  als 
Zeitfunktionen  in  der  Form: 


(6) 


dA 
dt 


m 


(/"i  -  fh)  e'"'  ' 


dB 
dt 


fit) 


{fh  —  (h) «'"'  * 


Nach  Einführung  von  «.  —  m»  =  2 1 A  und 

e-"»'  =  c+'^'  (cosA  t  —  %  sin A  t) 
C-/1«  =  e+/^*(cosJl^  —  »sin^O 

leitet  sich  aus  (6)  ab: 


,  dA      dB 
(7)  "'_  +  **_. 

^^  dt  ^  dt 


f(t)    ....        (dA      dB\  . 
2A  '    \dt        dt/ 


+Me/itcoBX. 


Ersetzt  man  jetzt  A  +  B  durch  C^,  (^  —  B)  i  durch  C,  und 
führt  man  auch  in  dem  allgemeinen  Integral  (3)  statt  der  Expo- 
nential-  die  Winkelfunktionen  ein,  so  hat  man: 

(8)  x={A  +B)e-ß^coQlt  +  {A  —  B)%e  ^^^irvkt 

oder 

X  =  e-^^{G^Qo^Xt  +  C^%mXt)  . 

Durch  Ausführung  der  Integration  im  Ansatz  (7)  erhält  man: 


(«) 


c,  ^ 


^/' 


/(^)eAf8mAfdf  . 


t 

Ot-+~-Jf{S)efi^oosk^d^ 


und  damit  für  (8),  nach  Hinzufügung  des  allgemeinen  Integrals 

der  homogenen  Gleichung: 

t 

(10)  x=Cye-fitco»kt  +  Ci€-fi^8mXt  +  ^  ff{^)e--fi^^^-^hmX{t-^)dS 
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Diese  Lösung  enthält  scheinbar  drei  willkürliche  Integrationskon- 
stante  (7^ ,  C^,  t^.  Man  überzeugt  sich  jedoch  leicht,  daß  sie  sich  auf 
zwei  zurückführen  lassen,  wenn  man  Anfangsbedingungen  einführt : 

dx 

x=^Xq  ,      dt^  ^     für  <  =  <ü  . 

Dann  wird: 

C'i  ==    ,  -  [iBb(^  cosA  Iq  —  ß  sini  Iq)  —  Xq  sini  Iq]  , 


(11) 


X 


I  e^'« 

I  Cg  =    .  -  [xq  {ß  cosi  <o  +  ^  sinA  ^o)  +  a^  cos  A  (q]  • 


Diese  Konstanten  und  damit  der  Einfluß  der  Anfangsbedingungen 
verschwinden,  sobald  t^  =  —oo  genommen  wird,  sofern  also  der 
Anfang  der  Bewegung  sehr  weit  zurücküegt. 

liegt  der  Anfang  der  Bewegung  in  endlicher  Zeit,  so  verschwindet 
der  ]Binfluß  der  Anfangsbedingimgen  für  /  =  oo ,  also  wieder  nach 
Verlauf  sehr  langer  Zeit  vom  Beginn  der  Bewegung  ab  gerechnet. 

Im  Falle  dieses  Verschwindens  bleibt  also  nur  folgende  Be- 
wegung übrig: 

t 

(12)  a:  =  ^/'/(f)e-''«-«8mA(<-|)df . 

Nach  Duffing*^)  kann  man  eine  Untersuchung  der  Perio- 
dizitätseigenschaften  anstellen. 

Hat  /  (f )  die  Periode  t  ,  so  findet  sich  für  x  : 

mit  den  Abkürzungen: 

i   S=jf(t—u)e-f''BmXudu, 
(14)  « 

T 

0 

Da  8  und  8i  Funktionen  der  Periode  t  sind,  so  stellt  sich  (13)  eben- 
falls als  Funktion  der  Periode  t  dar.  Die  erzwungene  Schwingung  (12) 
geht  demnach  mit  der  Periode  der  Störungsfunktion  f{t)  vor  sich. 
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§  48.    Zeichnerische  und  rechnerische  Näherangsbehandlnng  der 

Schwingungsditferentialgleichung^^). 

Die  Schwingungsdifferentialgleichung,  wie  wir  sie 
bisher  behandelt  haben,  ist  ein  Sonderfall  der  allgemeinen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

d  Qs  dx 

(1)  Poi^>  t)  ^^2    +  ^1  (^>  *)   d7  +  ^2  (^»  t)x  +  P,  {X,  <)  =  0  . 

Sind  Pq,  Pi,  Pj  ^^ste  Vorzahlen  und  ist  P,  =  0,  so  haben  wir 
die  gewöhnliche  Gleichung  der  freien  Schwingungen,  ist  P3  da- 
gegen von  X  frei  und  nur  von  t,  speziell  periodisch,  abhängig, 
so  entsteht  die  Gleichung  erzwungener  Schwingungen,  welche  sich 
ebenso  wie  die  vorgenannte  vollständig  in  geschlossener  Form 
integrieren  und  untersuchen  läßt,  wie  wir  dies  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  ausgiebig  getan  haben. 

Die  allgemeineren  Fälle,  in  denen  P^,  P^,  Pj  von  x  oder  auch 
von  t  abhängig  oder  beides  sind,  lassen  sich  ebenfalls  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  in  allgemeinerer  Weise  diskutieren,  worüber  m 
einem  späteren  Abschnitt  zu  sprechen  sein  wird,  wobei  es  sich 
allerdings  um  Funktionen  und  Verfahren  handelt,  die  gegenüber 
den  bisher  benutzten  nicht  mehr  ganz  einfach  sind. 

Glücklicherweise  besitzen  wir  aber  einige  zeichnerische  und 
rechnerische  Näherungsverfahren,  welche  gestatten,  für 
jede  beliebige  Schwingungsdifferentialgleichung  spezielle  Lösungen 
für  vorgelegte  Anfangsbedingungen  mit  beliebiger  Genauig- 
keit herzustellen.  Ja,  wir  sind  sogar  nicht  einmal  an  die  Forui 
des  Ansatzes  (1)  gebunden,  sondern  wir  können  Jede  beliebige 
Differentialgleichimg  zweiter  Ordnung 

(d^x      dx  \ 

d^x 

nach  diesem  Verfahren  behandeln,  falls  sie  nur  nach    ,  ^  etwa 

in  der  Grestalt 

d^x  Idx  \ 

auflösbar  oder  wemi  der  zweite  Differentialquotient  x"  irgendwie 
graphisch  oder  tabellarisch  in  Abhängigkeit  von  x\  x,  t  ge- 
geben ist. 
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Die  Verfahren  teilen  sich  kurz  wie  folgt  ein: 

I.  Verfahren  mit  Hilfe  der  Krümmungskreise, 
n.  Verfahren  mit  Hilfe  der  Seilkurve, 
in.  Verfahren   mit   Hilfe   simultaner  Differentialglei- 
chungen. 

Die  Verfahren  I  und  II  liefern  verhältnismäßig  rasch  auf 
graphischem  Wege  einzelne  Lösungen,  die  man,  wenn  nötig, 
nachträglich  Hoch  genauer  machen  kann,  während  das  Ver- 
fahren in  rechnerisch  durchgeführt  etwas  mühsam  eine  aller- 
dings ziemlich  genaue  Einzellösung  gibt.  Man  kann  in.  mit 
gewissen  geometrischen  Vorstellungen  aus  der  K\irvenlehre  auch 
graphisch  gestalten,  was  aber  nur  dann  zweckmäßig  erscheint, 
wenn  man  gleichzeitig  eine  ganze  Schar  von  Integral  kurven 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  ermitteln  will. 

I.  Das  Verfahren  mit  dem  Krümmungskreis  knüpft  an  an 
die  Gestalt  (3)  der  vorgelegten  Differentialgleichung: 

d^x  (dx 

-ndt 


(3  a) 


dt 


8 


X 


.') 


und  an  die  ebenfalls  vorgelegten  Anfangsbedingungen: 
I  dt 


Xi  —  ajj  ; 


(4) 


dx 


Im  Zeitwegdiagramm  (Fig.  90) 
bestimmen  die  Anfangsbedin- 
gungen einen  Punkt  Pj  und 
eine  Richtung  durch  ihn^o). 
Nach  dem  Ansatz: 


wo 


^1 


f{l  +  xl^)^ 


X 


// 


Fig.  00.    Nftherimgalösung  mit  Hilfe  des 
Krümmungskreises . 


Xi'=(r(xi>  X,,  t) 

den  zweiten  Differentialquo- 
tienten der  Kurve  im  Punkte 
Pi  bedeutet,  ist  der  EJriim- 
mungsradius  q^  daselbst  festgelegt.  Man  zeichnet  den  Krüm- 
mungskreis auf  und  wählt  auf  seinem  Umfang  in  kleiner  Ent- 
Hort, Schwlngungslehre.    2.  Aufl.  12 
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fernung  von  P^  in  der  Fortschieitungsrichtimg  x[  den  Punkt  P^- 
Dieser  liefert  drei  neue  Werte  0:2»  ^2»  h»  ^®  *^8  der  Zeich- 
nung zu  entnehmen  sind,  und  damit  einen  neuen  Krüm- 
mungsradius ^2  ^ 

92-  — -^f 

X2 

mit 

In  dieser  Weise  wird  fortgefahren,  bis  genügend  viele  Punkte 
der  gesuchten  Integralkurve  bestimmt  sind.  Die  Entfernungen 
der  Punkte  P^  Pg  P3  .  .  . ,  auf  den  einzelnen  Kreisumfängen  ge- 
messen, wählt  man  praktisch  einander  gleich ;  ihre  absolute  Größe, 
durch  die  die  Genauigkeit  des  Ergebnisses  und  der  Zeitaufwand 
des  Verfahrens  naturgemäß  in  gegenläufigem  Sinne  beeinflußt 
werden,  bestimmt  man  am  besten  erfahrungsmäßig,  indem  man 
sich  an  einigen  hingezeichneten  Kmrven  von  der  Länge  derjenigen 
Strecken  überzeugt,  die  die  Krümmungskreise  mit  der  Kurve 
praktisch  gemein  haben. 

,  Variiert  man  für  festes  x^^ ,  i^  die  Richtung  xl ,  so  erhält  man 
eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Integral- 
kurven. Variiert  man  dann  auch  noch  etwa  Xi  bei  festgehal- 
tenem t^,  so  wird  die  Mannigfaltigkeit  zweifach  unendlich,  ent- 
sprechend dem  Satze,  daß  das  allgemeine  Integral  einer  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  zwei  willkürliche  Konstanten 
enthält.  Es  läßt  sich  beweisen,  daß  die  Variierung  von  ti,  die 
augenscheinlich  möglich  ist,  keine  weiteren  Integralkurven  liefern 
kann. 

Das  Verfahren  mit  dem  Krümmungskreis  hat  Prof.  E.  Meiss- 
ner*^) in  Zürich  durch  eine  zweckmäßige  Deutung  der  Variabein 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  abgeändert.  Er  deutet  die 
Punktkoordinaten  x,  t  als  Linienkoordinaten  p,  u  einer 
Geraden : 

(6)  g{u)  =  XCO8U  +  ysinu  —  p  =  0 , 

wo  die  laufende  Koordinate  a;  mit  der  Variabein  x  der  vorgelegten 
Differentialgleichung 

(7)  F(x'\  x\  x,i)=0, 
natürlich  nichts  zu  tun  hat. 
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Ist  p  als  Funktion  von  u  erklärt 

(8)  P  — p(w), 

so  liefert  (6)  durch  Yariierung  von  u  ein  Geradenbüschel, 
dessen  einhüllende  Kurve  E.  Meissner  die  Stützkurve  der 
Funktion  pi^u)  nennt.. 

Nach  den  Regeln  der  Differentialgeometrie  bestimmt 
sich  die  Gleichimg  der  Stützkurve  durch  Elimination  von  u 
aus  (6)  und 

dg{u) 


(9) 


du 


— ojsintt  +  yooBU  —  ;p''(w)  =  0 . 


Ansatz  (9)  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  auf  g(x)  senk- 
recht steht  und  auf  ihr  den  Berührungspunkt  P  mit  der  Stütz- 
kurve bestimmt;  sie  ist  also  Normale  zu  C ,  Sämtliche  Normalen 
zu  G  sind  aber  die  Tangenten  an  die  Evolute  C"  von  (7,  deren 
Normalen  die  Gleichung 

(10)  ^''(tt)  =  —  xcostt  —  yBinu  —  p'\u)  =  0 

haben.  Aus  der  Fig.  91  ergibt  sich  nun  unmittelbar  der  Krüm- 
mungsradius von  G: 

(11)  Qu'-viy)  +  v'»^ 

Auf  dieser  geome-  .  C' 

trischen  Überlegung 
beruht  die  Meissner- 
sche  graphische  Me- 
thode. Er  schreibt  die 
vorgelegte  "Differen- 
tialgleichung : 

\p{u),  tt)  =  0  \       ^^,,^^ 

und  deutet  die  Inte- 
gration als  Aufsuchen  ^^  ^^     ^^  neflnltJon  der  Sttttikarve 
der    Stützkurve  G  der  nach  B.  Meissner. 

gesuchten  Funktion  2>  =  ^(w)  . 

Hierzu  schreibt  man  zunächst  wieder 


(12) 


(13) 


P'»  —  9^(2>',  P,  «) 


12* 
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und  geht  von  den  Anfangsbedingungen 

aus.  Diese  bestimmen  die  Gerade  g^  und  ihre  Normale  gi.  Auf 
der  letzteren  bestimmt  sich  der  Krümmungsmittelpunkt  K^^ 
auf  der  Evolute  von  C  durch 

(14)  öl  =  Pi  +  pr, 

wo  nach  (13)  erklärt  ist: 

(15)  p'/=(p{piy  Pi,  ^i)  . 

Unter  Annahme  eines  kleinen  Zuwachses  Au  (Fig.  92)  für  Wj 
erhält  man  auf  dem  Umfang  des  Krümmungskreises  den  Punkt  P^ , 

damit  1*2  =  ^1  +  ^^>  ^^^  durch 
das  Lot  von  0  auf  K^^  ^2  ^^^  Ab- 
leitung pi  =  OOgund  P2  =  02^2- 
Demnach  läßt  pich  für  Pg  be- 
stimmen : 

(16)  P2=(r{pi,  P%>  u^) 
und 

(17)  Qi-=Pi  +  P2  . 


Fig.  02.    IntegrationBYerfahren  nach 
E.  Meissner. 


Um  den  Krümmungsmittelpunkt  K^  beschreibt  man  wieder 
ein  kleines  Kurvenstück 

und  kann  auf  diese  Weise  die  Konstruktion  fortsetzen,  bis  man 
ein  genügend  langes  Stück  der  Integralkurve  gewonnen  hat. 

Die  Stützkurvendiagramme  mit  ihren  Evoluten  haben  ein 
von  den  üblichen  Kurvendarstellungen  erheblich  abweichendes 
Aussehen  und  machen  oft  die  Umwandlung  in  rechtwinklige 
Koordinatendarstellung  p  =  a;,  u  =  t  notwendig. 

In  der  Fig.  93  ist  das  Stützkurvenbild  einer  gewöhnlichen 
gedämpften  Schwingung  gezeichnet;  die  Eigenschaft  kon- 
stanter Schwingungsdauer  kommt  dadurch  zum  Ausdruck, 
daß  die  Bögen  der  Evolute  eine  vom  Anfangspunkt  ausgehende 
gemeinsame  Tangente  haben.  Im  übrigen  stellt  Fig.  94  das 
gewöhnliche  Zeitwegdiagramm  der  Schwingung  dar,  dessen 
MaximalampUtuden  als  die  vom  Anfangspunkt  ausgehenden  Nor- 
malen der  Stützkurve  gewonnen  werden. 
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II.  Das  Verfahren  mit  der  Seilkurve'*)  beruht  darauf,  daß 
die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


Fig.  08.    Statzkurveiuchaabild  nach  E.  Meifiner. 

graphisch  integriert  Werden  kann,  wenn  man  cp  (t)  als  Belastungs- 
flache auffaßt,  zu  der  das  Seil  pol  ygon  nach  Fig.  95  zu  kon- 
struieren ist.  Dieses  Seilpolygon  ist  unmittelbar  eine  Integralkurve 

(19)  a;  =  Ci  +  Cg  <  +jdtjcp{t)  dt . 

Zur    Anwendung    auf 
die  vorgegebene  Diffe- 


rentialgleichung (3)      7^ 
d^x         Idx        \ 


flg.  04.    Zeitwegschaubild  ru  Fig.  08. 


betrachten  wir  die 
rechte  Seite  als  Bs- 
lastungsf  lache  über  der 
Abszisse  t. 

Diese  Belastungsfläche  ist  zwar  nicht,  wie  beim  Ansatz  (18) 
von  vornherein  gegeben,  sondern  sie  entsteht  erst  schrittweise 
bei  der  Durchführung  der  graphisch-rechnerischen  Lösimg. 
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Hierbei  möge  von  einer  spezieUen  Gestalt  für 


werden,  nämlidi  von 
i'x 


J«'  +  /(j:)  +  V(l). 


>'lg.  es.    SellkurvB  all  Inl«gialkurvo. 

Durch  die  Anfangsbedingung 

(22)  (  =  0;       x-x,,       ^^^-< 

wird  zunächst  während  des  Zeitintervalles  Jf  die  gesuchte  Inte- 

gmlkurve  angenähert  als  Gerade  x^^-^x^  nach  Fig.  96  festgelegt. 

Ferner  beatimmt  sich  aus  denselben  Anfangsbedingungen  mit 

(23)  <-;a;,'  +  /(a!.)  +  v'(0), 
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der  ebenfalls  wahrend  ^U 
als  geradlinig  anzunehmende 
Verlauf  des  ersten  Differen- 
tialquotienten : 

Die  Funktion  f(x)  ist,  da 
ja  Xi  ->  x^  bekannt  sind,  in 
ihrem  Verlauf  während  At 
mit  f{Xi)-*f{x^  anzuneh- 
men, und  da  fp  (t)  unmittel- 
bar graphisch  oder  rech- 
nerisch in  (21)  erklärt  sein 
muß,  so  ist  die  Funktion 
(p^lx'  +  f{x)  +  y}(t)  im 
Intervall  J  t  mit  q^^  -►  ^2 
genähert  gewonnen  und  mit 
ihrer  Hilfe  wird  der  Ver- 
lauf von  X  im  Intervall  At 
verbessert,  indem  man  ein  J^x^) 
Kräftedreieck  012  zeich- 
net, dessen  Strahl  Ol  pa- 
rallel zu  x^x^  und  dessen 
Kraftpfeil    1 2   gleich    dem 


Trapezinhalt  At 


<Pi  +  9^ 


ge- 


B 


ee 

a 


b» 
S 


wählt  wird.  Zum  Strahle 
0  2  zieht  man  dann  seine 
Parallele  durch  den  Schnitt 
der  fichwerpunktsordinate 
des  Trapezes  mit  x^x^,  die 
auf  der  Endordinate  des 
ersten  Zeitintervalles  den 
verbesserten  Wert  x^  ab- 
schneidet. Ebenso  liefert 
die  Richtung  von  0  2  die  verbesserte  Tangente  der  gesuchten 
Integralkurve  für  den  Anfang  des  zweiten  IntervaUes  At. 

Mit  diesen  verbesserten  Werten  für  a?2  und  sc^  verbessert  man 
noch  die  Funktionen  Xx'  f{x)  und  (p  für  das  nächste  Intervall 
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und  fährt  so  fort,   bis  ein  genügend  ausgedehntes   Stück  der 
Integralkurve  vorliegt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  L.  Gü  m  bei**)  eine  Reihe  wichtiger 
Schwingungsaufgaben  behandelt,  von  denen  die  Lösung  der 
Differentialgleichung 


(24) 


d^(X    ,   jdx 
at^  dt 


mit  der  Anfangsbedingung 


TT 


(X  = 


3  ' 


dx 
dt 


ü 


in  Fig.  97  dargestellt  sei. 

Beide  Verfahren,  sowohl  das  von  Meissner  wie  das  von 
Gümbel,  sind  praktisch  recht  gut  verwendbar;  das  von  Gümbel 
ist  wohl  auch  etwas  leichter  verständlich. 


— y --Sfe 


fmm'Ofil 


Fig.  97.    Ausgeführtes  Beispiel  nach  L.  Qttmbel. 


Die  erzielbare  Genauigkeit  dürfte  bei  beiden  dieselbe  sein 
und  sie  hängt  ab  von  der  Größe  des  gewählten  Intervalls. 

Im  einzelnen  erörtern  beide  Verfasser  noch  gewisse  Korrek- 
tionen, die  die  Ergebnisse  verbessern  sollen  und  bezüglich  deren 
auf  die  Originalarbeiten  zu  verweisen  ist, 

m.  Die  übrigen  Verfahren  beruhen  zunächst  auf  der  Er- 
setzung der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  ein 
System  von  zwei  simultanen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung. 

Die  Substitution: 

dx 
(25)  ^^  =  I 
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in  dem  AiiBatz  (20)  liefert: 

di  " 


(26) 


7'(f ,  X,  t)  . 


(25)  uud  (26)  sind  aber  ein  simultanes  System  von  Differential- 
gleichmigen  erster  Ordnung  für  die  Bestimmung  der  Veränder- 
lichen X  und  y  in  Abhängigkeit  von  t. 

Die  rechnerische  angenäherte  Integration  derartiger  Systeme 
knüpft  an  an  die  einzelne  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

dy 


(27) 


dx 


=  fiXy    y)  ' 


Nach  Runge®^)  findet  sich  folgende  Vorschrift  zur  ange- 
näherten Ermittlung  des  Zuwachses  k,  den  ein  angenommener 
Wert  yi  erfährt,  wenn  man  dem  zugehörigen  Wert  x^  den 
Zuwachs  h  erteilt. 

Zunächst  berechne  man: 

(28)  k,  =  f(x, ,  y,)  h 
daraus : 

(29)  h^t{x,+h,y^+k,)h. 

Dann  wiixl  der  gesuchte  Zuwachs  von  ^, : 

»i  "t"  "^ 


(30) 


k== 


Um  zu  prüfen,  was  dies  bedeutet,  so  nehmen  wir  au,  die  I'unk- 
tion  /  sei  von  y  frei;  dann  achreibt  sich:  i 


(31) 


A,  =  /(^i)  +  /(^i+*)  j 


Dies  ist  aber  der  Inhalt  des  in  Fig.  98  schraf- 
^fierten  Sehnentrapezes. 

Der  Ansatz  (30)  ist  also  nichts  anderes 
als  die  m  das  zweivariablige  Gebiet  über- 
tragene Annäherung  eines  Flächeninhaltes 
durch  den  ein  beschriebenen  Sehnenzug. 

Hat  man  nach  (30)  den  zu   ajj  =  x^  +  A 
gehörigen    Näherungswert   ^2  =  ^1  +  ^  gefunden,  so  berechnet 
man    nach    derselben    Vorschrift    so    lange    neue    Wertepaare 


Fig.  98.    Zur  Sehnen- 
nähening. 
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^3*  Ps  '  '  -y  bis  man  ein  genügend  langes  Stück  der  gesuchten 
Integralkurve  besitzt. 

Graphisch  kann  man  zur  Integration  der  Differentialgleichung 


(32) 


g -/(«.,) 


wie  folgt  vorgehen.  Diese  Differentialgleichung  bestimmt  geo- 
metrisch in  der  o^^^i-Ebene  ein  Bichtnngsfeld»  df  h.  sie  erklärt 
für  Jeden  Punkt  der  Ebene  eine  Richtung,  die  ein  durch  ihn  ge- 
zogenes  kleines  Linienelement  mit  der  x- Achse  einschließen 
soll  (Fig.  99).   Eine  Kurve 

(33)  f(x  ,y)^C 

verbindet  also  alle  diejenigen  Punkte  miteinander,  in  denen  die 
eingezeichneten  Linienelemente  gleiche  Richtung  haben.  Man 
nennt  eine  solche  Kurve  daher  eine  Isokline  (Fig.  99). 


Fig.  09.    Isokllnen  und  Integralkurven. 

Die  gegebene  Differentialgleichimg  (32)  schreibt  nxm  vor,  in 
jedem  Punkte  der  x  y-Ebene  in  der  in  ihm  dnrch  die  Funktion 
f{x,  y)  gemäß  (33)  erklärten  Richtung  vorwärts  zu  schreiten. 
Durch  diese  Bewegung  erhält  man,  von  einem  Punkte  rc^,  y^ 
ausgehend,  eine  Integral  kurve. 
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Zeichnet  man  nun  ein  Strahlenbüschel,  dessen  einzelne 
Strahlen  1^2,3...  zu  den  auf  jeder  Kurve  C^,  Cj,  Cj  .  . .  er- 
klarten Linienelementen  parallel  sind,  so  erhält  man  die  Integral- 
kurven als  eine  Art  Seilpolygon,  dessen  Seilstrahlen  zwischen 
d^n  Isoklinen  parallel  der  Büschelstrahlen  unter  Beachtung 
der  Zuordnungsziffem  12  3.,,  gezogen  sind. 

Zeichnet  man  demnach  eine  ganze  Schar  von  Isoklinen,  so 
kann  man  auch  eine  ganze  Schar  von  Integralkurven  leicht  finden. 

Die  Übertragung  der  entwickelten  Verfahren  auf  das  simultane 
System  (25)  und  (26)  gestaltet  sich  in  dem  rechnerisch  durch- 
geführten Falle  wie  ^Igt. 

Auf  Grund  der  Anfangsbedingungen 

bestimmt  man  für  den  Zeitzuwachs  At 

(34)  *i.  =  f^<,       *ii  =  7'(f,,  a^i,  <i)^« 
sowie 

(35)  i2*=(ft+*if)^<;      hs  =  9i^i+kis>  aJi+*,^,  ti  +  At)y1t 
und  schließlich 

(36)  *,  =  *''J**^   *,=*•.-'±*»^ 

Mit  den  erhaltenen   Zuwüchsen   bestimmen  sich   die   Anfangs- 
bedingungen für  einen  weiteren  Integrationsschritt: 

(37)     t^i,^t,+At,     x^x^^z^+k^,     f  =  f,  =  f,+i^,. 

Die  graphische  Methode  der  Isoklinen  und  ihrer  Trajek- 
torien  läßt  sich  zwar  ebenfalls  auf  das  zweivariabele  Gebiet 
übertragen,  führt  aber  vielfach  zu  umständlichen  Konstruktionen. 
Es  ist  deshalb  eine  zeichnerische  Ausübung  der  durch  die  An- 
sätze (28)  bis  (31)  gegebenen  Näherung  vorzuziehen.  Diese  ge- 
staltet sich  für  die  einzelne  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
nach  folgender  Vorschrift: 

Man  bestimme  auf  der  j^-Parallelen  z  =  x^  in  dem  Anfangs- 
punkte Pi  (Fig.  100)  der  Konstruktion  mit  den  Koordinaten 
^  =  i^ij  y  =  yi  die  Tangentenrichtung  Tj  gemäß 

dy 

j-=  tgTi  =  /(xi,  y,)  . 
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Die  Richtung  t^  führt  man  bis  zum  Schnitt  P,  ^^^*  d®^*  y-^^^- 
allelen  x  =  x^  +  h;  der  Schnitt  von    t^    mit   der   y-Parallelen 


a;  =  Xi  +        sei  M^2 


^1 


ri     T^TK 


Darauf  bestimme  man  in  P^  die 
Tangentenrichtung : 

und  ziehe  zu  ihr  durch  M-^  eine 
Parallele,  die  auf  der  y-Parallelen 
a;  =  x^  +  A  den  Punkt  P,  bestimmt. 
Dann  sind  die  Koordinaten  von  Pgi 

X  —  3/^  -—  Xt   ~j~  /•'  j 

2/  =  3^2  =  yi  +  ^ » 


Flg.  100.    GraphlBohe  Ansübung  der      WO      Ic      eich      auS      (28)      bis      (30) 
SelmeDD&heriiiig.  erklärt. 

Der  Punkt  Pg  ist  der  Ausgang  für  einen  weiteren  Schritt 
nach  dem  gleichen  Verfahren. 

Analog  gestaltet  sich  die  Ausübung  der  folgenden  Vorschrift: 
Die  Tangentenrichtung  in  P^  bestimmt  sich  wieder  (Fig.  101)  nach 


y 


Mjt 


dy 

und  wird  bis  zum  Schnitt  Jfjg  mit 
der  y-Parallelen  a;  =  Xj  +      geführt. 

In  Mi2  berechnet  man  die  Tan- 
gentenrichtung 


l  h  k 

tgiia  =  f\x^  +  2  '  yi  + 


() 


Xi 


"%    Xi-f-h 


^    zu  der  eine  Parallele  durch  P^  bis 
Fig.  101.   Graphliche  AuBübung  der     zum  Schnitt  Pg  mit  der  y-Parallelen 

Tangentenniherung.  x  =  X^  +  hzu  ziehen  ist.     P,  wird 

dann  Ausgangspimkt  für   die  Fortsetzung    des  Verfahrens;    es 
hat  die  Koordinaten: 

(38)    a;  =  aj,  =  a,  +  A,        y  =  y^  =  y^  +  f\x^  +  ^  ,  y^  +  |.JÄ  , 
wo  *!  durch  (28)  erklärt  ist. 
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Kommt  y  in  der  Funktion  /  nicht  vor,  dann  wird  aus  (38) : 
(39)  rc  =  a^sj  =  rC|  +  Ä ,       y  =  y%==  Vi  +  t\^i  +  -^JA  • 

Nach  Fig.  102  ist  aber  fix^  +  f  Ja  der  Flächeninhalt  des  Tan- 

gententrapezes,    d.  h.  nach    Ansatz  ii 
(38)  oder  (39)  wird    die  Integralkurve 
durch  den  umschriebenen  Tangentenzug 
angenähert. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Näherung 
(30),  die  wir  als  die  Sehnen trapez - 
näherung  erkannten,  mit 

Afj  -|-  K^ 

2 


TCa  = 


Fig.  102.    Tangen  tenn&herung. 


hT^]\x^  +  2  '  2/i  +2/* 


und  die  Tangenten  trapez  näherung 
(38)  mit 

h 
2 

so  liefert 

(40)  k»ks^\{kr-ks) 

eine  neue  Näherung,  durch  die  das  Inte- 
gralkurvenstück im  Intervall  von  x^=^x^ 
bis  a;  =  a?i  +  A  durch  einen  Parabelbogen 
(Fig.  103)  angenähert  wird,  denn  der 
Ansatz  (40)  spricht  die  bekannte  In- 
haltsbeziehung zwischen  dem  Parabel- 
segment und  dem  umschriebenen  Sehnen- 
Tangenten-Parallelogramm  aus  (Simp- 
sonsche  Regel). 

Auf  unser  System  von  simultanen 
Differentialgleichungen  lassen  sich  nun 
die    Verfahren   nach    Fig.  101    und   Fig.  102    übertragen. 

Man  hat  jetzt  zwei  Koordinatensysteme  x,  i  und  I,  i  anzu- 
nehmen (Fig.  104).  In  ihnen  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Anfangs- 
bedingungen die  Punkte 

^1  ^k^  ^\         bzw.  P,  =  <i ,  f  1 


x^     h    x^  +  h 

Fig.  103.    Parabeln&herung. 
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nebst  den  zugehörigen  Richtungen 


Diese  Richtungen  führt  man  bis 
zu  den  Schnitten  M^o  bzw.  Jf,,  mit 


12 


it 


den  ^Achsennormalen  i  =  <i  +  — ,  in 

welchen    wiederum   die    Richtungen 
Ti2  bzw.  Ti2   bestimmt   werden.    Zu 

•"  diesen  sind  Parallelen  durch  Pj  bzw. 

Pj  zu  ziehen,  die  mm  die  Punkte  Pg 

bzw.  Pj  auf  der  ^ Achsennormalen 
t  =^  t^-\'  At  festlegen.  Entsprechende 
Schnitte  führen  zu  weiteren  Punk- 
ten P3  bzw.  P3  der  genäherten  In- 
tegralkurve, die  als  Tangentenzug 
zur  wirklichen  Kurve  anzusprechen  ist . 
Flg.  104.  Behandlung  eines  simnitanen        Der  der  Fig.  100  entsprechende 

Systems  nach  der  Tangentennäherung.  y^j.g^j^g    ^^^^^   ^^^^    f^    simultane 

Differentialgleichungen    ein  Sehnenverfahren,    dessen   Entwick- 
lung nach  dem  Erörterten  ganz  einfach  ist. 

Alle  besprochenen  Näherungsmethoden  liefern  bei  sorgfältiger, 
namentlich  präziser  zeichnerischer  Durchführung  oft  sehr  gute 
Resultate,  wofür  die  Arbeit  von  L.  Gümbel  ein  Beweis  ist. 
Es  darf  aber  nicht  vergessen  werden,  daß  mit  der  Angabe  der 
verschiedenen  Vorschriften  über  die  Konvergenz  der  Näherungs- 
prozesse nichts  ausgesagt  ist.  Wenn  also  begründete  Zweifel  ent- 
stehen, ob  die  Näherung  im  Laufe  ihrer  Durchführung  nicht  sich 
immer  mehr  von  der  wirklichen  Kurve  entfernt,  so  muß  man  zu 
gewissen  Verfahren  fortschreitender  Kurven  Verbesserung  greifen, 
welche  gestatten,  aus  einem  angenähert  vorliegenden  Kurven- 
stück, welches  nicht  einmal  besonders  gut  angenähert  zu  sein 
braucht,  mit  Hilfe  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  das 
gesuchte  Kurvenstück  mit  beliebiger  Schärfe  zu  ermitteln.  Be- 
züglich dieser  Mittel  sei  auf  die  Literatur  verwiesen**). 
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yn.  Schwingungen  mit  einem  Freilieitsgrad 
in  der  Maschinentechnik. 

§  49.  tlbertragang  Ton  Hasehinenschwingangen 

auf  das  Fundament 

Daß  die  Bewegiing  von  Maschinen  sich  auf  die  Fundamente 
und  sogar  auf  die  umgebenden  Gebäude  übertragen  kann,  ist 
bekannt.  Die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist  darin  zu  suchen, 
daß  das  Fundament,  obwohl  selbst  als  starr  zu  betrachten,  im 
Erdboden  nicht  unverrückbar  gelagert  ist,  sondern  infolge  der 
Elastizität  des  Erdbodens  kleine  Bewegungen,  d.  h.  erzwungene 
Schwingungen,  ausführen  kann. 

Wir  brauchen  gar  keine  Gleichung  aufzustellen,  um  die 
Folgen  dieser  Tatsache  zu  übersehen.  Wir  wissen  schon  aus  dem 
Früheren,  wie  man  diesem  Übelstande  begegnet :  Man  macht  die 
Fundamentmasse  so  groß  als  möglich,  wodurch  sich  die  Amplitude 
der  erzwungenen  Schwingungen  verringert.  Gleichzeitig  ist  zu 
bemerken,  daß  die  MazimalampUtude  der  Schwingungen  eintritt, 
wenn  die  Eigenschwingungszahl  des  Fundamentes  mit  der  er- 
regenden Schwingungszahl  zusammenfällt. 

Diese  Erfahrung  trifft  zu  in  allen  den  Fällen,  wenn  die 
elastische  Formänderung  der  Maschinenteile,  die  die  erregenden 
Kräfte  (freie  Massen - 
kräfte  bei  Kolben- 
maschinen oder  Über- 
'  Wuchtwirkungen  bei 
Kreiselmaschinen)  auf 
das  Fundament  über- 
tragen, so  klein  ist, 
daß  sie  vernachlässigt 
werden  kann. 

Diese  Vorausset- 
zung trifft  nun  bei 
Turbinen  unter  Um- 
ständen nicht  zu,  weil 
die  Wellen,  durch  wel- 


Fig.  105.    Maschine  und  Fundament. 


che  die  von  den  Rädern  ausgehenden  Schwingungskräfte  auf  die 
Lager  und  damit  auf  das  Fundament  übertragen  werden,  oft 
mit  erheblicher  elastischer  Durchbiegung  ausgestattet  sind. 
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Dieser  Fall  muß  besonders  untersucht  werden.  In  Fig.  105 
sei  m  die  Masse  eines  auf  der  Welle  einer  Turbine  sitzenden 
Rades,  x  sei  die  Auslenkung  des  Badsehwerpunktes  aus  seiner 
Mittellage  relativ  zum  Fundament,  in  der  die  Welle  ohne  Bie- 
gungsspannungen ist.  M  sei  die  Masse  des  federnd  gedachten 
Fundamentes  und  X  die  Ausweichung  desselben  aus  seiner  Ruhe- 
lage.   Dann  ist  die  Bewegungsgleichung  der  Radmasse: 

(1)  m -,-         +  ex  =  psmayt  y 

dt 

wo  psünüit  irgendeine  am  R-ad  angreifende  periodische  Kraft  ist. 
Die  Bewegungsgleichung  des  Fundamentes  aber  wird  analog : 

(2)  M  ^^  -\-G'X-C'X  =  {)  . 


Setzt  man 


d^x  _  M  d^X       C  d^X 
dt^  ~  c    dt^  '^  c    dt^ 


in  (1)  ein  und  addiert  (1)  und  (2),  dann  findet  sich: 

d^X  d^X 

(3)  Mm-.~  +  (Mc  +  mc  +  cC)^-^  +  cCX'^psmajt  . 

dt  dt 

Offenbar  genügt  dieser  Gleichung  der  Ansatz 

(4)  X^AsixKot, 

wenn 

pc 


^**^  ^      {Mw^-(G  +  c)>  {m  0)2  -  c>  -  c« 

gesetzt  wird. 

In  entsprechender  Weise  findet  sich  die  Amplitude  a'  der 
Radschwerpunktbewegung  relativ  zum  Fundament 

p(Mo)^  —  C) 


{Mo}^  -  (0+  c)}  {mo)^  —  c)-c^ 
und  die  absolute  Amplitude 

f±\.\  _    'u.j_    __  p(C  +  c-Mco^) 

(4b)      a  -  a  -i-  ^  -  ^^-^^  -W+'c)}  {fn  co^ -  c)  -  c«  * 
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Durch  AuflÖBung  der  hieraus  folgenden  quadratischen  Gleichung 
für  o)': 

m  \        M  c       MI  mm 

ergibt  sich  die  kritische  Schwingungszahl 

wenn  wir  die  Annahme  machen,  daß  die  Fundamentmasse  M 
groß  gegenüber  der  Maschinenmasse,  ihre  elastische  Rückwirkung  (7 
aber  klein  gegenüber  c  sei.  Der  Ansatz  (6)  zeigt  also,  daß  die 
kritische   Schwingungszahl   (Oj^  über   der   Eigenschwingungszahl 

1/ —  der  Maschine  liegt,  wenn  das  Fundament  schwer  ist. 

Weiter  kann  man  zeigen,  daß  o>;fc  niedriger  wird  als  1/ — , 
wenn  das  Fundament  leicht  ist.  '    ^ 

Ein  Beispiel  hierfür  aus  Experimenten  Stodolas  gibt  §  51^^). 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  daß  weder  die  Eigenschwingungs- 
zahl der  Maschine  a>  ==  |/—   noch  die  Eigenschwingungszahl  des 

Fundamentes  c»  =1/ —  zu  maximalen  Erschütterungen  Anlaß 
geben.  ' 

Eine  besondere  Betrachtung  verdient  bei  Fundament- 
schwingungen der  Energieumsatz.  Offenbar  wird  dadurch,  daß 
die  Teile  des  Fundamentes  in  Erschütterung  kommen,  Energie 
verbraucht.  Diese  Energie  kann  nur  von  der  auf  dem  Fundament 
befestigten  Maschine  herrühren. 

Diese  Einwanderung  von  Energie  aus  der  Maschine  in  das 
Fundament  hat  Sommerfeld*^)  sehr  schön  nachgewiesen.  Er 
befestigte  einen  kleinen  Elektromotor  auf  einem  Tisch  und 
brachte  an  der  Mbtorachse  ein  kleines  exzentrisches  Schwung- 
gewicht an,  wodurch  beim  Ingangsetzen  vertikale  und  horizontale 
periodische  Exäfte  auf  den  Tisch,  dessen  Beine  am  Boden  fixiert 
waren,  ausgeübt  werden  mußten.  Zunächst  steigerte  man  die 
ümlaufzahl  und  fand,  daß  bei  n  =  310  die  ganze  Tischplatte 
horizontale  Bewegungen  von  5  mm  Amplitude  machte.  Offenbar 
war  310  die  Eigenschwingungszahl  des  S3^tems  von  Tischfüßen 

Hort,  SohwinginigBlehre.    2.  Aufl.  1^3 
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und  Platte.  Versuchte  man  nun  durch  Steigern  der  Klemmen- 
spannung die  Umlaufzahl  weiter  zu  steigern,  so  ergab  sich,  daß 
dies  nicht  möglich  war;  trotz  stärkerer  Stromaufnahme  blieb  die 
Umlaufzahl  310  (siehe  Fig.  106).  Die  vom  Motor  aufgenommene 
Energie  wurde  zur  Aufrechterhaltung  der  Tischschwingungen  ver- 
zehrt. Erst  bei  stärkerer  Stromaufnahme  stieg  die  Umlaufzahl 
unter  Beruhigung  der  Tischschwingungen,  um  bei  750  wieder  kon- 
stant zu  werden  unter  erneutem  heftigen  Schwingen  des  Tisches. 
Diesmal  zitterte  die  Platte  allein,  aber  nur  in  vertikaler  Richtung : 
750  war  die  Eigenschwingung  der  Platte  für  sich  betrachtet. 


ik    n 


SO 
20 

foA 


n  750 
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-so 

-30 

-20 

10 


-WO 
-600 
-SOO 

-too 

-300 
200 
WO 


~^  5  3 


S         0,¥         0,5         OS  0,7  Amp. 

Fig.  106.    Versuch  Sommerfeld. 


Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich,  daß  ein  Mitschwingen  des 
Fundamentes  auch  einen  schlechten  mechanischen  Wirkungsgrad 
der  Maschine  im  Gefolge  haben  muß. 

Über  die  Art  der  Fundamentschwingungen  sind  zahlreiche 
Experimentaluntersuchungen  angestellt  worden,  deren  Ergebnisse 
sich  allgemein  wie  folgt  zusammenfassen  lassen: 

a)  Die  Fundamentbewegungen  kennzeichnen  sich  als  gleich- 
zeitig auftretende  Kippungen,  Drehungen  im  Horizont,  vertikale 
und  horizontale  Verschiebungen,  von  denen  sich  bei  Kolben- 
maschinen die  beiden  letzten  Arten,  hervorgerufen  durch  die 
Massendrücke  der  hin  und  her  gehenden  Getriebeteile  besonders 
stark  bemerkbar  machen. 


§  50.   Fortpflanzung  von  Ersohiitteniugeiii  i  05 

Die  Frequenz  der  vertikalen  Schwingungen  ist  gleich  der  Um- 
laufzahl der  -Maschine,  während  bei  den  horizontalen  Verschie- 
bungen infolge  der  endlichen  Länge  der  Schubstange  noch  eine 
Oberschwingung  von  doppelter  Frequenz  auftritt. 

b)  Die  wesentliche  Aufgabe,  die  E^enfrequenz  eines  Funda- 
mentes in  einem  gegebenen  Boden  vorauszuberechnen,  ist  noch 
nicht  gelöst.  Aus  vorliegenden  Versuchen  kann  geschlossen  werden , 
daß  es  möglich  sein  wird,  durch  weitere  eingehende  Experimental- 
untersuchungen  zur  Kenntnis  der  die  Eigenschwingung  eines 
Fundamentes  beherrschenden  Verhältnisse  zu  gelangen  *b). 

g  50.  Fortpflanzung  von  Ersehüttenmgen,  insbesondere  von 
Hasehinensehwingnngen  im  Erdboden. 

Die  Fortpflanzung  von  Erschütterungen  im  Erdboden  wird 
mit  Hilfe  der  Theorie  der  Wellenausbreitung  in  elastischen  Kör- 
pern behandelt. 

Nach  dieser  Üheorie  werden  die  Eigenschaften  eines  elastischen 
Körpers  bestimmt  durch  folgende  Größen: 

Q  =  Dichte  =  Masse  der  Volumeinheit    (in  absoluten  Ein- 
heiten =  spezifisches  Gewicht). 

E  =  Elastizitätsmodul. 

O  ==  Gleitmodul. 

Statt  des  Gleitmoduls  O  kann  man  auch  die  Poissonsche 
Konstante  o  einflihren,  die  mit  E  und  O  durch  die  Beziehung 

E 


2(1 +  a) 

oder 

E-2G 

zusammenhängt. 

In  manchen  Schriften  wird  als  Poissonsche  Konstante  der 

reziproke  Wert  von  o 

1 
m  = 

o 

benutzt. 

13* 
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Schließlich  kann  man  statt  S  und  O  auch  die  beiden  Lam  e- 
Bchen  Elastizitätskoeffizienten  i  und  /i  heranziehen,  die  sich  in  E 
und  0  wie  folgt  ausdrücken: 

Die  Untersuchung  der  partiellen  Differentialgleichungen,  die 
die  Wellenbewegungen  in  einem  so  definierten  Körper  beherrschen, 
ergibt,  daß  grundsätzlich  zwei  Arten  von  Schwingungen  möglich 
sind,  nämlich  longitudinale  oder  Verdichtungswellen  und 
transversale  oder  Scherungswellen.  Bei  den  ersteren  liegt 
die  Schwingungsrichtung  des  einzelnen  Teilchens  in  der  Fort- 
pflanzungsrichtung der  Welle,  bei  den  letzteren  senkrecht  dazu. 

Wesentliches  Ergebnis  der  Wellentheorie  der  elastischen 
Körper  ist,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  beiden 
Wellenbewegungen  sich  aus  den  elastischen  Konstanten  wie  folgt 
berechnen : 

Für  die  longitudinale  Bewegung: 


■.-V 


E  \-o 

...  y 


Q  (l  +  (7)(l-2a) 
für  die  transversale  Bewegung: 


-y 


E 


Q  2(1+0) 

Aus  diesen  Ansätzen  findet  man  durch  Division,  daß  das 
Verhältnis  der  beiden  Geschwindigkeiten  schon  durch  die  Pois- 
sonsche  Konstante  geliefert  wird: 

oder 


2\Vj 


0=  » 


m- 
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Die  seismographischen  üntersuchuDgen  der  Erdbeben  ge- 
statten nun  die  beiden  Geschwindigkeiten  F^  und  Fj  in  den 
obersten  Erdschichten  aus  den  Seismogrammen  zu  ermittehi  wie 
folgt: 

Fl  =  7,17  km/sek, 

Fa  =  4,01  km/sek. 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  ist  also 

woraus  sich  die  Poisso  nsche  Konstante  für  die  obersten  Schichten 
der  Erdrinde  findet: 

a  =  0,27«ö). 

Das  Auftreten  der  beiden  Wellenbewegungen  wird  auch  be- 
obachtet bei  der  seismometrischen  Aufnahme  von  Bodenerschütte- 
rungen, die  von  Sprengungen  herrühren. 

Ein  solches  Seismogramm,  welches  bei  der  Detonation  von 
1  kg  Dynamit  in  600  m  Entfernung  aufgenommen  wurde,  zeigt 
Fig.  107.  In  ihm  bezeichnen  JB^  bzw.  ^2  ^^  Ankunft  der  longi- 
tudinalen  bzw.  transversalen  Bodenwellen,  während  L  die  An- 
kunft der  von  der  Explosion  herrührenden  Lufterschütterung  an- 
zeigt. Aus  den  Zeitunterschieden  ti,  —  tß^  und  tz,  —  ts^  des  Dia- 
grammes,  zusammen  mit  der  Entfernung  e  und  der  Schall- 
geschwindigkeit in  der  Luft  Vi  =  342  [m/sek"^]  können  F^  und 
Fj  berechnet  werden. 

Aus  einer  Reihe  so  angestellter  Versuche,  bei  denen  a  bis  zu 
1000  m  variiert  wurde,  ergab  sich  im  Mittel 

Fl  =  3,13  [km/sek]  , 

Fg  «  1,76  [km/sek]  , 

woraus  sich  wiederum  die  Poisso  nsche  Konstante 

ö=- 0,2770) 
ermittelt. 

Neben  den  longitudinalen  und  transversalen  Bodenwellen 
treten  nun  noch  die,  von  Lord  Rayleigh  zuerst  erkannten 
Oberflächen  wellen  auf,  die  sich  sowohl  bei  der  seismographi- 
schen Aufnahme  von  Erdfembeben,  wie  auch  bei  Erderschütte- 
rungen auf  nahe  Entfernungen  bemerkbar  machen,  die  z.  B.  vom 
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Abfeuern  von  Geschützen  heTTübrea.  Die  Fig.  108  zeigt  ein  der- 
artiges Geschützseismogramm,  Teiches  beim  Äbfenem  einer 
13  cm-Kanone  aus  900  m  Entfernung  aufgenommen  wurde.*^) 

Bi  und  Bf  sind  wieder  die  beiden  Bodenwellenarten,  w&brend 
bei  0  die   Oberflächenwellen  ankommen.    Deren  Aufzeichnung 


wird  jedoch  bald  durch  die  mit  etwas  geringerer  Geschwindigkeit 
nachfolgenden  LuftschaUwellen  (die  vom  Knall  des  Geechätzes 
herrühren)  bei  L  gestört.  Nach  dem  Abklingen  der  Luftschall- 
wellen  treten  die  Oberfl&chenwellen  hervor  und  ergeben  mehrere 
Maxima. 
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Eig.  109  stellt  das  Schaubild  7')  einer  makroseismischen  Störung 
(Mexikanisches  Erdbeben  vom  15.  IV.  1907)  dar,  imd  zwar  deren 
Ost- West-Komponente,  wie  sie  vom  1200  kg-Pendel  der  Göttinger 
Erdbebenwarte  verzeichnet  wurde.  Die  Buchstaben  B-^B^O  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  nur  treten  jetzt  noch  die  Wellen- 
gruppen B^Bj^y  B^B^y  B^B^  und  B^B^,  B^B^^  B^B^  hinzu.  Diese 
entstehen  durch  ein  bis  zweimalige  Biefleadon  der  Wellen  B^ 
und  B^  an  der  Erdoberfläche.  Sie  machen  das  Seismogramm 
natürlich  schwer  lesbar,  weshalb  besondere  Übung  dazu  gehört, 
den  Beobachtungsstoff  einer  Erdbebenstation  richtig  zu  werten. 

Jedenfalls  ergibt  sich  aus  imserem  Seismogramm  schon  die 
infolge  der  viel  größeren  Entfernung  des  Störungsherdes  wesent- 
lich längere  Dauer  der  Zeitunterschiede  zwischen  den  einzelnen 
Störungsarten. 

Über  die  Fortpflanzung  von  Maschinenschwingungen  im  Erd- 
boden gibt  eine  Arbeit  von  L.  Mintrop*®)  ausführlich  Auskunft. 

Mintrop  stellte  seine  Messungen  mit  einem  von  ihm  ge- 
bauten transportabeln  astatischen  Horizontalseismographen  an 
(vgl.  §  19),  dessen  Konstanten  (für  die  unempfindlichste  Ein- 
stellung) waren: 

Ungedämpfte  Eigenschwingungsdauer  T  s=  0,69  sek, 

Äquivalente  Pendellänge i/=0,119m, 

Indikatorlänge J  =  212  m, 

Indikatorvergrößerung F  =  1780  m, 

Dämpfungsverhältnis e  =  e^  =  3,4  • 

Aus  dem  Dämpfungsverhältnis  berechnet  sich  die  Größe  2  d 
der  Gleichung  (7)  im  §  19  wie  folgt : 

Die  Indikatorveigrößerung  konnte  bis  auf  11  300  gesteigert 
werden. 

Mit  diesem  Instrument  gelang  es,  die  Erdbodenerschütterungen, 
die  von  den  100-  bis  400-pferdigen  Gasmotoren  des  Göttinger 
Elektrizitätswerkes  ausgingen,  nicht  nur  bis  in  Entfernungen  von 
1240  m  vom  Störungsherd  in  ihrer  Amplitude  zu  messen,  sondern 
auch  so  vergrößert  zu  registrieren,  daß  sie  einer  harmonischen 
Analyse  wxterworfeu  werden  konnten. 


{  51«   Bieg^ngsschwingongen  raschrotierender  Wellen.  201 

Die  Analyse  ergab  eine  horizontal  gerichtete  Grundschwingung 
in  der  Umdrehungsperiode  der  erregenden  Maschine  und  eine 
doppelt  so  schnelle  Oberschwingung. 

Die  AmplitudenbestimmuDg  ergab  Bodenbewegungen  bis  etwa 
0,003  mm  in  der  Nähe  der  Maschine,  die  infolge  der  Bodendämp- 
fung in  1240  m  Entfernung  auf  etwa  den  100.  Teil  abnahmen. 

§  61.  Biegungssehwingungen  rasch  rotierender  Wellen. 

Die  Entwicklung  des  Maschinenbaues  kennzeichnet  sich  in 
bemerkenswerter  Weise  durch  den  Vergleich  von  Tourenzahlen 
in  alter  und  neuer  Zeit.  Ne wco  me ns  Pumpen  machten  vielleicht 
20  Hübe  in  der  Minute,  und  Watt  kam  etwa  bis  zu  Umlauf- 
zahlen von  60.  Normale  Betriebsdampfmaschinen  machen  heute 
120  bis  180  Touren;  schnellaufende  Dampfmaschinen  gehen  bis 
800  und  kleinere  Elektromotore  sowie  Verbrennungskraftmaschinen 
weit  über  1000  hinaus.  Gegenüber  dieser  Entwicklung  der  Ge- 
schwindigkeiten war  aber  der  Schritt,  den  Laval  in  den  80er 
Jahren  tat,  ein  ganz  besonders  kühner.  Er  ließ  seine  Dampftur- 
binen sofort  mit  10  000—20  000  Umdrehungen  laufen.  Die  damit 
sich  ergebenden  Schwierigkeiten  der  Ausbalancienmg  der  Bäder 
suchte  er  natürlich  zunächst  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  genauer 
Arbeit  und  Montage  zu  überwinden,  bald  aber  zeigte  sich,  daß 
die  kleinen  UnvoUkommenheiten  in  der  Zentrierung  der  umlau- 
fenden Massen  gar  nicht  zu  beseitigen  waren.  Glücklicherweise 
machte  er  nun  die  Beobachtung,  daß  der  unruhige  Lauf  seiner 
Maschinen  sich  nur  bei  bestimmten  Umlaufzahlen  einsteUte,  und 
daß  die  Bewegung  bei  einem  gewissen  Abstand  von  diesen  Um- 
laufzahlen um  so  ruhiger  war,  je  biegsamer  die  Welle  kon- 
struiert wurde.  Damit  war  der  Begriff  der  kritischen  Um- 
laufzahl erfahrungsmäßig  festgelegt.  Bald  folgte  auch  die  theo- 
retische Behandlung  der  Sache  nach.  In  den  einschlägigen  Arbeiten 
von  Bankine,  Reynolds  und  FöppP*)  besitzen  wir  eine 
klassische  Darstellung  der  Theorie  der  Laval-Turbinenwelle. 

Im  Grunde  ist  die  Sachlage  einfach:  Ein  von  einem  Kräfte- 
paar aP  beeinflußtes  Bad  (Fig.  110)  sucht  stets  um  eine  durch 
seinen  Schwerpunkt  S  gehende  Achse  zu  rotieren,  wenn  auch 
die  Achse  des  Kräftepaares  nicht  durch  den  Schwerpunkt  geht; 
der  Spurpunkt  M  der  Achse  des  Kräftei)aares  beschreibt  dann 
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einen  Kreis  um  den  Schwerpunkt.   Beim  exzentrisch  aufgekeilten 
Turbinenrad  ist  diese  Sachlage  gegeben. 

Das  Kräftepaar  wird  durch  den  Wellenspurpunkt  eingeleitet, 
tmd  dieser  würde  eine  Drehbewegung  um  den  Schwerpunkt  machen 
wenn  die  Welle  etwa  ein  vollkommen  unelastisch  biegsamer  Faden 
wäre.  Da  aber  die  Welle  elastisch  ist,  suchen  die  transversalen 
Biegungskräfte  den  Schwerpunkt  des  Bades  zu  verschieben. 
Somit  treten  die  Biegungskräfte  in  Wechselwirkung  mit  den 
Beschleunigungskräften  des  Rades,  und  es  kommt  ein 
Schwingungsvorgang  zustande. 


X^         X 

Flg.  110.  Erftfteangriff  am  Turblneorad.    Fig.  111.  Koordinaten  der  Turbinenradbewegung. 


x^  y  (Fig.  111)  seien  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  S^ 
^i>  Vi  ^16  <i^8  Wellenspurpunktes  Jf ;  in  0  projiziere  sich  die 
Verbindungslinie  der  Wellenlager,  e  ist  das  Maß  der  „Exzentrizi- 
tät'' des  Rades.  Die  beiden  Durchbiegungskomponenten  x^y  y^ 
üben  auf  das  Rad  verschiebende  Kräfte  —cx^  und  —  cy^  aus; 
hier  ist  die  Biegungskonstante  oder  Federungszahl  c  aus 
den  Wellendimensionen  nach  den  Regeln  der  Elastizitätslehre  zu 
berechnen. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes 8  schreiben  sich  dann  unter  Vernachlässigung  der  Schwere 
mit  der  Radmasse  M : 


(1) 


Jf-—  =  —c{x  —  ecos93)  , 
M  _  _  =  —c(y  —  esmqy)  . 
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Hier  ist  nun  für  den  Winkelweg  q)  des  Rades  einzuführen  q)  =  (ot, 
wo  0)  die  annähernd  konstant  gedachte  Umlaufgeschwindigkeit 
der  Welle  bedeutet. 

Der  Ansatz  (1)  führt  so  auf  zwei  Differentialgleichungen  mit 
von  der  Zeit  abhängigen  periodischen  Störungsfunktionen, 
durch  deren  Integration  man  zu  dem  Ergebnis  kommt,  daß  die 

Eigen-Biegungsschwingungszahl  1/       der  Welle  verschieden  sein 

^/  c 
/  —  ist  somit  für 

die  betrachtete  Maschinenanordnung    eine  kritische  in  dem 

Sinne,  daß  für  ^  =l/v#  ^^^  Schwerpunktsverschiebungen  a;  und  y 

unzulässig  (unendlich)  groß  werden,  wie  sich  aus  dem  allgemeinen 
Integral : 


(2) 


~t  /  C   ■"  t  /  C  'Cß 

z^A8\n\/^^t  +  i?cosl/  _.  t+  _-     _  cosfo« , 

f  M  f  31         c  —  M  cü^ 


y  =  (7sinl/       f  +  Z)cos  /---«H ——-sinrnt 

sofort  ergibt. 

Die  Schwingung  hat  somit  scheinbar  Ähnlichkeit  mit  einer 
Resonanzerscheinung. 

Die  gegebene  Darstellung  schließt  sich  an  die  Auffassung  von 
A.  Föppl  an,  die  vor  allem  dadurch  bemerkenswert  ist,  daß  sie 
den  früher  vielfach  zur  Erklärung  herangezogenen  Begriff  des 
„Einsteilens  des  Rades  auf  eine  freie  Achse  bei  hohen  Umlauf - 
zahlen"  zurückweist.  Die  Sache  hat  mit  einer  Kreiselwirkung  gar 
nichts  zu  tun,  schon  aus  dem  Grunde,  weil  die  Drehungsgleichung 
des  Rades  ganz  beiseite  bleibt. 

Soll  jetzt  die  Drehungsgleichung  herangezogen  werden,  so 
wollen  wir  zugleich  die  Wirkung  der  Schwere  des  Rades  in  Rich- 
tung der  y-Koordinate  in  Rücksicht  ziehen,  wenn  die  Richtung 
der  Wellenachse  mit  der  a;y-Ebene  den  Winkel  ß  einschließt. 

Dann  schreiben  sich  die  Verschiebungsgleichungen  (1): 

J^r«-  +  c(^  —  ccoso?)  =  0  , 
dt" 
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Hierzu  gesellt  sich  die  Brehungsgleichung : 

(4)  di^  ~  ce{yco&(p  —  z&iiKp)  . 

Zunächst  bemerken  wir,  daß: 


ce 
c  —  Jf  Ö>o 


^  = iTTT  OOS(ö>o  t  +  (Po)  \ 


(5)  { 


C  —  M  («0 


eine  strenge  Lösung  des  Systems  (3),  (4)  ist,  wenn  die  Wirkung 
des  Gewichtes  Mg  vernachlässigt  wird,  oder  die  Welle  mit  ß  =  0 
vertikal  steht,  (p^  und  co^  sind  zwei  Integrationskonstanten,  d.  h. 
wir  setzen  voraus,  daß  die  Bewegung  zur  Zeit  ^  =  0  und  mit 
einem  Winkelweg  des  Rades  9?  =  9?o  ^^^  einer  Drehgeschwindig- 
keit (o  =  (Oq  beginne.  Ansatz  (5)  stellt  also  eine  in  strengem 
Sinne  mögliche  Lösung  dar.  Diese  Lösung  ist  mit  jeder  auf  die 
Lage  X,  y  des  Schwerpunktes  bezüglichen  Anfangsbedingimg 
verträglich. 

Berücksichtigen  wir  nun  Mg  sin  ß,  so  ist  (5)  nur  noch  als  an- 
genäherte Lösung  verwendbar,  die  wir  jetzt  prüfen  wollen. 

Zunächst  schreiben  wir  mit: 
./.v  /  .  .    Mgsinß 

(6)  y'^y  +  yo-=y+     ^^     - 

die  Gleichungen  (3),  (4)  wie  folgt: 


(7) 


M-T^  +  c(x  —  CCO89?)  =  0  , 

dW 
M-^  +  o(y'  —  esin99)  «  0  , 

0-=-y  +  ce(x^mq)  —  y'cos^?)  =  —eMg6inßcos<p  . 


Gehen  wir  nun  mit  dem  Ansatz  (5)  in  dieses  Gleichungs- 
system ein,  so  werden  die  beiden  ersten  Gleichimgen  erfüllt;  da- 
gegen bleibt  von  der  dritten  noch  der  Best  übrig:    • 

.  d*q> 
(8)  O  vTg  =  —eMgainßcoBfp  , 
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den  wir  zur  Berechnung  einer  Korrektur  der  WinkelgeBch  windig- 
keit €t>0  benutzen. 

Im  übrigen  ist  es  wichtig,  festzustellen,  daß  eine  Kombination 
der  Ansätze  (5)  und  (2),  etwa: 


(5a)    < 


z  =  ABinat  +  jBcos«^  + 
y  =  Csinoct  -}-  Dcosoct  + 

W  =  <ro  +  9>0^y 


eoir 


2 


S  _ 


a"  —  coq 


2cos(ö)o<  +  9^o)> 


ea 


2 


Ä«  —  ojI 


8in(a>o<  +  9^0)» 


wo  ä'  =  ^  gebracht  ist,  keine  Lösung  des  Ansatzes  (3),  (4)  für 

die  senkrechte  Welle  (/8  =  0)  darstellt. 

Nach  Multiplikation  mit  d(p  =  o)  dt  und  Integration  ergibt 
sich  aus  (8): 


(9) 


-         „    •     eMg&iaß  . 


e 


Bmq) 


oder,  da  wir  die  Korrektur  als  klein  voraussetzen  dürfen: 

eMgsmß  . 


O)  a-  a)n  — 


coqG 


sin9? 


Setzen  wir  nun  die  Integrationskonstante  7^0  =  ^  ^^^  ^^^  ^^' 
kürzung : 

cMg  sin  ß 

so  wurd:  " 

(10)  CO  =  Wq  +  esincDQt 

und  hieraus  durch  Integration: 


(11) 


-i 


=  icodt  ^  (Otit  — 
0 


A» —  (COSfOo  t  —  l)  . 


Diese  Ansätze  sind  in  die  aus  (7)  folgenden  Qleichimgen: 


(IIa) 


d^x 
M-j-^  +CX  =cecos9?, 
dt* 

I       dW 


(12) 
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mit 

CO89?  =  QoscoQt  +  —  (cosri)oi  —  1)  sincüo^ , 

e 
sin  09  =  siiKOot  —        (cos  0)^1  —  1)  cos  0)0 1 

einzutragen,  wodurch  wir  erhalten : 

M  -Z--  +  c rc  =  c c( coscon  t sin^/Jn  t  +  ^       8in2  coq  t    , 

dl*  \  (Oq  .2o>o  / 


< 


^-?T^  +  c\y'-\-  -s )==ce(sinft)o^H coscoo«—  - — co82o>oO  • 

\      dt*  \  2o>o/  \  (Oq  2coq  I 

Aus  der  Gestalt  der  Störungsfunktionen  auf  der  rechten  Seite 
sieht  man  sofort,  daß  die  erzwungenen  Schwingungen  mit  den 
Frequenzen  co^  und  2  co^  erfolgen  müssen.  Mit  den  unbestimmten 
Integrationskonstanten  A^^B^y  A^,  B^,  (X^^oc^,  ßi,  /Sj  können  wir 
also  schreiben: 

X  =  ^iCOS(cOo  ^  +  ^l)  +  .01008(2  (ÜQ  t  +  ßi)  , 

y'  +  ö"  "  ==  -^2  süi  (<^'^o  ^  +  ^2)  +  ^2  sin  (2  Wo  t  +  ßi)  y 

L  (Oq 

WO  sich  die  Integrationskonstanten  durch  Eintragen  in  (12)  be- 
stimmen zu: 


Ai  —  A2  -— 


ce/cöo  +  «* 


.2\   » 


^1   =    ^3    =     O."      /-  ^     Tl#,    «ix     » 


(Do  (c  —  3f  ri>J) 

cee 
2(Oq{c  —  ^M  0)1) 

F  T 

tgöCi  =  tgöCg  =  —  ;  tg/?i  =  tg^2  =  00  ;  ^^  =  /^g  =  "^   . 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  zeigen,  daß  im  Falle  der 
wagerechten  Welle  sowohl  die  Drehzahl: 


wie  auch 


(Oq 


-y: 


2  \  M 
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Anlaß  zu  unzulässigen  Schwingungseischeinungen  geben  kann, 
daß  also  neben  der  eigentlichen  Biegungsschwingungszahl  auch 
deren  halber  Betrag  eine  kritische  Drehzahl  ist^«). 

Femer  stellt  sich  die  Bewegung  des  Wellenmittelpunktes  im 
allgemeinen  dar  als  eine  epizykloidische  nach  Fig.  112  mit  dem 
Grundkreis  des  Radius  A^^  auf  dessen 
Umfang  nSt  der  Kreisfrequenz  coq 
der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises 
vom  Badius  B^  gleitet.  Der  Fahr- 
strahl dieses  zweiten  Kreises,  dessen 
Endpunkt  die  Bewegung  des  Wellen- 
mittelpunktes beschreibt,  dreht  sich 
mit  der  Kreisfrequenz  2  cog  . 

Bei  der  Ausf  ühnmg  von  Turbinen^ 
wird  die  Annahme  nur  einer  rotieren- 

-         r«  1     '1       1     •  «1  ^*  112*  Bplsykloidiflobe  Bewegung 

den  Scheibe  kemeswegs  ausreichen ;  des  weiienmitteipnnktes. 

immer  werden  vielmehr  mehrere  Bä- 
der vorhanden  sein.  Handelt  es  sich  schließlich  um  die  Bewegung 
raschlaufendet  Transmissionswellen,  so  muß  auch  noch  die  Eigen- 
masse der  Welle  berücksichtigt  werden.  Diesen  verwickeiteren 
Anforderungen  werden  die  Darlegungen  von  Stodola^^)  in  seinem 
bekannten  Handbuche  der  Turbinentheorie  gerecht,  die  zum  Teil 
auf  Arbeiten  von  Dunkerley  beruhen,  zum  Teil  von  Stodola 
selbst  herrühren. 

In  erster  Linie  ist  das  Resultat  bemerkenswert,  daß  bei  Be- 
rücksichtigung des  Eigengewichts  oder  bei  Annahme  einer  großen 
Zahl  von  gleichmäßig  über  die  Wellenlänge  verteilten  Bädern  die 
Theorie  auf  eine  Reihe  von  kritischen  Umlaufzahlen  führt. 

Dabei  ist  die  Wirkung  einer  gleichmäßig  verteilten  Zahl  von 
Rädern  und  die  Wirkung  des  Eigengewichts  insofern  verschieden, 
als*  im  letzteren  Falle  die  kritischen  Umlaufzahlen  unabhängig 
vom  Wellendurchmesser  sind.  Stodola 7<')  schlägt  für  sie  die  Be- 
nennung: Kritische  Umlaufzahlen  zweiter  Art  vor,  die 
allerdings  im  allgemeinen  so  hoch  liegen,  daß  sie  als  ungefährUch 
betrachtet  werden  können. 

Die  Existenz  jener  Umlaufzahlen  (bei  gleichmäßig  verteilter 
großer  Räderzahl)  hat  Stodola  übrigens  auch  experimentell 
festgestellt;  aus  seinen  Versuchen  sei  der  folgende  heraus- 
gegriffen : 
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Glatte  Welle  3,5  mm  Durchmesser,  Entfernung  der  Lagermitten 
536  nmi ; 

Kritische  Umlaufzahl  pro  Minute: 

theoretisch  3690  9400  18  400 

beobachtet  3200  8200  17  000 

Die  Abweichung  der  Beobachtung  von  der  Rechnung  ist  auf 
den  Umstand  zurückzuführen,  daß  die  Wellenlager  auf  einem  zu 
leichten  Fundament  befestigt  waren,  so  daß  dieses  ins  Mit- 
schwingen kam.  Die  Ursache  der  Erscheinung  ist  im  §  49  erörtert. 

Für  den  Fall  einer  kleinen  Scheibenanzahl,  bis  etwa  4,  hat 
Dunkerley^^)  eine  empirische  Formel  gegeben,  welche  mit  hin- 
reichender Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen  für  prak- 
tische Zwecke  bequem  ist.  Ist  cOq  die  kritische  Umlaufzahl  einer 
glatten  Welle,  (o^  die  kritische  Umlaufzahl  derselben  Welle  mit 
einem  Bad  1  ohne  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes,  co^  die 
kritische  Umlaufzahl  mit  einem  Bad  2,  so  ist  die  kritische  Um- 
laufzahl der  mit  den  Badern  1  und  2  gleichzeitig  besetzten  Welle 

o)q  (Ol  a>2  • 


]'a)]  (ol  +  wl  (ol  +  a)l(ol 

Stodola^s)  hat  dann  auch  noch  den  Einfluß  der  Schiefstellung 
der  Bäder  diskutiert  und  gefunden,  daß  die  Schiefstellung  eine 
Änderung  der  kritischen  Umlaufzahlen  im  Gefolge  hat'*). 

§  52.  Verhalten  rasch  umlaufender  Wellen  im  Gebiete  der  kritischen 
Drehzahlen,  bei  Berüeksichtlgnng  der  Bewegongswiderstände. 

Der  Ansatz  von  A.  Föppl  im  vorigen  Paragraphen  liefert  die 
Bahn  des  Schwerpunktes  x,  y  des  umlaufenden  Körpers  als  Zu- 
sammensetzung 

=  3/1+272, 


(1) 

zweier  Bahnen,  nämlich  des  Kreises: 


(2) 


X  » ~ — -cosa>« 

c—M(o^ 

c  —  M  (o^ 
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und  der  Ellipse: 


Sjj  =  i4  8inl/-^-i  +-Bco8l/ 


(3)  ■  ■ 


j/,  =  C8inj/-^^  +  2)co8|/^-e 


Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ^ ,  £,  C7,  D  in  (2) 
findet  sich  aus  den  Anfangsbedingungen,  und  die  Ellipse  wird  in 
den  meisten  praktischen  Fällen,  bei  denen  es  sich  Ja  um  Bota- 
tionskörper,  die  keine  radialen  Asymmetrien  aufweisen,  handelt, 
mit  großer  Annäherung  ein  Kreis  sein. 

Die  aus  (2)  und  (3)  zusammengesetzte  Bahn  wird  also  im 
allgemeinen  mit  einer  gewöhnlichen  Epizykloide  große  Ähn- 
lichkeit haben,  für  die  die  Koordinaten  x^^y^  den  Grund- 
kreis  it^»  ^2>!^2  ^^^  Bollkreis  h^  liefern,  imd  die  Ansätze  (2) 
und  (3)  sind  der  Ausdruck  dafür,  daß  der  Grund  kreis  vom 
Mittelpunkt  des  Bollkreises  mit  der  Kreisfrequenz  der  Drehungs- 
bewegung, der  Roll  kreis  oder  Schwingungskreis  vom  Schwer- 
punkt mit  der  Kreisfrequenz  der  Biegungsschwingung  durch- 
laufen wird. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  daß  die  Radien  der  beiden  Kreise 
sich  durch  völlig  voneinander  verschiedene  Umstände  bestimmen. 

Der  Radius  r^  des  Rollkreises  ist  gegeben  durch  die  Biegungs- 
verhältnisse der  Welle  des  rotierenden  Körpers,  sowohl  durch  ihre 
Biegungseigenschaften  als  auch  durch  ihren  anfänglichen  Biegungs- 
zustand; während  der  Radius  des  Grundkreises 

ce 

r.  == 


oder  mit  der  (kritischen)  Biegungsschwingungszahl : 


l/-  = 


(4)  fi  =  c 


(o\  —  CÜ^ 


in  erster  Linie  von  der  stets  kleinen  Exzentrizität  e  und  femer 
von  dem  Abstand  der  kritischen  Drehzahl  (O  von  der  Biegungs- 
schwingungszahl (Dj^  abhängt.  Ist  dieser  Abstand  nicht  sehr 
klein,  so  kann  r^  gegen  r^  als  klein  angesehen  werden. 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aafl.  14  . 
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Unter  diesen  Umständen  kann  sich  die  Gestalt  der  Epizykloide 

aj  =  .T|  -f-  3^2  , 

y  =  2/1  +  y« 

nicht  sehr  weit  von  der  Kreisgestalt  entfernen,  wie  sich  aus  der 
Fig.  113  ergibt.    In  dieser  sind  mit  unverändert  festgehaltenem  rj 

die  Epizykloiden  ge- 
zeichnet, bei  denen  der 
Grundkreis  mit  Kreis- 
frequenzen von  tt)  =  0 
bis  CÜQ  =  2oj|;  durch- 
laufen wird. 

Für  o)  =  0  und 
CO  =  oijfc  wird  die  Epi- 
zykloide genau  ein  Kieis 
(im  letzteren  Fall  ist 
davon  abgesehen,  daß 
für  cü  =  cüi  der  Radius 
des  Grundkreises  „un- 
endlich" groß  wird);  für 
alle  anderen  Werte  von 
ö>  entfernt  sich  die  Epi- 
zykloide nicht  weit  von 
der  Kreisgestalt,  auch 
nicht  im  Falle  kleiner  Abweichungen  der  Drehgeschwindigkeit  cOq 
von  cojt;  die  Epizykloide  hat  dann  spiraligen  Charakter. 

In  erster  Annäherung  also,  so  können  wir  sagen,  ist  die  Bahn 
des  Schwerpunktes  ein  Kreis,  um  einen  Punkt  als  Mittelpunkt, 
der  vom  geometrischen  Wellenspurpunkt  um  eine  gegen  den 
Radius  kleine  Größe  entfernt  ist. 

Wesentlich  ist  nun  die  Bemerkimg,  daß  die  Föpplsche 
Lösung,  ebenso  wie  unsere  Annäherungslösung,  an  die  Existenz 
gewisser  Anfangsbedingtmgen  der  Bewegung  geknüpft  ist. 

Diese  Anfangsbedingimgen  hätten  Festsetzung  zu  treffen  über 
die  Schwerpunktslage  und  -bewegung  zur  Zeit  <  =  0,  die  am 
kürzesten  durch  Angabe  der  Koordinaten  Xq,  y^  und  der  Ge- 

— -I     und    l-:^)     bezeichnet  wird.    Zu  diesen 
M/o  Xdt/o 

Angaben  tritt  dann  noöh  die  Festsetzung  über  die   Anfangs- 


Fig.  113.     Krelsnahe  Bewegungsformen  des  Wellen- 

mlttelpunktes. 


schwindigkeiten    1  — j     und 
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bewegung  der  im  Rade  festliegenden  Stiecke  e  =  SM  durch  den 
Winkel  (Pq  . 

Bildlich  handelt  es  sich  also  um  die  Anfangsgestalt  des  Drei- 
ecks 0M8  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  seines  Eckpunktes  8 
(Fig.  114),  nach  deren  Feststellung  die  Bewegung  auf  Grund  der 

Föpplschen  Lösung  mit  unveränder- 
lichem cDq  vor  sich  gehen  kann. 


0 


Fig.  114.    Anfangsbedlnsiingen  der 
Tnrblnenradbewegung. 


Fig.  115.    Natürliche  Lage  des 
TurbineDrades. 


Nun  ist  es  aber  praktisch  unmöglich,  Anfangsbedingungen 


der  beliebigen  Zusammenstellung  äTq,  yo»  \J] 


0     \AtJQ 


n 


CO, 


technisch  herzustellen,  weil  jeder  Bewegungszustand,  den  wir  an 
einer  Maschine  erzeugen  können,  von  einem  ganz  bestimmten 
Anfangszustahd,  nämlich  dem  der  Buhe,  ausgehen  muß.  Insoweit 
sind  wir  also  in  der  Wahl  der  Anfangsbedingungen  beschränkt, 
und  im  vorliegenden  Fall  kann  niemals  praktisch  bewiesen  werden, 
daß  die  Föpplsche  Bewegung  jede  beliebige  Anfangsgestalt  des 
Dreiecks  OMS  zuläßt,  weil  alle  Bewegimgen  ausgehen  müssen 
von  einer  sehr  speziellen  Anfangsgestalt,  nämlich  der  in  Fig.  115 
gezeichneten. 

Von  dieser  Gestalt  gehen  alle  Bewegungen,  die  wir  dem  System 
erteilen  können,  mit  der  Drehgeschwindigkeit  a>Q  =  0  aus,  und 
um  zu  anderen  Drehgeschwindigkeiten  zu  gelangen,  müssen  wir 
von  Anfang  an  die  Voraussetzimg  des  Föpplschen  Ansatzes, 
nämlich  die  Unveränderlichkeit  der  Drehgeschwindigkeit,  ver- 
lassen. Wir  können  eine  beliebig  geforderte  Drehgeschwindigkeit 
endlicher  Größe  cOq  nur  herstellen,  indem  wir,  von  co^  =  0  aus- 
gehend,  das   drehbare    System   allmählich   beschleunigen. 

14* 
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Dies  ist  aber  ein  ganz  anderer  Vorgang,  ak  der  von  Föppl  be- 
handelte, zu  dessen  Untersuchung  wir  uns  zunächst  an  das  Ex- 
periment wenden. 

Die  in  Fig.  115  gezeichnete  Anfangslage  des  Dreiecks  0M8 
sei  als  die  natürliche  Lage  bezeichnet.  Sie  ist  zunächst  ge- 
geben durch  die  Gewichtswirkung  des  exzentrisch  aufgekeilten 
Bades,  durch  die  eine  anfängliche  Wellenfederuug  OM  hervor- 
gerufen wird.  Sehen  wir  von  der  Gawichtswirkung  ab,  so  kann 
für  ö>^  =  0  keine  Durchfederung  der  Welle  vorhanden  sein.  Eine 
solche  tritt  aber  sofort  auf,  sobald  das  System  in  Drehung  ver- 
setzt wird,  indem  die  sich  entwickelnde  Zentrifugalkraft 
durchbiegend  auf  die  Welle  zu  wirken  beginnt  ®®). 


Fig.  116.    Exzentrisch  befestigtes  Tut- 
binenrad  bei  gans  langsamer  Drehung. 


Fig.  117.   Exzentrisoh  befestigtes  Tarbi- 
nenrad  unterhalb  der  Icritischen  Drehxahl. 


Mit  dem  Auftreten  der  Durch- 
federung /  (Fig.  1 16)  beginnt  aber 
die  Welle,  deren  Kreisquerschnitt 
um  M  als  Mittelpunkt  sich  in 
Fig.  116  projiziert,  zu  schlagen. 
Es  ist  üblich,  diese  Wirkung  durch 
Anhalten  eines  Schreibmittels 
an  die  schlagende  Welle  deutlich 
zu  machen,  wobei  man  als 
Mitte  der  angezeichneten  Strecke 
Or—b  den  Punkt  U  erhält.  Er- 
fahrungsgemäß liegt  U  bei  kleinen  Drehgeschwindigkeiten  auf 
der  Linie  0M8  auf  der  Seite  von  8. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun  weiter,  daß  bei  langsamer  Steigerung 
der  Drehgeschwindigkeit  der  Schwerpunkt  8  der  Linie  OM  in  der 


Fig.  118.    Exzentrisch  befestigtes  Torbi- 
nenrad  oberhalb  der  kritischen  Drehzahl. 
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Z>i«hrichtuiig  TOiauseilt,  etwa  naoh  Fig.  117.  Die  Gerade  0M8  ist 
also  in  das  Dreieck  OMS  übeTgegangeD,  dessen  Gestalt,  abgesehen 
von  e  imd  /,  durch  den  Winkel  a  >=  n  ~  Oi  gekennzeichnet  sei. 
Zu  Jedem  Winkel  a  gehört  eine  bestimmte  Drehgeschwindigkeit ; 
ersterer  durchläuft  den  ganzen  Bereich  von  ti  bis  0,  während 
die  Dretigeeohwindigkfit  die  kritische  Zone  a>  =  w^  durch- 
sohieitet;  oberhalb  w»  ist  im  allgemeinen  a  <  —  ,  d.h.  das  Drei- 
eck OMS  hat  die  in  Fig.  118  gezeichnete  Gestalt. 

Die  Aaslenkungen  r  des  Systemschwerpunktes  S  oder  q  des 
Wellenspurpunkt«s  M,  die  nach  dem  vorigen  Par^raphen  bei 
<o  =  wti  unendlich  wer- 
den müssen,  bleiben  in 
endlichen  Grenzen. 

Nach  Versuchen  von  1 
Stodola  gestaltet  sich  ^ 
der  Verlauf  von  a  und  q 
beispielsweise  nach  Fi- 
gur 119,  welche  beide 
Größen  auch  nach  rech- 
nerischer Ermittlung  zur 
Darstellung  bringt**). 

Zur  Erklärung  dieses  vom  früheren  abweichenden  Verhaltens 
der  Welle  habsn  wir  die  bisher  vernaohlässigten  Sewegungs- 
widerstände  heranzuziehen,  die  den  Seh wingungs Vorgang  beein- 
flussen, ähnlich  wie  wir  früher  bei  einfacheren  Sachlagen  eben- 
falls Reibungs widerstände  verschiedener  Art  in  Rechnung  setzen 


Flg.  IIB.    Vflrauche  StodoUa. 


Bei  rotierenden  Wellen  mit  aufgesetzten  Bädern  ist  es  in 
erster  lönie  die  hydrodynamische  Reibung  des  umgebenden 
Mediums,  also  der  Luft,  des  Dampfes  oder  des  Wassers,  welche 
die  Bewegung  des  Systems  beeinflußt. 

Wir  setzen  diese  Reibungskraft  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional und  wir  denken  sie  uns  am  Wellensporpunkt  angreifend. 

Das  der  Ansetzung  der  Bewegungsgleiohungen  zugrunde  zu 
legende  Kräftesystem  zeigt  Fig.  120.    Hier  ist  der  Widerstand  W, 
proportional  der  Geschwindigkeit  v  von  M,  hinzugekommen.  Wir 
setzen  also; 
(5)  W=bv 
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und  TerTollatändigen  denmach  unsere  Bewegungegleichungen  (1) 
ans  §  51,  die  für  den  Schwerpunkt  x,  y  gelten,  durch  Hinsufügen 
I  der  beiden  Rompooenten  von  W, 

I  nämlich     b  ---   und    b  -^    aul 

\  <■  dt  dt 

deren   Unken  Seiten,  indem  wir 
^  schreiben : 


di*  dt 


■*'   "  Um  nun  überall  in  diesen  An- 

Fl,.  120.    An^«  der  Mmpfuo«  «m         ^^^^    ^^    p^^j^    ^^^^    ^^^_ 

zugehen,  haben  wir  auch  in 
den  ersten  Gliedern  a:  durch  ari  +  ecoewi,  bzw.  y  durch  ^j  +  esinty 
zu  ersetzen  und  erhalten: 

j  Jtf«-e£u»costüO  +bx;  +  cx,=0  , 
*  (  M(y{'  -  eto»  Bintot)  +  by[  +  cy,  «  0  . 

=  a*  erhalten  wir  hieraus: 

ix,"  4-b'  X.  +  (K*x,  —  e<u*cos(u( , 
1  -r        1  -r  i 

y"  +  *  J/i  +  **  yi  =  e  (.»3  sinw  t  . 

IMes  sind  zwei  SchwinguDgsgieichungen  schon  oft  von  uns  be- 
handelter Form  mit  Störungsfunktion,  deren  erzwungene 
Lösung  wir  unmittelbar  nach  §  13  bestimmen  können  mit 


=     —   .-  ^-   ---_   sin  (CO  (  -  ffi)  , 


(10) 

zu  setzen  ist. 
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Hier  ergibt  sich  zunächst,  daß  die  Aiislenkung  q  des  Spur- 
punktes 


eo)^ 


(11)  {?  =    ,   - 

wird  und  einen  um  a^  kleineren  Winkel  als  c  =  MS  mit  der 
rc-Achse  einschließt.  Die  Strecke  e  \ind  damit  der  Schwerpunkt 
eilt  -dem  Radius  q  um  den  Winkel  a^  voraus,  schließt  also  mit 
ihm  einen  Winkel 

(12)  a  =  7t  —  a^ 

ein,  für  welchen  gilt: 

b'co 


(13) 


*g^  =  ,..«  - 


0)' 


jr 


(X' 


Für  kleine  w(ö>  <  ä)  ist  a  >       ;  für  w  =  a  wii'd 


(14) 


o 


n 
2 


um  sich  für  weiter  wachsende  ö>  dem  Wert  Null  zu  nähern ;  8  fällt 
dann  zwischen  0  und  Jtf,  wie  es  auch  der  Versuch  ergibt. 

Die  Auslenkungen  q  blei-      • 
ben  bei  dieser  Zunahme  von      I 
CO    endlich;    sie   haben   ein 
Maximum ,  dessen  Lage  durch 
Auflösung  von 


(15) 


^Q 


CO 


0 


Fig.  121.    Zusammensetsung  der  Kräfte  am 
Turbinenrad. 


ermittelt  werden  kann. 

Da«  gleiche  Ergebnis, 
welches  im  vorhergehenden 
mit  Hilfe  der  Bewegungs- 
differentialgleichungen ge- 
wonnen wurde,  kann  man  auch  durch  immittelbare  Untersuchung 
der  wirkenden  Kräfte  erhalten. 

In  Fig.  121  sind  am  Schwerpunkt  Ä  angebracht: 
1.  Die  Zentrifugalkräfte  MccßQ  und  Moy^e,  als  Kompo- 
nenten der  wirklich  vorhandenen  Zentrifugalkraft  Mo^r 
(gestrichelt). 
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2.  Die  elastische  Kraft  CQy  von  Jf  nach  S  verschoben. 

3.  Die  Da mpfungs kraft  bcoQ,  von  Jf  nach  8  verschoben. 
Man  stellt  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  diese  Kräfte  in 

Richtung  und  senkrecht  zur  Auslenkung  q  auf,  womit  man  findet : 

{Mco^Q  —  CQ  —  Mco^ecoso  --J)^f(fQ  =  0  , 
bcoQ  —  McD^eBino 


(16) 

Hieraus  folgt: 

(17) 


=  0 


< 


Q  = 


tga  = 


bo) 


oder  mit  6'  = 


M 


wieder  die  Ansätze  (11)  und  (13). 


Turbine 
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Die  bisher  betrachteten  Untersuchungen  betrafen  nur  die 
Biegungsschwingungen.  Es  muß  aber  bemerkt  werden,  daß  eine 
Dampfturbinen  welle  auch  Torsionsschwingungen  ausführen  kann. 

Zu  dieser  Erkenntnis 
kommt  man  sofort,  wenn 
man  bedenkt,  daß  zur 
Übertragung  des  Momen- 
tes des  strömenden  Damp- 
fes von  der  Tiurbine  auf 
die  Dynamo  die  Torsions- 
elastizität des  daz  wischen- 
Uegenden  Wellenstückes 
in  Anspruch  genommen 
wird.  Die  hier  erforderlichen  Überlegungen  gestalten  sich  sehr 
einfach,  wenn  man  zur  Aufstellung  sämtlicher  Bewegungsglei- 
chungen die  Methode  von  Lagrange  benutzt. 

Wir  wissen,  daß  sich  mit  Hilfe  der  kinetischen  Energie  L 
des  zu  untersuchenden  Systems  die  Bewegungsgleichungen 
schreiben  lassen  in  der  Form: 

d  föL^ 

(1)  rffLd:.'-^"--' 


U 1 

Fi?.  122.  Sohematiscbes  Bild  einer  Turbodynamo. 
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wo  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite  einfach  auszuführende  Rechen- 
operationen bedeuten,  während  k^  die  betreffende  Kraftkoordi- 
nate ist. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  um  die  Aufsuchung  von  L  für 
unser  Turbinenrad,  dessen  Schwerpunkt  sich  bewegt  und  welches 
gleichzeitig  Drehungen  um  seinen 
Wellenspiurpunkt  ausführt. 

In  Fig.  122  ist  die  zugrunde 
gelegte  Anordnung  allgemein 
skizziert. 

In  Fig.  123  sei  die  xy-Ebene 
die  Mittelebene  des  Turbinen- 
rades. M  sei  der  Spurpunkt 
der  Wellenachse,  8  der  Schwer- 
punkt des  Rades.  M8  =  e  ist  die 
kleine  Exzentrizität  des  Rades, 
f  97  sei  ein  mit  dem  Turbinenrad 
fest  verbundenes  Koordinaten- 
system, dm  ein  Massenteilchen 
des  Turbinenrades.  Die  Koordinaten  von  M  seien  ar^,  y^,  die 
Richtung  von  MS  sei  (p.  Die  Bewegung  ist  derart,  daß  M  sich 
in  der  x  y-Ebene  bewegt  und  das  Rad  sich  um  M  dreht.  Jedes 
Massenteilchen  des  Rades  hat  infolgedessen  im  festen  Koordi- 
natensystem eine  bestimmte  Geschwindigkeit 

aus  der  sich  L  wie  folgt  berechnet: 


Fig.  123.    Die  Koordinaten  des 
Turbinenrades. 


dm  , 


wo  sich  die  Integration  über  das  Rad  zu  erstrecken  hat. 
Nun  ist  nach  Fig.  123 

=  a?i  +  ecosq)  -\-  f  cosy  —  t]  sin 9^ , 

-f  c  sin^p  +  S^iiKp  +  V  COS9?  • 

Differenziert  man  diese  Gleichungen  nach  t  und  beachtet,  daß 
^1»  t/i»  9^  '^^^  ^  abhängig,  aber  f  und  rj  von  t  unabhängig  sind, 
so  folgt  nach  Addition: 


(3) 
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(t)"+(s)'-(^)'H-för+-(S)VK^)v^'fö)* 

—  2x[e  (o  sin  9?  +  2  y{  e  <o  cos  9?  —  2  a;(  f  a>  sin  9?  +  2  y(|  fi>  cos  99 


Bildet  man  jetzt: 


m*  m\ 


dm  , 


so  wird 


jdm^M;         j{P  +  v^)dm^  S; 
ISdm  =  0;  frjdny^O 

und  die  kinetische  Energie: 


(4) 


-■^ 


T^d<p(dxi    .  dt/i  ^ 


Jetzt  führen  wir  die  unter  (1)  angedeuteten  partiellen  Differentia- 
tionen aus: 


(5) 


dt 

dt 

cL 

^d(f 
dt 

cL 


ecp 


M 


(dxx         dw   .      \ 

U  - '  dt  '"^v ' 


= jf 


(difi         d<p  \ 


6L 

dL 
hl 


0, 


=  0, 


(e*  Jf  +  ö)  ^  -  e 3/  (^  sin«)  -  -j''-  cosg))  , 
dt  \  dt  dt  / 


dtp/dXi  djfi   . 


Mit   diesen   Größen  lassen  sich  die   Bewegungsgleichungen  an- 
setzen. 
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{6a) 


Man  findet: 

d  /  dL\      SL 
dt\  .dyi 


ßx.  \  dt* 


d*(p 


'd^ 
dt 


n 


dt 


\    dl 


(6c) 


dy,  \  dt* 


^\-j-'i-  +  e 


cos 


d*<p  (d<pY\\ 


ei 


dL 


(e*M+e)^-eM 


d%   . 


d% 


Ldt«'™^-d«ir«o«9' 


\  ~dt 

Zur  Bestimmung  der  Kräfte  h  führt  folgende  Überlegimg  (Fig.  124). 
In  der  A;-Bichtung  wirkt  nur  die  Biegekraft  c  x^,  und  zwar  sucht 
sie  die  Koordinate  x^  zu  verkleinern;  sie  muß  deshalb  negativ 
angesetzt  werden: 

ICj^     —     ~~"  C  X*       m 

In  der  y-Richtung  wirken  gleichfalls  verkleinernd  auf  y^  die 
Biegekraft  cy^  und  die  Schwerkraft  gM\  also 

Die  Biegungskonstante  c  ist  aus  den  Wellendimensionen  und  aus 
den  Auflagerbedingungen  nach  den  Regeln  der  Elastizitätslehre 
zu  berechnen. 

Die  dritte  Gleichung  (6)  ist 
die  Drehungsgleichung  des  Tur- 
binenrades. Es  kommen  hier  in 
Betracht  die  von  den  Kräften 
cx^  und   cy-i  und  der  Schwer- 


h 


kraft  ausgeübten  Momente,   so-  ^^         ^^-cx^ 

wie  das  äußere  Antriebsmoment 
des  auf  die  Schaufeln  strömen- 
den  Dampfes  nebst  dem  Torsions- 
moment der  Welle. 

In  Fig.  124  sind  die  ersteren 
Momente      eingezeichnet.       Die 
Pfeilrichtungen  für  die  lediglich 
verschiebende  Wirkung  der  Kräfte  cx^,  cy^  und  gM  sind  der 
Deutlichkeit  halber  weggelassen. 


Fig.  124.    Angriff  der  Schwerkraft  am 
Turbinenrad. 
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>> 


i» 


9i 


99 


Offenbar  ist  anzusetzen: 

• 

Moment  von  cxi  ==  —  c  x^  e  sin  9? , 

cyi  =«  +cyiecoQ<p  , 

gM  =  --gM eco8<p  . 

Das  Angriffsmoment  des  Dampfes 
werde  mit  311  bezeichnet  und  sei  kon- 
stant gedacht. 

Zur  Festlegung  des  Torsionsmomen- 
tes der  Welle  ist  noch  die  Bewegung 
des  Dynamoankers  zu  betrachten.  Zu 
diesem  Zwecke  denken  wir  uns  (siehe 
Fig.  125)  im  Anker  eine  Richtung  B 
markiert,  die  bei  der  Drehung  der 
Maschine  mit  der  X-Achse  den  Win- 
kel ^  bildet.  Da  die  Welle  torsions- 
elastisch ist,  wird  ^  im  allgemeinen  nicht  gleich  9?  sein;  der 
Winkel  q?  —  ^  gibt  die  Verdrehung  der  Welle  auf  die  Länge  { 
an.    Dieser  Verdrehung  entspricht  ein  Torsionsmoment 


Fig.  125.    Die  Koordinate  des 
Dynamomoton. 


l 


WO 


jr 


^       32 

ist.  Dieses  Torsionsmoment  ist  negativ  in  den  Ausdruck  für  k^ 
einzuführen;  es  wird  also 

k^==  —gM ecosq)  —  cziCBUiq)  +  cyiecosq)  +  3}l  —  (99  — .  d)— ,—  . 

Somit  wären  die  drei  Gleichungen  (6)  vollständig.  Es  fehlt  ganz 
nur  noch  die  Bewegungsgleichung  für  den  Dynamoanker.  Diese 
kann  sofort  angeschrieben  werden  und  lautet 


(7) 


Die  vier  Gleichungen  (6)  und  (7)  sollen  dazu  dienen,  die  vier 
Variabein  x^,  y^,  (p,  "9  aia  Funktionen  der  Zeit  zu  berechnen. 
Leider  stellen  sich  der  strengen  Lösung  dieser  Aufgabe  Schwierig- 


§  53.   Torsionsschwingungen  rasch  rotierender  Wellen.  221 

keiten  entgegen,  so  daß  man  sich  mit  Näherungslösungen  be- 
gnügen muß. 

Vor  allen  Dingen  setzt  man  Voraus,  daß  die  Winkelgeschwin- 
digkeit -~  der  Welle  annähernd  konstant  =  cdq  imd  demnach 
— ^  ==  0  sei.  Hiermit  vereinfachen  sich  die  beiden  ersten  Olei- 
chungen  (6)  bedeutend  zu 


und 


M-~^  —  cifcojsincoo*  =  ~gM—  ey^  . 


Es  sind  dies  die  Föpplschen  Gleichungen,  die  wir  schon  oben 
kennen  lernten«    Die  Lösungen  sind: 


(8) 


ar.  = 


eo)lM 


1  ~  >.        ...2 


c  —  Ö>o  Jf 


coscoq^  +-4 cosl/  —  t  +  BsrnV -zri  t , 


gM         ecolM  l/^  *  i    n  •  l/^  * 


wo  Af  B,C,  D  die  vier  willkürlichen  Integrationskonstanten  sind. 
Man  sieht  sofort,  daß  hier 


■^: 


«0^1/^ 


sein  muß,  d.h.  die  Biegungsschwingungszahl  darf  nicht 
mit  der  Umdrehungszahl  zusammenfallen,  denn  sonst 
würde 

c  —  (olM  =  0 

und  damit  die  Auslenkungen  x^  und  y^  unzulässig  groß  werden, 
wodurch  die  Erschüttenmgsfreiheit  der  Maschine  in  Frage  ge- 
stellt würde;  es  sei  bemerkt,  daß  Stodola  die  diesem  Gedanken- 
gang entsprechenden  gefährlichen  Schwingungszahlen  als  kritische 
Schwingungszahlen  erster  Ordnung  bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  aber  auch  die  Drehungsgleichimgen  (6c) 
und  (7),  die  bisher  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  waren, 
untersuchen.    Wir  wollen  zusehen,  was  geschieht,  wenn  wir  die 
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Näherungsgleichungen  (8)  in  (6c)  einführen.  Die  hierzu  nötigen 
Differentiationen  wollen  Tvir  unterdrücken  und  sofort  das  Ergebnis 
anschreiben:  (6c)  geht  über  in: 

{e^M  +  G)  j^  +  (^  -  t^)     /  =  äR  -  2egMcoscoot 

^     '    *  +  2ec[cosy  i((7cosa>o<  — -4sinwoi 

+  siny  t(D cosft>o  t  —B  sincoo  Ol  • 

wo  y  =  \j  —  ist,  während  (7)  unverändert  bleibt: 
(9b)  0,|^J_(^_,,)Ö:^.  =  _2R. 

Fassen  wir  die  trigonometrischen  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite 
von  (9  a)  unter  F  (t)  zusammen  und  bezeichnen  wir  das  Träg- 
heitsmoment e^M  +  ö  mit  0Q,  so  folgt,  wenn  wir  Gleichung  (9a) 
mit  ©1,  Gleichimg  (9  b)  mit  ©o  niultiplizieren  und  die  entstan- 
denen Gleichungen  voneinander  abziehen: 


(10) 


>^®o^^i-^  +  -^-^0.  +  eo)(9^--*) 


=  aR(0i  +  0o)  +  öi^(<). 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Wellenverdrehungen ; 
wäre  F{t)  =  0,  so  würde  die  Maschine  mit  gleichmäßiger  Ge- 

schwindigkeit  umlaufen,  -^- wäre  =  0  und  es  würde 

(10a)  (<^_^)  =  |y  , 

wie  es  sein  muß.  F(t)  verschwindet  nun  im  allgemeinen  nicht, 
sondern  spielt  für  die  I)rehungsbewegung  die  Rolle  einer 
Störungsfunktion.  Ihr  Einfluß  ist  durch  Integration  von  (10) 
festzustellen.  Diese  Integration  liefert  folgendes  Ergebnis.  Die 
Welle  vollführt  zunächst  Drehungs-Eigenschwingungen,  die  sich 
finden,   wenn  man  die  rechte  Seite  von  (10)  gleich  Null  setzt. 

Es  wird:  ((p  -  ff)  =^cos«  ^ -f  J5sin«« , 

wo  A  und  B  Int^grationskonstante  sind  und  (X  für 


^ 
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gesetzt  ist;  a  ist  die  von  H.  Lorenz  in  die  Technik  eingeführte 
Drehungsschwingungszahl®*)  einer  Welle  mit  zwei  rotieren- 
den Massen. 

Diese  Eigenschwingungen  dürfen  nicht  in  Resonanz  mit  den 
erzwungenen  Schwingungen  kommen,  die  durch  die 
Störungsfunktion  F{t)  gegeben  sind.  F{t)  enthält  zunächst 
ein  Glied  mit  coso>o^5  *^80  mxiQ  sein 

d.  h.  die  Drehungsschwingungszahl  darf  nicht  gleich 
der  Umlaufzahl  sein. 

Femer  enthält  F{t)  Ausdrücke  von  der  Form 

cqsy^cosroo^ 

usw.  Berechnet  man  die  diesen  Gliedern  entsprechenden  Aus- 
drücke des  IntegraLs  der  Gleichung  (10),  so  findet  sich,  daß  in 
ihnen  Größen  folgender  Gestalt: 

E  ^  R 

und 


vorkommen.  Da  diese  Terme  unzulässige  große  Beiträge  zu  den 
Verdrehungen  (9?  —  1?)  liefern  können,  wenn  nämlich 

(X  =  (ÜQ  +  y 
oder 

oc  =  coq  —  y 

wird,  so  müssen  noch  die  Ungleichungen  erfüllt  werden: 

oc^a)o  +  y  y 

a  ^  coo  —  y  , 

d.  h.  die  Drehungsschwingungszahl  darf  weder  gleich 
der  Summe  noch  gleich  der  Differenz  von  Biegungs- 
schwingungszahl  und  Umlaufzahl  werden. 

Als  vollständige  Bedingungen  für  den  betriebssicheren  Gang 
der  Maschine  ergeben  sich  also  in  unserem  Falle  folgende  vier 
Ungleichungen : 


1.      Wo^l/ 


M 


f- 


lOi  +  Oo 
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3.     a,o  +  |/^^[/-^ 


4.     coa  — 


l/c  ^l/ö/p(6^_+0o) 


Sitzen  mehrere  Räder  oder  mehrere  Anker  auf  der  Turbinen- 
welle, was  in  der  Praxis  immer  der  Fall  ist,  so  lassen  sich  analoge 
Betrsichtungen  anstellen**). 

§  54«  Torsionssehwingangen  langsam  rotierender  Weilen. 

Die  von  uns  angenommene  Unterscheidung  zwischen  rasch 
und  langsam  rotierenden  Wellen  ist  dahin  zu  erklären,  daß  Ma- 
schinen mit  hoher  Umlaufzahl  im  wesentlichen  Turbinen  sind, 
also  Maschinen  mit  gleichförmigem  Antriebsmoment.  Dem- 
gegenüber wollen  wir  unter  langsam  rotierenden  Maschinen  im 
allgemeinen  Motore  mit  periodischem  Antriebsmoment  verstehen, 
vor  allem  große  Dampfmaschinen  und  Gasmotore,  wobei  wir 
natürlich  nicht  außer  acht  lassen,  daß  es  auch  Kolbenmaschinen 
gibt,  die  sich  durch  sehr  hohe  Umlaufzahlen  auszeichnen. 

Besonderen  Anlaß  zur  Untersuchung  auf  Schwingungs- 
erscheinungen bieten  in  erster  Linie  die  Schiffsdampfmafichinen 
imd  ihre  Propellerwellen.  Die  Abmessungen  der  Maschinen  imd 
Propeller  nahmen  eine  Entwicklung,  die  der  weiter  unten  in  §  57 
gekennzeichneten  Entwicklung  der  Schiffe  selbst  analog  ist.  Zu 
derselben  Zeit,  als  auf  neugebauten  Schiffen  sich  äußerst  störende 
Erschütterungen  bemerkbar  zu  machen  begannen,  häuften  sich 
bei  Schraubendampfem  die  Brüche  der  langen  Tunnelwellen,  die 
man  bis  dahin  meistens  als  Folge  von  schlechtem  Material  oder 
von  Anstoßen  an  feste  Gegenstände  im  Wasser  erklären  konnte. 
Derartige  Erklärungen  blieben  bei  den  neuen  Unfällen  aus.  Die 
aus  der  statischen  Dimensionierung  der  Wellen  sich  ergebenden 
Torsionsbeanspruchungen  mußten  innerhalb  zulässiger  Grenzen 
bleiben,  wenn  die  ihnen  zugrunde  gelegte  Annahme  einer  kon- 
stanten mittleren  Wellenverdrehung  richtig  war. 

Der  Beginn  des  20.  Jahrhunderts  brachte  schließlich  Licht  in 
die  Frage:  Man  fand,  daß  eine  Schiffsmajschine  mit  Welle  und 
Propeller  ein  torsionsschwingungsfähiges  System  ist,  dessen  Eigen- 


I 
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Bchwingung  mit  den  erzwungenen  Schwingungen  des  Antriebs- 
momentes in  Resonanz  treten  kann. 

Wir  wollen  ims  im  folgenden  die  Sache  zunächst  durch  einen 
mathematischen  Ansatz  zurechtlegen. 

Fig.  126  stelle  eine  Schiffs maschine  mit  Welle  und  Pro- 
peller vor.  Die  von  der  meist  mehrkurbeligen  Maschine  auf  die 
Welle  ausgeübten  An- 
triebsmomente fassen 
wir  in  eines  zusammen, 
indem  wir  uns  vorstel- 
len,  daß  das  Drehmo- 
ment F(»{i,  wo  F{9i) 
eine  periodische  Funk- 
tion des  Kurbelwin- 
kels ^i  ist,  an  einer 
einzigen  in  der  Mittel- 
ebene der  Maschine  ge- 
legenen Kurbel  angreife. 
Ebendort    denken    wir 


Fig.  126.     SohematlBChes  BUd  einer  SchlfbmaBohine. 


uns  das  Trägheitsmoment  der  Kurbelwelle  nebst  demjenigen  der 
halben  glatten  Welle  sowie  einen  von  den  hin  und  her  gehenden 
Teilen  herrührenden  Zuschlag  vereinigt ;  wir  bezeichnen  es  mit  O^ . 
Das  Trägheitsmoment  des  Propellers  und  der  zugehörigen  Hälfte 
der  glatten  Welle  sei  ß^;  die  Propellerdrehung  werde  durch  einen 
Winkel  ^^  gekennzeichnet;  im  Ruhezustände  sei  i^^ai^j»  ^^^ 
Widerstand,  den  der  Propeller  im  Wasser  findet,  sei  W. 
\  Das  Antriebsmoment  JF(#i)  wird  nun  von  0^  auf  ©2  über- 
geleitet mittels  der  Torsionsspannungen  der  glatten  Welle,  welche 
auf  ßi  und  ß^  entgegengesetzt  gleiche  Drehmomente  der  Größe 

ausüben,  wo  t  eine  aus  den  Wellenabmessungeil  zu  berechnende 
Konstante  ist.  Jetzt  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  für  (9^ 
und  ß^  anschreiben: 


(1) 


I 


dt* 


(2) 


dt^ 


Hort,  Sohwingnngslehre.    2.  Anfl. 


15 
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In  Gleichung  (2)  ist  noch  über  W  Entscheidung  zu  treffen.  Ver- 
suche haben  gezeigt,  daß  der  Propellerwiderstand  proportional 
ist  der  rten  Potenz  der  Winkelgeschwindigkeit,  daß  also  der 
Ansatz  gilt 

wo  r  zwischen  3,6  und  4,0  liegt.  ' 

i    '  Für  das  Weitere  machen  wir  die  Voraussetzung,  daß  die  Be- 
wegung eine  gleichförmige  sei  mit  einer  kleinen  sich  überlagern- 
den Pulsation,  die  für  ö^  mit  Cj,  für  0^  mit  Cg  bezeichnet  werde. 
Es  gelte  also 

(4)  i?i  =  o)  i  +  £i ,       ^2  =  a  -i-  CO  i  +  ^2  > 

wo  (X  die  im  Beharrungszustand  auftretende  konstante  mittlere 
Wellenverdrehung  sei.  Hiermit  schreiben  sich  die  Gleichungen  (1) 
und  (2): 

(5)  01^  +  T{e,  -  fg)  +  AT  =  F{a)t)  +  €,F'{a)t) , 

(6)  e,^-T(e,~e,)-ocT  +  C(o^  +  Crco^-'^^0. 

In  Gleichimg  (5)  steht  auf  der  rechten  Seite  die  auf  die  beiden 
ersten  Glieder  beschränkte  Taylorentwicklung  von 

während  in  Gleichung  (6)  bei  der  Binomialentwicklung 


^-<"+'^' 


de 
die  höheren  Potenzen  als  -,  *  als  klein  gegen  die  übrigen  ver- 
nachlässigt sind. 

In  Gleichung  (6)  kann  ar  gegen  C  af  fortgehoben  und 
C  ro/~^  =  b  gesetzt  werden;  in  Gleichung  (5)  wollen  wir  ät 
gegen  das  konstante  Glied  Ä^  von  F((o  t)  fortlassen  imd  €j^F\(o  t) 
vernachlässigen.    Wir  erhalten: 


^^^       ®* ~di^  +  ^ (^1  —  «2)  =Z'(^* sinkcDt  +  Bj, cosko) t)  , 


-r  T^ci  —  ^2/  =^ 

k 


§  54.    Torsionsschwingungen  langsam  rotierender  Wellen.        227 

Dies^  Gleichungen  liefern  die  Winkel  e^  und  e^  als  periodische 
Funktionen 

€i  =»^^(a* &mka)t  +  bjt cos 2; co  t)  , 

fg  =2(»*  sinÄ;  w  t  -\-  bi cosib a>  t)  , 

wo  die  Koeffizienten  a^,  bt,  ai,  bi  sich  aus  den  Koeffizienten 
von  F  und  den  Konstanten  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  be- 
rechnen lassen. 

Uns  interessiert  in  erster  Linie  die  Eelativbewegung  der 
beiden  Wellenenden,  also  die  Differenz 

Ae  =  €j^  —  e^  =2t(^*  —  «*)  sinfc  a>  i  +  (Ö*  —  6^  ^osk  o)  t] 

k 

=  y]pk siii^  ^t>  i  +  gt  cosko)  t  . 

k 

Die  Ausrechnung  zeigt,  daß  die  Koeffizienten  pk  und  qt  in  der 
Form  erscheinen: 

Pk 

^*  68[t  -  k^iO^e^f  +  On^KO^  +  02)t  -  ifc«CÜ  «0^02]* 

(9)  {  und 

Qk 

^*  "^  62[t  -  ik2ö>2  0i]«  +  (O^k^Ke^   +  ©2)^  -  *^  CO«  ©102?  ' 

wo  Pt  und  öt  von  -4*,  Bt  und  den  Konstanten  der  Differential- 
gleichung abhängen. 

Aus  den  Nennern  der  Ausdrücke  (9)  erkennt  man  sofort,  daß 
eigentliche  Resonanz  nicht  eintreten  kann,  wie  man  ja  infolge 
des  Vorhandenseins  von  Dämpfung  vermuten  konnte.  Dagegen 
erreicht  sowohl  pk  wie  q^  maximale  Werte  für 


(10) 


0} 

und 


il/(0.  + 


CO 


Der  zweite  dieser  beiden  Ausdrücke  ist  die  für  die  Ä;te  Harmonische 
des  Antriebsmomentes  kritische  Frequenz;  für  die  Grundschwin- 
gimg  (ifc  i=  1)  würde  sein 


^_l/(ö.+ö.)z 
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und  man  nennt  diesen  Ausdruck  die  Torsionseigenschwin- 
gungszahl  des  Systems. 

Diese  theoretischen  Resultate  sind  durch  die  zahlreichen  Ver- 
suche von  Frahm^)  an  ausgeführten  Schiffsmaschinen  bestätigt 
gefunden  worden.  Aus  dem  Berichte  Frahms  über  diese  Ver- 
suche sei  ein  charakteristisches  Beispiel  für  diese  Resonanz- 
schwingungen angeführt. 

In  Fig.  127  gibt  die  gestrichelte  Kurve  den  Torsionsspannungs- 
verlauf  während  einer  Umdrehung  wieder,  der  eintreten  würde, 
wenn  er  genau  nach  dem  indizierten  Dampfdruck-Drehmoment- 
diagramm erfolgte.  1  mm  Qrdinatenhöhe  entspricht  26  kg/qcm 
Torsionsspannung.  Analysiert  man  das  Drehkraftdiagramm,  so 
findet  man,  daß  die  dritte  Grundschwingung  desselben  noch 
-,1  erhebliche    Ordina- 

fooT  _  r\  ten  aufweist.  Da  nun 

die  Eigenschwin- 
gungszahl  der  Welle 
257,4  beträgt,  so  ist 
\  •  257,4  =  85,8  eine 
kritische  Umlauf- 
zahl der  Welle.  In 
der   Tat   zeigt   das 

Fig.  127.    Tonioiitmomente  und  VerdiehnngasiMumiingen  in    wirkliche  Drehkraft- 

der  Nähe  der  Beaonanz.  _ .  ... 

diagramm  (die  aus- 
gezogene Kurve  in  Fig.  127),  welches  bei  einer  Umlaufzahl  =  83 
aufgenommen  ist,  bedenkliche  Spannungsschwankungen,  deren 
Maximalbetrag  bis  zu  600  kg/qcm  ansteigt.  Würde  die  Umlauf- 
zahl auf  den  genauen  kritischen  Wert  85,8  gesteigert,  so  würde 
man  eine  maximale  Torsionsspannung  =  810  kg/qcm  zu  erwarten 
haben. 

Derartige  Spannungen  sind  aber  angesichts  der  raachen 
Wechsel  durchaus  unzulässig. 

Ein  bemerkenswertes  Nebenergebnis  haben  diese  Unter- 
suchungen, wenn  man  bedenkt,  daß  die  mittleren  Qrdinaten 
der  beiden  Kurven  dem  mittleren  indizierten  Drehmoment  bzw. 
dem  mittleren  effektiven  (am  Propeller  ausgeübten)  Drehmoment 
proportional  sind.  Ihr  Verhältnis  liefert  also  den  mechanischen 
Wirkungsgrad  der  Schiffsmaschine: 

ri  =-  0,82 . 


300  -  — 

iso- 
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Mit  anderen  Worten,  die  Schwingtmgsuntersuchungen  enthalten 
gleichzeitig  eine  Messung  der  effektiven  Leistung,  indem  die  Pro- 
pellerwelle selbst  als  Torsionsdynamometer^)  benutzt  wird. 

Die  Ausführung  der  Messungen  geschah  so,  daß  an  zwei 
möglichst  weit  voneinander  entfernten  Punkten  der  Welle  be- 
sonders präparierte  Zinkblätter  um  diese  herumgelegt  wurden. 
Auf  jedem  dieser  Zinkblätter  wurden  durch  einen  in  genau  be- 
kannten kleinen  Zeitintervallen  imterbrochenen  Strom  gleich- 
zeitige Marken  hervorgebracht,  deren  Vergleichung  die  Belativ- 
drehung  der  betreffenden  Wellenquerschnitte,  d.  h.  den  Winkel 
^  -f  (ci  —  £2)  zu  messen  gestattete.  Der  Schubelastizitätsmodul, 
der  außer  den  Wellenabmessungen  noch  in  der  Konstante  r  vor- 
kommt, wurde  an  Probestäben  aus  dem  Wellenmaterial  gesondert 
bestinmit.  Im  einzelnen  sei  auf  die  Arbeit  von  Frahm  ver- 
wiesen. 

Schwingungserscheinungen  der  besprochenen  Art  sind  auch 
möglich  bei  stationären  Maachinen,  z.  B.  bei  großen  Gasmotoren 
mit  mehreren  Schwungmassen.  Hierauf  hat  zuerst  P.  Roth  hin- 
gewiesen,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  1004,  S.  564.  In  dieser  Arbeit  wird  das 
Verhalten  eines  Zweitakt-Gasmotors  mit  Dynamo  und  beson- 
derem Schwungrad  untersucht.  Der  Gang  der  Untersuchung  ist 
prinzipiell  derselbe  wie  bei  Systemen  mit  nur  zwei  Schwung- 
massen. Im  übrigen  enthält  die  Arbeit  wertvolle  Angaben  über 
die  vom  Konstrukteur  zu  treffenden  Maßnahmen,  wenn  er  kritische 
Schwingungszahlen  vermeiden  will. 

§  55.  Auswuchten  rotierender  MasehinenteUe. 

Über  die  allgemeinste  Art  von  Fehlem  in  der  Massenver- 
teilung eines  rotierenden  Körpers,  die  zu  Schwingungen  im 
Sinne  unserer  bisherigen  Untersuchungen  Anlaß  geben  können, 
macht  man  sich  eine  richtige  Vorstellung,  wenn  man  den  Rota- 
tionskörper sich  in  eine  große  Anzahl  achsennormaler  Scheiben 
zerlegt  denkt,  von  denen  Jede  eine  nach  Fig.  128  kleine  Schwer- 
pnnktsabweichung  von  der  Wellenmitte  aufweist.  Diese  Ab- 
weichungen mögen  in  den  einzelnen  aohsensenkrechten  Ebenen 
ganz  beliebig  gerichtet  sein.  Die  ihnen  entsprechenden  Zentri- 
fugalkräfte liefern  nach  bekannten  Regeln  der  Statik  eine 
Einzelkraft  K  und  ein  Moment  Jf,  welches  wir  uns  als  Kräfte- 
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paar  Pa  vorstellen.  Sonach  können  die  Fehler  der  Massen- 
veTt ei  lung  eines  Rotationskörpers  stets  nach  Fig.  129  daigestellt 
werden.  Die  Ebene  des  Kräftepaares  Pa  kann  dabei  beliebig 
gegen  die  Einzelkraft  K  ge- 
neigt sein.  Als  Eigenschaft 
des  GesamtkOrpers  betrachtet 
rührt  nun  diese  letztere  von 
einer     kleinen     Sszentrizität 


während  das  Kräftepaar  Pa 
dadurch  veniTBacht  wird,  daß 
die  BotationBachse  einen  klei- 
nen Winkel  mit  der  Haupt- 
trägheitsachse einschließt. 
Ist  Pa  gleich  Null,  so  ist  die 
Hauptträgheitsachse  in  klei- 
nem Abstand  der  Drehachse  parallel;  ist  K  gleich  Null,  so  fällt 
der  Schwerpunkt  zwar  in  die  Botationsachse,  aber  die  Richtung 
der  Hauptträgheitsachse  weicht  von  jener  ein  wenig  ab. 


Fig.  ISB.   ElDMlkntt  and  Moment  &!■  Tolge  der  7elilsc  an  Mouenvertalluag. 


Für  diese  Fehler  werden  verschiedene  Benennungen  verwendet. 
Mancherorts  spricht  man  von  Überwuoht,  ein  Ausdruck,  der 
nicht  schlecht  gewählt  ist,  aber  dennoch  der  Schärfe  vermissen 
Eßt.  Mehr  gebräuchlich  ist  die  Benennung  Unbalance,  die  als 
Fremdauadruck  gewiß  nicht  zu  loben  ist.  Das  Wort  Überwucht 
knüpft  an  an  gewisse  undeutliche  Vorstellungen  von  der  Wirkung 
der  Fehler,  der  Ausdruck  Unbalance  an  ein  früher  übliches  iin- 
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vollkommenes,  einer  Wägung  ähnliches  Verfahren  zu  ihrer  Be- 
seitigung. 

Demgegenüber  ziehe  ich  es  vor,  kurz  vom  Massenfehler 
zu  sprechen,  der  sich  im  Falle  Pa  =  0  als  Schwerpunkts- 
fehler, im  Falle  iT  =  0  als  Achsenfehler  spezialisiert. 

Ein  Verfahren  für  einen  Ausgleich  der  Fehler  gewinnt  man 
durch  folgende  Überlegung. 

Zunächst  seien  die  Axialebenen  1 — 1  der  Einzelkraft  K  und 
2—2  des  Kräftepaares  Pa  (Fig.  129)  bekannt. 

Das  Ejräftepaar  Pa  denken  wir  uns  Jetzt  ersetzt  durch  ein 
gleich  großes  Kräftepaar  P'  t\  dessen  linke  Paarkraft  P*  in  den 
festliegenden  Endpunkt  0^  der  Welle  falle  (der  andere  End- 
punkt O2  sei  zwischen  Federn  horizontal  verschieblich),  während 
die  rechte  Paar  kraft  P'  mit  K  in  dieselbe  achsennormale  Ebene 
falle.  Diese  letztere  Paar  kraft  wird  mit  K  zu  einer  Resultieren- 
den jB  vereinigt  gedacht.  Jetzt  ist  also  das  ursprünglich  gegebene 
Elraftsystem  K  und  Pa  ersetzt  durch  zwei  Einzelkräfte  U  und  P^ 
von  denen  die  letztere  in  den  festen  Endpunkt  0^  fällt.  Eine 
Schwingung  K  des  rotierenden  Körpers  um  O^  kann  also  nur  von 
der  Einzelkraft  R  herrühren,  deren  Wirkung  ausgeglichen  wird 
durch  eine  Kraft  K  (in  Gestalt  eines  entsprechenden  Zusatz- 
gewichtes an  der  Stirnseite  B  des  Rotationskörpers,  welches  die 
vorhandenen  Schwingungsausschläge  der  Welle  zum  Verschwinden 
bringt),  so  daß  gilt: 

iJe'=:-Ä'(/j  +  L). 

Das  Moment  des  Gewichtes  B!  ersetzen  wir  nun  durch  ein  Kräfte- 
paar 

ZL  =  R'iJ,^  +  L) , 

indem  wir  statt  des  Gewichtes  K  in  der  einen  Stirnseite  B  die 

Gewichte  Z  und  — Z  in  den  beiden  Stirnseiten  A  und  B  anbringen. 

Ihre  Größe  wird  aus 

B.\l^  +  L) 
Z- ^ , 

WO  W  durch  Schwingungsversuch,  Z^  und  L  durch  Abmessung 
am  Läufer  bekannt  sind. 

Die  Wirkung  der  Einzelkraft  JR  ist  demnach  durch  das  Elräfte- 
paar  ZL  aufgehoben. 
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¥ig.  130.    Ausgleichung  der  Einzelkraft. 


Um  hier  näher  zu  untersuchen  denken  wir  nur  ZL  ersetzt  duroh 
ZT: 

ZL^Z'V, 

d.  h.  durch  ein  Kräftepaar,  dessen  Paarkräfte  in  Oj  und  C  in  den 
gleichen  Ebene  wie  ZL  angreifen. 
Da  aber  ZL  =  —RV  ist,  so  ist 

d.  h.  in  (7  hebt  Z'  die  Einzelkraft  R  auf,  wie  es  sein  muß,  tmd  in 
Ol  setzt  sie  sich  mit  P'  zur  resultierenden  K  zusammen.    Das 

Ergebnis  unserer  bisherigen  Über- 
legung ist  aber,  daß  das  Kräfte- 
paar Pa  verschwunden  ist  (durch 
ZL)  und  gleichzeitig  die  Einzel- 
kraft K  in  den  Drehpunkt  0^ 
verschoben  wurde.  Um  auch  ihre 
Wirkung  auszugleichen,  treffen 
wir  auf  Grund  eines  neuen  Schwingungsversuches  mit  0^  als 
Drehpunkt  die  Zusatzgewichtsanordnung  in  den  Stirnseiten  A 
und  B  nach  Fig.  130  mit  der  Bedingung 

Wir  haben  jetzt  in  der  Stirnseite  ^  die  Gewichte  Z  und  K  +  K^y 
in  der  Stirnseite  B  die  Gewichte  Z  und  K^. 

Bei  der  wirklichen  Ausführung  des  Verfahrens  handelt  es  sich 
um  zweierlei:  1.  Es  ist  die  Ebene  der  Kraft  R  zu  ermitteln. 
2.  Das  Zusatzgewicht  zum  Ausgleich  der  Wirkung  von  R  ist  so 
zu  bestimmen,  daß  die  beobachteten  Schwingungsausschläge 
des  Rotationskörpers  oder  seiner  Welle  verschwinden  oder  mög- 
lichst klein  werden. 

Zur  Lösung  der  ersten  Aufgabe  erinnern  wir  uns  der  im  §  52 
entwickelten  Tatsache,  daß  der  größte  Schwingungsausschlag 
eines  rotierenden  Körpers  der  Schwingungsursache,  also  der 
Axialebene  des  Schwerpunkts-  oder  des  Achsenfehlers,  um  einen 
bestimmten  Winkel  o^  nacheilt. 

Werden  also  zwei  Schwingungsversuche  mit  gleichen  Dreh- 
zahlen, aber  entgegengesetzter  Drehrichtung  angestellt  und  dabei 
jedesmal  die  Axialebenen  des  größten  Ausschlags  an  der  Welle 
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bezeidiuet,  so  liefert  die  Halbierongsebene  (Fig.  131)  des  Winkels 
zwischen  den  Äuseohlagebenen  die  gesuchte  Fehlerehene. 

Die  zweite  Aufgabe  wird  dann  so  gelöst,  daß  man  in  der 
Fehlerebene,  in  einer  geeigneten  achsennormalen  Ebene  des 
Läufers,  gewöhnlich  einer  Stirnseite,  so- 
viel Gewichte  in  dafür  vorbereitete  Ring- 
nuten zugibt,  daß  die  Ausaobläge  beim 
Drehrorgang  verschwinden . 

Diesen  verschiedenen  Ati%iben  wird    , 
die  AuBwuchtmaechine  von  Lawaczeck- 
Heymann  in   zweckmäßiger  Weise  ge- 
recht. 

Die  Maschine  (die  in  verschiedenen 
Größen  gebaut  wird)  besteht  aus  einem 
kräftigen  BettBB,  auf  dem  dieLagerst&nder 
verschiebbar  sind.  Fig.  132.  Diese  enthalten  je  eine  senkrecht  ange- 
ordnete,  am  unteren  Ende  fest  in  den  Ständern  gespannte  Blatt- 
feder F,  die  oben  das  eigentliche  Lager  trägt.  Letztere  sind  ao 
eingerichtet,  daß  die  Gleitlagerscbalen  der  Kugellagergchäuse, 
welche  die  Welle  des  Yersucbsläufers  aufzunehmen  haben,  am 


'^ 


I 


T\g.;  I 


,    AnnmchtinKcblne  di 


li  lamczeck-HeTTDaim. 


eine  Vertikalachse  drehbar  in  einem  Rahmen  sitzen  der  von  der 
Blattfeder  getn^n  wird.  Der  Rahmen  kann  durch  Sohrauben- 
spindeln  in  seinem  Lagerständer  festgestellt  werden.  So  kann 
Jedes  Lager  bald  als  Drehlager  0^,  bald  als  Schwinglager  Oj  dienen, 
was  für  das  eben  erklärte  Verfahren  notwendig  ist,  wenn  man 
nicht  den  Versuchsläufer  beim  zweiten  Auswuchtverauch  (der 
Einzelkraft  E)  in  seinen  lagern  umlegen  will. 

Die  Aufzeichnung  der  Schwingnngsausschläge  der  Welle  wird 
beiLawaczeok  -  Heymannnioht  auf  dem  Wellen-  oderLäufer- 
mantel  voi^nommen,  sondern  auf  den  Stmseite  des  Schwing- 
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endes  der  Welle.    Das  AuBschwingen  dee  Lageis  der  letzteren 
überträigt  sich  (Fig.  133)  über  den  Hebel  A  auf  den  Schreibstift  S, 


PIe.  im,    BtlrDMltendlaeian 


„M^. 


ScIuelbtatBIlndllutor. 


der  auf  einem  von  dem  freien  Stimende  getragenen  Diagrammblatt 
aobeichnet.  THe  größten  Ansschläge  treten  dabei  besonders 
deatlich  zutage,  weil  sie  sich  infolge  der  Hebelübereetzung  sowie 
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der  Qegenläufigkeit  des  Diagrammblattes  und  des  Schreibstiftes 
(in  der  Schwingebene)  vergrößert  au&eichnen.  Laßt  man  diesen 
Stirnseitenindikator  die  Schwingungsbewegung  bei  zwei 
Ausläufen  in  verschiedenen  Drehrichtungen  aufzeichnen»  so 
entsteht  ein  Zug  sich  überlagernder  Ausschlagkurven  nach  Fig.  134, 
deren  S3nnmetrielinie  die  Fehlerebene  angibt,  wenn  man  sie  in 
bekannter  Weise  auf  den  Versuchslaufer  projiziert« 

Zur  Beobachtung  der  Ausschläge  beim  Auswägen  des  Fehlers 
ist  am  Schwinglager  ein  Zeiger  Z  angebracht  (Fig.  135),  der  auf 
einer  in  der  Höhe  verstellbaren  Schreibtafel  T  ihre  Ausschläge 
festlegt.  Das  Äuswägen  (in  der  ermittelten  Fehlerebene)  ist  be- 
endet, wenn  die  Schreibtafelausschläge  verschwinden  oder  einen 
Kleinstrest  annehmen. 

Eine  Übersicht  über  die  Ausführung  der  Maschine  (mit  ab- 
genommenen Stirnseitenindikator  imd  Darstellimg  der 
Anreißvorrichtung  für  die  Übertragung  der  Fehlerebene  auf 
den  Läufer)  bietet  Fig.  136"). 

§  56.  Dynamik  des  Kurbelgetriebes^^). 

Der  ältere  Dampf maschinenbau,  wie  er  aus  den  Händen 
Watts  und  seiner  Nachfolger  hervorging,  kannte  nur  kleine 
Kolbengeschwindigkeiten  von  etwa  1 — 2  m/sek.  Im  Zusammen- 
hang hiermit  war  für  die  Maschinenkonstrukteure  wenig  Anlaß 
vorhanden,  sieh  mit  der  Massenwirkung  eingehender  zu  befassen. 
Allerdings  besitzen  wir  in  Poncelets  Mecanique  appliqu^e  aux 
machines  1829  eine  vollständige  dynamische  Theorie  des  Kurbel- 
getriebes, nachdem  schon  Navier  und  Coriolis  in  derselben 
Richtung  gearbeitet  hatten.  Doch  mußten  erst  die  Anforderungen 
der  Praxis  sich  bemerkbar  machen,  ehe  die  Ideen  der  Theoretiker 
Eingang  in  die  Konstruktionsbureaus  fanden. 

Zuerst  gab  der  Lokomotivbau  Anlaß  zur  Berücksichtigung 
der  Trägheitswirkungen.  Dann  war  es  die  Berechnung  de# 
Kurbel-  und  Gatterzapfen  bei  Sägegattern,  die  mit  Bücksicht 
auf  die  schwingenden  Massen  durchgeführt  und  in  der  Z.  d.  V. 
d.  Ing.  1862  erstmalig  veröffentlicht  wurde. 

Die  allgemeinere  Berücksichtigung  der  Massenwirkimgen  im 
ausführenden  Maschinenbau  datiert  aber  erst  vom  Jahre  1867, 
in  welchem  Radinger  im  Anschluß  an  die  Besprechung  einer 
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in  Paris  1867  ausgestellten  Allen  sehen  Dampfmaschine  mit 
5  m/sek  Eolbengeschwindigkeit  seine  berühmte  Theorie  der 
Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit  veröffent- 
Uohte.  Diese  Badingersche  Theorie  gehört  seitdem  zum  stehen- 
den Handwerkszeug  aller  Ingenieure,  obwohl  ihr  zweifellos  ge- 
wisse Mängel  anhaften. 

Nach  dem  Vorgänge  von  Heun,  „Kinetische  Probleme  der 
wissenschaftlichen  Technik*',  besprechen  wir  im  folgenden  den 
Badinger sehen  Gedankengang  unter  Heranziehung  der  La- 
grangeschen Gleichungen  zweiter  Art. 


Flg.  187.    Eorbelgetriebe. 

In  Fig.  137  sei  AB  die  Pleuelstange.  Im  Ejreuzkopf  A  denken 
wir  uns  die  Gesamtmasse  M  aller  nur  hin  und  her  gehenden  Teile, 
Kolben,  Kolbenstange,  Kreuzkopf,  vereinigt,  während  alle  nur 
rotierenden  Teile  (Schwungrad,  Welle,  Kurbelarm)  im  Trägheits- 
momente S  zusammengefaßt  werden.  Hierzu  kommt  bei  Auf- 
stellung der  kinetischen  Energie  des  Getriebes  noch  die  Wirkung 
der  Pleuelstange.  Die  Geschwindigkeiten  v  der  Stangenpunkte 
sind  offenbar  abhängig  von  ihrer  Entfernung  X  vom  Kreuzkopf  A, 
Für  den  Punkt  C  ist 

yi  =  l  Blaß  , 

und  hiermit  wird 

<»  «•=(^M%)*-(S)+-(^'---4:f- 

Hiemach  wird  die  kinetische  Energie  der  Lenkstange: 
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Es  ist  fdm  ==  Jf ^  die  Masse  der  Pleuelstange,  jX  dm  =  äR^ 
ihr  auf  A  bezogenes  statisches  Moment,  JX*  dm  =  6^  ihr  auf 
A  bezogenes  Trägheitsmoment. 

Die  ganze  kinetische  ^Energie  des  Getriebes  schreibt  sich  also: 


(3) 


(.-i,.+.,,(^'-..«^^:f+ie.(^' 


M^) 


2 


Führt  man  noch  die  Beziehungen 

(4)  a:  =  f  (1  -  cosi»)  +  1(1  -  cos/8) 

und 

rsin^  =  2sin/} 

eiuy  so  verwandelt  sich  L  in  einen  Ausdruck  folgender  Form: 

(5)  L^m^)(^)\ 

WO  E  {^)  nur  den  Winkel  ^  als  einzige  unabhängige  Variable  und 
im  übrigen  als  Konstante  die  Massen  und  Trägheitsmomente 
enthält.   Ausführlich  geschrieben  lautet  E  {^) 

EW  =  (Jf  +  M,)  r^sin^^/l  +  J  ^)' 

(6)  {  '^ 

l^  VI    COSß/  COB^  *  Z*  COS*/S 

Dieser  Ausdruck  scheint  zunächst  etwas  verwickelt,  vereizif acht 
sich  aber  erheblich  durch  Einführung  einiger  in  der  Natur  der 
Sache  liegenden  Vernachlässigungen. 

Die  Bewegungsgleichung  der  Dampfmaschine  schreibt  sich 
nach  Lagrange  einfach 

wo  D  das  am  Kurbelzapfen  angreifende  Dampf druckmoment  und 
W  das  von  der  Maschine  zu  überwindende  Widerstandsmoment  ist. 
Badinger  verfährt  folgendermaßen.  Zunächst  denkt  er  sich 
die  Massenwirkung  der  Schubstange  ersetzt  durch  Hinzufügung 
einer  Masse  Mq  zu  den  im  Kreuzkopf  vereinigten  Massen  M  und 


(9)^ 
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Anbringung  einer  Masse  M^  am  Kurbelzapfen.  Hierdurch  ver- 
einfacht sich  die  kinetische  Energie  bedeutend  zu: 

(8)L  =  i[(Jf  +  ifo)r«sin«*(l  +  ^^)%(0  +  r.if,)](^y. 
Die  Bewegungsgleichung  aber  wird: 

Hier  führt  Badinger   weitere   vereinfachende  Annahmen  ein. 

Zuerst  vernachlässigt  er  in  dem  mit  -tt^  behafteten  Gliede  die 

veränderliche  Größe  gegenüber  der  konstanten  (0  +  r*  M^  mit 
Bücksicht  darauf,  daß  S  das  gewaltige  Schwungradträgheits- 
moment enthält.  Diese  Vernachlässigung  ist  ohne  Zweifel  etwas 
gewaltsam,  da  sie  z.  B.  bei  Einzylindermaschinen  bis  5%  des 
Schwimgradträgheitsmomentes  betragen  kann.  Femer  ersetzt 
Badinger  die  in  Wirklichkeit  veränderliche  Winkelgeschwindig- 

dt 

GUed  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung.  So  geht  die  strenge 
Gleichung  in  folgende  Gestalt  über: 

(10)  e|?  -  -i,«  +  ifj^{r..i...(l  +  ^  ^^yi+D-W. 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist  nichts  anderes  als  der  Badin  - 
gersche  Beschleunigungsdr uck  der  hin  und  her  gehenden 
Massen,  der  mit  dem  Tangential  -  Dampfdruckdiagramm 
kombiniert  wird.  Dieses  kombinierte  Tangentialdruckdiagramm 
benutzt  nun  Badinger  zur  Ermittlimg  des  Schwungradgewichtes, 
indem  er  die  Größe 

B^,  -  -i<3f + «4f  ..in.*(i  +  r  .-«)■}»; +i,  -  w 

als  Punktion  von  d  graphisch  aufträgt  und  das  Integral 


keit  -TT  diu'ch  die  mittlere  (o^  und  schreibt  das  mit  ihr  behaftete 


♦>i 
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bildet,  d.  h.  er  planimetriert  den  größten  Fläehenüberschuß 
des  kombinierten  Tangentialdruckdiagramms  und  dimensioniert 
das  Schwungrad  so,  daß  bei  Eintritt  der  diesen  Überschuß  ent- 
sprechenden Zunahme  an  kinetischer  Energie  des  Schwimgrades 
die  Winkelgeschwindigkeitszunahme  ein  vorgegebenes  Maß  nicht 
überschreitet.  Zweifellos  wohnt  diesem  Gedankengange  ein  hohes 
Maß  von  Anschaulichkeit  inne,  dem  es  in  erster  Linie  zu  danken 
ist,  daß  heute  jeder  Ingenieur  diese  Methode  beherrscht;  doch 
kann  man  das  Radinger  sehe  Verfahren  nur  als  eine  erste  An- 
näherung betrachten. 

Zunächst   ist   die   zur   Schwungradberechnung   erforderliche 
Annahme,  daß  die  den  Kurbelwinkeln  &i  und  ^g  (^g- 13^)  zu  Be- 


Flg.  138.    Tangentialdrnck-  und  QeschwindlgkeitBdiagramm. 

ginn  und  Ende  jener  größten  Überschußfläche  entsprechenden 
Winkelgeschwindigkeiten  cü^  und  cog  die  beiden  eminenten  Werte 
der  Winkelgeschwindigkeiten  für  die  Umdrehimg  seien,  in  keiner 
Weise  begründet,  und  noch  bedenklicher  ist  die  weiters  erforder- 
liche Annahme,  daß  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  von  co^  und  co^  sei.  Um  die  hiermit 
zusammenhängende  Definition  des  Ungleichförmigkeits- 
grades 


(11) 


=  2 


(Ol  —  ft>2 
Ö>1  +  Ö>2 


auf  eine  genauere  Grundlage  zu  stellen,  wird  daher  von  Heun 
eine  neue  Definition  von  co^  vorgeschlagen,  die  an  die  strengere 
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Lagrangesche  Formel  anknüpft,  und  zwar  aus  dem  Grunde, 
weil  die  Badingerschen  Vemachlässigimgen  sämtlich  eine  un- 
nötige Vergrößerung  des  Schwungrades  zur  Folge  haben;  es  ist 
daher  für  den  Maschinenbau  ökonomischer,  mit  der  genaueren 
Formel  zu  rechnen,  die  in  der  praktischen  Anwendimg  keines- 
wegs mehr  Schwierigkeiten  bietet  als  die  Badingersche  Nähe- 
rungsformel. 


Diese  Definition  lautet 


(12)  cü^  =  2;r: 


d^fE'iß) 


0 

Hier  ist  E  (#)  uns  bereits  bekannt,  während  Lq  der  Wert  der 
kinetischen  Energie  für  ii^  =  0  ist.  Auf  die  Einzelheiten  der 
He  un sehen  Darstellung,  die  sich  vor  allem  auf  die  rationelle 
graphische  Auswertung  des  Integrals  in  (12)  beziehen,  sowie  auf 
die  für  den  Dampfmaschinenbau  äußerst  wertvollen  praktischen 
weiteren  Darlegungen  von  Badinger,  wollen  wir  hier  nicht 
eingehen;  es  sei  bezüglich  dieser  Dinge  auf  die  Originalwerke 
verwiesen. 

§  57.  Der  Sehiicksche  Massenansgleieh  ^^). 

Im  innigsten  Zusammenhang  mit  der  Entwicklung  des 
modernen  Schnellbetriebes  steht  auch  der  namentüch  für  den 
Schiffsmaschinenbau  wichtige  Massenausgleich  der  Kolben- 
maschinen. 

Schon  um.  die  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  hatte  Lechatelier 
die  Bewegungsstönmgen  der  Lokomotive  studiert  und  die  Be- 
dingungen für  ihre  Beseitigung  angegeben.  Seine  Theorie  wurde 
von  Villarceau  weitergebildet,  während  Bedtenbaoher  und 
Bösal  die  mit  den  Bewegungsstörungen  zusammenhängenden 
Schwingungen,  besonders  die  des  Oleisgestänges  und  Lokomotiv- 
rahmens untersuchten. 

Schwingungserscheinungen  waren  es  auch,  die  im  Schiffsbau 
die  Aufmerksamkeit  auf  die  störenden  Massendrücke  der  Maschine 
lenkten.  Bei  den  kleineren  langsam  fahrenden  Dampfschiffen  der 
älteren  Zeit  waren  Schwingimgen  unbekannt  geblieben,  weil  die 
Frequenz  der  von  der  Maschine  auf  das  Schiff  ausgeübten  Impulse 
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wesentlich  kleiner  war  als  die  Eigenschwingungszahl  des  kurzen, 
steifen  Schiffskörpers.  Die  Schnellbetriebsentwicklung  führte 
aber  zu  immer  rascher  laufenden  Maschinen  und  gleichzeitig  zu 
immer  größeren  Schiffskörpern.  So  wurde  die  Frequenz  der 
Impulse  der  Maschinen  immer  mehr  erhöht  und  die  Eigen- 
schwingungszahlen der  Schiffskörper  immer  mehr  herabgesetzt, 
so  daß  bei  den  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  ausgeführten  ersten 
Schnelldampferbauten  die  elastischen  Schwingungen  des  Schiffes 
in  Resonanz  mit  den  Antriebsschwingungen  der  Maschine 
kamen.  Die  hiermit  verbundenen  Erzitterungen  des  gesamten 
Schiffskörpers  stellten  aber  den  dauernden  Zusammenhang  seiner 
Konstruktion  ernstlich  in  Frage.  Zum  erstenmal  traten  derartige 
Schwierigkeiten  bei  der  Inbetriebsetzung  der  Schnelldampfer 
Campania  und  Lucania  der  Cunard-Linie  hervor.  Schon 
vorher  hatten  hervorragende  Schiffbauingenieure,  wie  Schlick 
xmd  Kleen,  auf  die  oben  geschilderte  Gefahr  hingewiesen.  Jetzt 
war  es  wieder  Schlick,  der  zunächst  in  ausgedehnten  Experi- 
mentaluntersuchungen  den  Einfluß  der  Mascbinenbewegimg  auf 
die  Schiffsschwingungen  mit  Hilfe  des  von  ihm  zu  diesem  Zwecke 
konstruierten  Pallographen  studierte.  Er  stellte  fest,  daß  die 
Einwirkung  der  Maschine  auf  den  Schiffskörper  in  hohem  Maße 
von  dem  Orte  ihrer  Aufstellung  abhängig  ist  und  daß  nicht  nur 
die  Massendrücke  selbst,  sondern  auch  ihre  Momente  zu  Schwin- 
gungen Anlaß  geben.  Obwohl  es  nun  immer  möglich  ist,  die 
Maschine  so  aufzustellen,  daß  die  Schiffsschwingungen  ein  Mini- 
mum werden,  schien  es  doch  besser,  die  Maschine  so  zu  bauen, 
daß  die  Massendrücke  und  Massendruckmomente  ihrer 
Getriebeteile  sich  gegenseitig  zerstören  und  Einwirkungen 
auf  den  Schiffskörper  somit  überhaupt  nicht  auftreten.  Dieses 
Ziel  erreicht  zu  haben,  ist  unstreitig  das  Verdienst  Schlicks, 
wenn  auch  schon  vor  ihm  die  Engländer  Taylor  imd  Yarrow 
dem  Ziele  nahe  gekommen  waren. 

Es  entsprach  durchaus  der  Wichtigkeit  der  Schlickschen 
Vorschläge,  daß  an  ihre  Veröffentlichung  sich  ein  heftiger  Patent- 
streit anschloß. 

Wohl  selten  wird  zur  Entscheidung  eines  Rechtsstreites  ein 
derartiges  Rüstzeug  an  Hilfsmitteln  der  wissenschaftlichen  Tech- 
nik zur  Anwendung  kommen,  wie  es  in  den  letzten  Jahren  des 
19.  Jahrhunderts  im  Kampf  um  den  Massenausgleich  von  beiden 

Hort,    Schvringungslehro.    2.  Aufl.  16 
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Parteien  aufgeboten  wurde.  Jedenfalls  aber  hatte  der  mit  der 
Veröffentlichung  der  Gutachten  verbundene  Gedankenaustausch 
zur  Folge,  daß  die  Entwicklung  der  technischen  Dynamik  um 
einen  guten  Schritt  vorwärts  kam.  Die  eingehendste  Darstellung 
der  mit  dem  Schlickschen  Massenausgleich  zu  verbindenden 
Überlegimgen  stammt  von  H.  Lorenz.  Seine  „Dynamik  der 
Kurbelgetriebe"  erörtert  in  erschöpfender  Weise  das  ganze  Problem 
auf  rein  dynamischer  Grundlage. 


Ä| J 


OjC 


.-aug-- , 


Fig.  130.    Sohema  einer  Dreizylinder-Schlffsmaschine. 

Im  letzten  Grunde  reduziert  sich  die 
Forderung  des  vollständigen  Massenaus- 
gleichs auf  die  Erfüllung  folgender  Be- 
dingungen: Die  Bewegungsgröße  der 
Getriebeteile  der  Schiffsmaschine 
und  ihr  Moment  muß  dauernd 
gleich  Null  sein.  Diesen  Satz  wollen 
wir  zum  Ausgangspunkt  unserer  Darstel-  Kg.  i40.    KurbeUretriebe  in 

-  o      o  X  senkrechter  Lage. 

limg  machen. 

Die  Maschine  bestehe  aus  mehreren  senkrecht  angeordneten 
Getrieben  /,  //,  III  (Fig.  139),  von  denen  7  in  Fig.  140  im  Seitenriß 
gezeichnet  ist.  Die  Masse  M  von  Kolben,  Kolbenstange  und  Kreuz- 
kopf denken  wir  uns  im  Mittelpunkt  A  des  letzteren  vereinigt. 
Jfi  sei  die  Masse  der  Pleuelstange  ABy  Jf,  die  Masse  der  Kurbel 
OB  und  ihres  Gegengewichtes  0B'\  8  sei  der  Schwerpunkt  des 
Getriebes. 

Für  die  Koordinate  Xg  des  Schwerpunktes  läßt  sich  jetzt  an- 
schreiben : 
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(1) 


z,{M  +  ifi  +2 Mi)  ^-=  xM  +  f(x  +  kco&ß) dmj^ 

0 


+  I  (x  +  Ico&ß  +  {r  —  q)  C081?)  dm^ 


r 

r 


+  /  (x  +  Zcos/?  +  (r  +  ^)  cos?9)  im^ 

•0 

0 

=  xM  +  xMi  +  coBßfXdm^  +  2  xM^  +  2Zcos)ff  if^  +  2rco8i?  Jfj 

0 

r  f 

—  co&^Qdm^  +  coB^  I  gdm^, 

0  u 

Beachtet  man  jetzt,  daß  M  e^m^  =  äfi^  ^^  statische  Moment  der 

0 

Pleuelstange  in  bezug  auf  den  Kreuzkopf   und  daß  x  -}- 1  cos/3 
+  r  Qoa'&  =  I  4-  r  ist,  so  hat  man 

(2)  x,{M  +  Jfi  +  2 Jfg)  =  x{M  +  M^)  +  coBßmi  +  2{l  +  r)M^. 
Analog  findet  man  für  die  ^-Koordinate  von  S: 

(3)  y,{M  +  M^  +  2Mi)  =  BinßWl, . 

Höchst  einfach  findet  sich  jetzt  die  Bewegungsgröße  des  Getriebes 
nach  den  Koordinaten  Xg  und  y«: 


(4) 


A,  =  (M  +  M,+  2M,)  ^^'  =  m,  cos/5^J  . 


Führt  man  hier  die  Beziehungen  ein: 

dx 

dt 

dß  _r  cos^  d^ 

dt  ~  l  cös^  ~dt  ' 


^  r[sinr'>  +  rsin2^Y^  , 


sin/?  =     sin»? 


16* 
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und  die  Vernachlässigungen : 

sin/ScN^tg/ff 


SO  folgt 

A^  =  riM  +  M,)[sinß  +  ^-^sin»^)-^  -  ^,  -sin2*  ^-  , 


(5) 


Ay  =  3»!  cosi? 


d& 
dt 


Die  Bewegungsgrößen  der  weiteren  Getriebe  sehen  ganz  ähnlich 
aus,  nur  daß  die  Kurbelwinkel  um  die  Schränkungswinkel  «2»  ^3  •  •  • 
gegen  d'  vergrößert  sind. 

Bildet  man  jetzt  die  Summen  der  Bewegungsgrößen  sämt- 
licher Gretriebe,  so  findet  man: 


fZ^x  = 


(6)^ 


rsm&^(M  +  ^1)  cosa  +  rco&&^{M  +  -ftfi)8ina 


.2 


+^^sin2d2^(Jtf + M,)co82a  +  !^Uos2i?  V(if +i[fj)sin2a 

8  9 

-  „  ,-^ sin 2i9 2^(3)^1  «"82«      +  „'''^cos2i?2.'3K,  8m2« 


2Z^ 


2^ 


(19 


di» 


d«  ' 


V^y-=[cosd^95J,  cos«  —  sind^äRiSin«]  -j—  . 


also 
und 


dt 
Sollen   nun   die   gesamten    Bewegungsgrößen   verschwinden, 

r^,  =  0 


l^A,  =  0 


sein,  so  muß  gelten: 

'  2:(M  +  M^)cos(x    =0,  2:(M+Mi)ßin(x    =0, 

2(M  +  if,)  cos2a  =  0  ,  ^{M  +  M^)  sin2Ä  =  0  , 

2'3Ri  cosÄ    =  0  ,  2'2Ri  sina    =  0  , 

2*3^1  cos2a  =  0  ,  2'aRi  sin2«  =  0  . 


(7) 


In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Momente  der  Bewegungs- 
größen aufstellen,  z.  B.  für  eine  durch  die  Mittellinie  des  Ge- 
triebes   /    senkrecht    zur    gemeinsamen    Zylinderebene    gelegte 
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Achse  Ol  (Fig.  141).  Hier  treten  dann  die  mit  den  Abständen  der 
Getriebeebenen  multiplizierten  Massen  auf  und  wir  haben  das 
Formelsystem  (7  a) 


(7a) 


2a{M -\- Mi)cosoc    —0, 
2:a(M+  ilf,)co82a  =-0, 
-2'aSKi             cosoc    —  0  , 
^a'Vli             co82(X  =  0  , 

2a{M  +  if,)8ina 
2aWx             sm2A 

M 

-0, 
=  0, 
-0, 
-0. 

hri  L 1 

Fig.  141.    Momente  der  Bewegungsgrößen  der  einzelneu  Getriebe. 


Die  Formelsysteme  (7)  und  (7a)  sind  die  Bedingungen  für  den 
vollständigen  Massenausgleich  erster  und  zweiter  Ordnung. 

Sie  lassen  sich  auch  kurz  in  Worte  fassen:  Die  Massen  der 
hin  und  her  gehenden  Getriebeteile  nebst  den  statischen 
Momenten  der  Pleuelstangen  müssen  sowohl  für  sich 
als  auch  mit  den  zugehörigen  Abständen  der  Getriebe- 
ebenen multipliziert  geschlossene  Polygone  ergeben, 
wenn  die  Winkel  der  Polygone  die  Schränkungswinkel 
der  Kurbeln  oder  ihr  Doppeltes  sind. 

Die  Erfüllung  aller  dieser  Bedingungen  würde  eine  Maschine 
von  mindestens  fünf  Getrieben  erfordern.  In  der  Praxis  läßt  man 
nun  die  auf  die  statischen  Momente  bezüglichen  acht  Gleichungen 
weg  und  begnügt  sich  mit  dem  so  vereinfachten  Ausgleich  erster 
und  zweiter  Ordnung.  Dies  ist  erlaubt,  da  Wirkungen  der  stati- 
schen Momente  erst  in  zweiter  Linie  in  Betracht  kommen.  Die 
so  übrigbleibenden  acht  Gleichungen  lassen  sich  dann  mit  einer 
Vierkurbelmwchine   erfüllen,    Maschinen   mit  weniger   als   vier 
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Getrieben  gestatten  dagegen  den  Massenausgleich  erster  und 
zweiter  Ordnung  nur  teilweise. 

Die  Ausgleichsbedingungen  (7)  und  (7  a)  haben  im  übrigen 
auch  elegante  geometrische  Interpretation  unter  anderem  durch 
Schubert  gefunden.  Hierüber  ist  bei  Lorenz  a.  a.  0.  und  in 
dessen  technischen  Mechanik  zusammenfassend  berichtet. 


§  68.  Theorie  der  Yentilbewegong. 

Die  Bewegung  der  selbsttätigen  Ventile  bei  Kolbenpum- 
pen  wird  durch  Fig.  142  gekennzeichnet,   welches  die  Ventil- 


^  ^    W  60   80  100  120  no  160%^  ^ 
Fi«.  142.    VentUerhebungsdiagramm. 


^wwAi. 


Fig.  143.   IndikatoTdiagramm  der  Pumpe. 


erhebung  &  in  Abhängigkeit  von  dem  Kurbelwinkel  9?  =  a>^ 
darstellt. 

Neben  dem  Ventilerhebungsdiagramm  ist  noch  das 
Indikatordiagramm  des  Kolbenkammes  wichtig,  welches 
häufig  eine  Gestalt  nach  Fig.  143  zeigt. 

Die  auffälligste  Erscheinung  an  der  Ventilerhebungskurve 
sind  neben  ihrer  Unsymmetrie  die  Eröffnungsverspätung  b^ 
und  die  Schlußverspätung  ($«,  während  die  Schwankungen  der 
Druck-  und  Sauglinie  des  Indikatordiagrammes  von  ebenso 
häufigen  wie  imangenehmen  Ventilwirkungen  Kunde  geben. 

Der  Behebung  namentlich  der  Druckschwankimgen  und  der 
mit  ihnen  oft  verbundenen  Geräuschwirkung  beim  Schließen  der 
Pumpenventile  sind  zahlreiche  theoretische  und  experimentelle 
Arbeiten  gewidmet,  durch  die  wir  heute  eine  ziemlich  weitgehende 
Einsicht  in  das  Wesen  der  Ventilbewegung  besitzen.  Es  ist  aber 
noch  nicht  gelungen  für  so  auffallende  Eigenschaften  der  Ventil- 
bewegung, wie  die  beiden  Verspätungen,  einfache  Ansätze  zu 
finden,  durch  die  man  die  Winkel  b^  und  5,  etwa  ähnlich  wie  die 
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Phasenverschiebungswinkel    eines     gewöhnlichen     erzwungenen 
Schwingungsvorganges  berechnen  könnte. 

Zweifellos  sind  .die  für  gewöhnlich  federbelasteten  Ventile 
schwingungsfäMge  Körper,  und  die  von  der  Kolbenbewegung 
beruhende  Einwirkiuig  auf  sie  ist  eine  periodische;  trotzdem  ver- 
sagen hier  die  üblichen  Integrationsmethoden  der  Schwingungs- 
theorie so  gut  wie  völlig  ihren  Dienst,  und  es  bleibt  nur  übrig, 
an  Hand  der  Differentialansätze  der  Lösung  der  Aufgabe  schritt- 
weise und  mit  Annäherung,  unter  ausgiebiger  Benutzung  von 
Versuchen,  nahezukommen. 

Der  erste  Schritt  zur  Untersuchung 
der  Ventilbewegung  beruht  auf  der  An- 
nahme, daß  das  Ventil  masselos  und  un- 
belastet sei. 

Mit  den  Bezeichnungen  der  Fig.  144 
und 

^         "  2        ' 


findet  sich  der  Ansatz: 


(1) 


faC,  =  .UCaüh  +  f, 


dh 
dt 


FiK.  144.    Schema  einer 
Pampe. 


d.  h.  die  durch  den  Ventilsitzquerschnitt  fa  strömende  sekund- 
liche Wassermenge  faC,  muß  gleich  der  durch  den  Ventilspalt 
üh  strömenden  Menge  fiCaUh  vermehrt  um  den  von  dem  auf- 

dh 
wärtsgehenden  Ventil  freigegebenen  Raum  fa  , .  sein,  wobei  die 

Spaltgeschwindigkeit  Ca  und  die  Ausflußzahl  (Jl  als  unverändlich 
angenommen  sind. 

Da  weiter  auf  Grund  der  Kontinuitätsgleichung 


(2) 


faCg  =  Fu  =  Fro)  sino)  i 


sein  muß,  so  findet  sich  sofort  aus  (1)  und  (2)  eine  Differential- 
gleichung für  den  Ventilhub 


(3) 


dh 
fi  Ca  Uh  -{-  fa  r:  =  F  r  0)  sin  w  i  . 

dt 
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Merkwürdigerweiae  ist  diese  Gieichimg  in  der  Literatur  mehrfach 
dazu  benutzt  worden,  die  Winlutl  \  und  fi,  abzuleiten.  In  Wirk- 
lichkeit iet  dies  nicht  angängig,  da  unsere  gemachten  Annahmen 
die  Möglichkeit  von  Eröffnunge-  und  Schluß  Verspätungen  ja 
überhaupt  ausschließen. 

Die  Lösung  der  Differentia^leichung  (3)  ist: 


(4) 

»^  „.^,  (.-'  +  »..>»- 

mit 

.^7   „..d    ™  =  '--^ 

Trägt  mau  ihre  Aussage  für  eine  gegebene  Pumpe  graphisch 
auf,   so   ergeben   sich   für   die    Ventilhübe,    Ventilgeschwindig- 
keiten  und  Ventilbeschleunigungen  Schaulinien,   deren   Verlauf 
mit  der  Wirklichkeit 
nur  sehr  wenig  über- 
einstimmt. 

Um  zu  aussichts- 
volleren Ansätzen  zu 
gelangen,  ist  es  not- 
wendig, auf  die  wirk- 
lichen Eigenschaften 
des  Ventils  und  die 
seine  Bewegung  be- 
herrschenden Fliissig- 
keitestr&miuigen  ein- 
zugehen,  wobei   wir 

■^,    ,..    ^  ^  . ,  ^  .  ^or    allem    die    bis- 

Fig.  110.    Eraltwlrkungen  am  PnmpenventJl,  ,      .      „ 

henge  Voraussetzung 
unveränderlicher  Spaltgeschwindigkeit  Co  und  AusfluB- 
ziffer  ,"  fallen  lassen. 

Nach  Fig.  145  setzen  sich  die  am  Ventilkörper  angreifenden 
Kraftwirkungen  wie  folgt  zusammen: 

(5)  ■^'-^  +  TP+  «*(Ao  +  Ä)  +  3f  !7  =  P,  -H>  . 

Hier   bedeutet  P,  die   in   der   Strömungsablenkung   beruhende 
Wirlnmg  im  Betrage  von 


(6) 

und 

(6a) 
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dt 


die  Summe  der  Flüssigkeitsreibung  und  des  Führungswiderstandes 
der  Ventilbewegung,  während  D  die  Gesamtwirkung  des  Wasser- 
druckes umfaßt ;  es  setzt  sich  D  aus  mehreren  Teilen 

(7)  D=Da-Di--  A 
zusammen,  die  wie  folgt  erklärt  sind: 

(8)  Da  ^^  Pafa  =  Wasserdruck  auf  di^  obere  freie  Ventilfläche, 

(9)  Di  =  Pifi  =  Wasserdruck  auf  die  untere  freie  Ventilfläche 

b 

(10)  2>,  =jp  Udx=^  Wasserdruck  auf  die  Spaltfläche.  Vgl.  Rg.  146. 

0 

Hiemach  haben  die  Druck-  und  Strö- 
mungsverhältnisse  im  Ventilspalt 
einen  Einfluß  auf  die  Ventilbewe- 
gung, der  zunächst  festgestellt  wer- 
den soll. 

Nach  Fig.  146  herrschen  in  der 
Fläche  üh  des  Längsschnittes  X — X 
die  Spaltgeschwindigkeit  c  und  der 
Druck  p . 

Betrachten  wir  die  Strömungen 
im  Längsschnitt  X — X  und  im  Außenschnitt,  so  gilt  für  sie  die 
Kontinuitätsgleichung:  Menge  durch  den  Außenschnitt  =  Menge 
durch  X — X  vermindert  um  die  Ventilverdrängung,  d.  h. 

(11)  CahU  ^chU-(b-x)^  . 

n 

Für  da«  Druckgefälle  im  Spalt  von  innen  nach  außen  gilt  die 
allgemeine  Strömungsgleichung: 


^§5§: 


imm^x^xm^  ^\^^\^ 


S^ 


Fig.  146.     Zur  Strömnng  durch  den 
Ventilspalt. 


(12) 


g  dp       de       de         Sc 

y  dx        dt       dt  dx 


Durch  Auflösung  von  (11)  nach  c  und  partielle  Differentiation 
findet  sich: 
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(13) 


(dhyb- 
\dt)      h* 


de  _  äca      d*h  b  —  z      /dA\*  b  —  x 

de dh     1 

Sx  dt     h 


Führt  man  diese  Ansätze  in  (12)  ein  und  integriert,  so  erhält  man : 
„..      g  ,  ,         (de,  ,  d^h  b       dh  ea\      (dhy  x» 

(14)  ^-(p. - p) = x(^ +aj,j- -ii j)  -  y  2Ä*  • 

Für  X  =  by  p  =i  p^  liefert  diese  Gleichung  einen  Zusammenhang 
zwischen  pi  imd  Pa,  durch  den  z.  B.  Pi  als  eine  Funktion  der 
Ventilbewegung  und  der  Spaltgeschwindigkeit  c«  festgelegt  wird, 
wenn  pa  als  gegeben  angenommen  werden  kann.  Im  Falle  das  be- 
trachtete Ventil  ein  Druckventil  ist,  wird  man  Pa  ak  Pressung 
im  Druckraum  ansehen  können,  deren  Schwankungen  bei  richtig 
bemessenem  Windkesselraum  nur  klein  sein  können,  so  daß 
Pa  als  unveränderlich  zu  betrachten  ist. 

Handelt  es  sich  andererseits  um  das  Saugventil,  so  wird  man 
Pa  durch  Pi  ausdrücken  imd  so  die  ebenfalls  annähernd  unver- 
änderliche Pressung  pi  im  Saugraum  als  gegeben  ansehen. 

.  In  gleicher  Weise  kann  man  auch  p  durch  Pa  oder  Pi  ausdrücken. 

Jedenfalls  gewinnt  man  nach  Eintragung  der  gewonnenen 
Drucke  in  (8),  (9),  (10)  bzw.  (7)  und  von  da  in  (5)  eine  Differential- 
gleichung, die  nur  noch  die  mit  der  Zeit  veränderlichen  Größen 
h  und  Ca  enthält. 

Wir  bezeichnen  sie  abgekürzt  mit 

/,^v  ^/d^Ä     dh     ,     dCa       \ 

worin  als  Festwerte  noch  folgende  Größen  vorkommen: 

Ventilmasse  M  (Konstruktionsgröße) 

Flüssigkeitsreibungszahl 

(Dämpfung)  B  (Versuchsgröße) 

Coulombsche  Reibung  jrR  (Versuchsgröße) 

Federungszahl  a*  (Versuchsgröße) 

Vorspannung  «'Äq  (Versuchsgröße) 

Ventilspaltbreite  b  (Konstruktionsgröße) 

Saug-  oder  Druckraum- 
pressung        Pi  resp.  Pa  (Versuchsgröße) 
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Kolbenquerschnitt  F  (E[onstraktionsgröße) 

Kurbelarm  r  (KoDstruktioDSgröße) 

Drehzahl  (o  (Versuchegröße) 

Spezifisches  Gewicht  der 
Flüssigkeit  y  (Versuchsgröße) 

Beschleunigung  der  Erd- 
schwere g  (Versuchsgröße) 

Mittlerer  Spaltumfaug     TJ  (Konstruktionsgröße). 

Zu  dieser  eigentlichen  Ventilbewegungsgleichung  tritt  noch  die 
Westphalsche  Gleichung  (I),  die  die  Kontinuität  der  Flüssig- 
keitsbewegung im  Spalt  sichert.  Sie  enthält  an  Veränderlichen 
außer  h  imd  c«  noch  die  Ausflußziffer  fiy  so  daß  für  drei  Variable 
A,  Cay  fi  nur  zwei  Differentialgleichungen  zur  Verfügung  stehen. 
Zur  Lösung  der  Aufgabe  ist  also  sichtlich  die  Vervollständigung 
des  Versuchsmaterials  notwendig,  wozu  sich  an  Hand  unserer 
Ansätze  gute  Gelegenheit  bietet,  wenn  man  die  der  Beobachtung 
leicht  zugängliche  Ventilbewegung  h  in  den  Differentialgleichungen 
als  gegeben  ansieht,  so  daß  man  zwei  AjQsätze  zur  Ermittlung  von 
Ca  und  /i  erhält.  Damit  ist  man  aber  auf  eine  leicht  lösbare  Auf- 
gabe geführt,  wegen  deren  Behandlung  wir  auf  die  Literatur  ver- 
weisen*®). 
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§  69.  Techmsehe  Anwendungen  des  Doppelpendels. 

Unter  einem  Doppelpendel  wollen  wir  die  Vereinigung  von 
zwei  physikalischen  Pendehi  verstehen,  die  so  vorgenommen 
ist,  daß  der  Aufhängepunkt  des  zweiten  Pendels  auf  der  Ver- 
bindungslinie von  Aufhängepimkt  und  Schwerpunkt  des  ersten 
Pendels  liegt.  Im  übrigen  sollen  die  Pendel  sich  nur  in  einer  und 
derselben  gemeinsamen  Ebene  bewegen  können. 

In  der  Fig.  147  seien  A  und  A^  die  Drehpunkte  der  einzelnen 
Pendel,  8  und  S^  ihre  Schwerpunkte. 

Die  Massen  der  Pendel  seien  M  und  Jf^,  ihre  auf  die  Schwer- 
punkte bezogenen  Trägheitsmomente  O  und  S^,  Dann  ergeben 
sich  die  Trägheitsradien  X  und  X^  aus  den  Gleichungen 

(1)  e  =  X^M'y      e^=x\M^. 
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niL  StUmuttinngtn  mit  mthmtn  Fmhätcgndeii. 


fimxMtittini  vmn  jt*zt  ditt  »vi  A  rtsp.  A^  bezogeim 
tofftn^itiUt  mit  ^4  pwp.  ^j,,  «o  bat  man: 


Die  Abstände  von  <r  bz^'. 
i7i  in  den  in  der  Fig.  147 
gezeichneten  Punkten  T 
hsw,  Ti  von  A  bzw.  A^ 
definieren  wir  jetzt  durch 
den  Ansatz: 


(3) 


KT 


Zur  Aufstellung  der 
Bewegungsgleichungen 
ist  die  Kenntnis  der 
kinetischen  Energie  L 
des  Systems  erforderlich. 
Wir  setzen  diese  zusam- 

mtm  aus  d«m  kinetischen  Energien  der  beiden  einzelnen  Pendel. 

Vür  (Uh  itmU^  Pendel  ist: 

J)io  kinotische  Energie  L^  des  zweiten  Pendels  setzt  sich  zusammen 
aus  <lw  Energie  Lt^  infolge  von  Schwerpunktsbewegung  und  aus 
din»  Enorgic  Ls  infolge  von  Drehung  um  den  Schwerpunkt.  Letz- 
U^r^  hat  die  Koordinaten: 

{Xi^a  sin«?  +  «.  sino^i  , 
y^  =  acosfyo  -f  a^  coscpi  ' 

UU^rmli  «Tgibt  sich  die  Energie 

dyi\ 
dt 

wird. 


(fO 


L., 


'«.{för+Cü')'} 


(ß) 


/ 


'it 
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Die  Lagraugeschen  Bewegungsgleiohungen  werden  nun  mit 
Unterdrückung  der  vorgeschriebenen  Differentiationen: 

{Mo^  +  Jltfi  a«)  ^^  +M,a8,  cos  ((p  -  <f,)  ^^"^^ 


(7) 


d<2    '      '      *     ^'        '^^  di 


2 


+  Jlf j  a «i sin (7?  -  (p^)  \-^j  -  ä;,,  , 


,2^Vl    ,    .^  ..  ^V 


^^"'^  d^"^^*^**  ^^fCOs(99-9^i) 


—  Jf  j  a  «i  sin  (9?  —  9^1)  y-^j  =  ä:,^,  . 


Hier  sind  noch  die  Kraftmoraente  ktp  und  k^p^  zu  berechnen. 
Auf  die  beiden  Pendel  wirken  deren  Schwerkräfte  {M  +  M^)  g 
und  Ml  g .  (Jlf  +  Mj)  g  leistet  in  einem  Zeitelement  bei  kon- 
stantem 9?i  die  Arbeit: 

Mgdy  +M^gdy^ . 

Diese  muß  gleich  sein  der  Arbeit  des  Momentes  k^: 

so  daß  wir  erhalten: 

k^'dq)  =  Mg  dy  +  M^g  dy^  . 

Mit  Hilfe  der  Beziehungen 

y  =  8  cosw  ,      y«  =  a  cosQ?  +  «.  cosor?, 
wird 

(8)  kff  =  —g {Ms  +  Ml  a)  sinq^  . 
Entsprechend  hat  man: 

(9)  k^^  =  —gMiSiSinqPi  . 

Durch  Einsetzen  von  (8)  imd  (9)  in  (7)  entstehen  die  voll- 
ständigen Differentialgleichungen  des  Systems,  die  sofort  die 
Frage  zu  beantworten  erlauben,  unter  welchen  Umständen 
zwischen  den  beiden  Pendeln  keine  Relativbewegung  stattfindet, 
d.  h.  97  dauernd  gleich  qr^  ist. 

Die  Einführung  der  Beziehung  q)  —  (p^  in  die  Differential- 
gleichungen liefert  zwei  einfache  Pendelgleichungen: 

,n  \  ^V  .  g(M8-]-Mia) 

di^       Mo^  -\- M^ar  -\- M^as^ 
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Damit    die    Pendelbewegungen    identisch    werden,    müssen    die 
Längen  der  entsprechenden  mathematischen  Pendel  gleich,  d.  h. 


sein. 

Bezeichnet   man   jetzt   die   reduzierten   Längen   der   beiden 
Pendel  mit  l  und  2^: 


8  «1 


so  berechnet  sich  nach  Gleichung  (10)  der  Abstand  a  der  Auf- 
hängepunkte 

l  —l 

'^M        8 

Genügt  der  Abstand  a  dieser  Bedingung,  dann  findet 
keine  Belativbewegung  zwischen  den  Pendeln  statt. 

Die  vorstehende  Theorie  des  Doppelpendels  stammt  von  Velt- 
mann^^),  der  auch  Gelegenheit  fand,  sie  technisch  anzuwenden. 

Die  Kaiserglocke  des  Kölner  Domes,  die  im  Jahre  1876  ihrer 
Bestimmung  übergeben  wurde,  zeigte  das  merkwürdige  Ver- 
halten, daß  der  Klöppel  beim  Läuten  nur  so  geringe  Pendelungen 
relativ  zur  Glocke  ausführte,  daß  ein  Anschlagen  der  Glocke  über- 
haupt nicht  eintrat.    Als  Veit  mann  die  Glocke  nachrechnete, 

wobei  er  in  Gleichung  (11)  den  Quotienten  -^J-  ^        *   gegen  1 

vernachlässigte,  fand  sich,  daß  l^  —  l  =  65,3  cm  war,  a  =  66,7  cm. 
Hiermit  mußte  die  Glocke  beim  Läuten  in  der  Tat  versagen. 
Andererseits  konnte  man  durch  zweckentsprechende  Abänderung 
einer  der  Größen  l^,  l,  a  die  Glocke  läutbar  machen,  worüber 
Veit  mann  berichtet. 

Weitere  Anwendung  findet  das  Doppelpendel  bei  der  Auf- 
hängung der  großen  Signallatemen  auf  Feuerschiffen. 

Die  Feuerschiffe  machen  im  Seegang  große  Schwankungen, 
vor  denen  die  Laterne  möglichst  bewahrt  werden  soll,  damit  ihre 
Strahlen  für  ein  das  Zeichen  ansegelndes  Schiff  nicht  zeitweilig 
imsichtbar  werden,  wodurch  die  „Kennung"  des  Seezeichens  ver- 
ändert würde.    Man  hängt  deshalb  die  Leuchtapparate  auf  den 
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Feuerschiffen  oardanisch  pendelnd  auf;  das  Doppelpendel  be- 
steht dann  aus  dem  Schiff  als  Hauptpendel  und  aus  dem  kleineren 
Pendel,  welches  vom  Leuchtapparat  repräsentiert  wird. 

Wir  knüpfen  wieder  an  die  Gleichungen  (7)  an  und  fragen, 
ob  es  möglich  ist,  daß  das  zweite  Pendel  seine  Bichtimg  im  Räume 
beibehält,  d.  h.  unter  welchen  Umständen  ^Jj  =  0  ein  partikuläres 
Integral  des  Gleichungssystems  (7)  ist. 

Durch  Einsetzen  der  Beziehungen 

in  die  Gleichung  (7)  entsteht: 


(13) 


{Mo^  +  M,  a«)  ^ g(M8  +  Jf,  a)  sincp  , 


Ml  aÄj 


—  cos^ 


(w)'^^^^ 


=  0. 


Dies  sind  zwei  Differentialgleichungen  für  (p,  die  miteinander 
nicht  vereinbar  sind,  weil  <p  offenbar  nicht  gleichzeitig  zwei  ver- 
schiedenen Differentialgleichungen  gehorchen  kann.  Demnach  ist 
die  Annahme  einer  unveränderlichen  Lage  des  Leuchtapx>arates  im 
Baume  bei  pendelndem  Schiff  unzulässig;  es  ist  unmöglich, 
mittels  eines  Pendels  auf  einem  Schiff  eine  unveränder- 
liche Richtung  zu  schaffen.  Auch  die  Einführung  einer 
Dämpfung  kann  nichts  helfen,  da  durch  diese  erst  recht  Kräfte 
vom  Schiff  auf  den  Leuchtapparat  übertragen  werden,  die  den 
letzteren  zur  Bewegung  im  Räume  veranlassen.  In  der  Tat  hat 
man  die  kleinsten  Schwankungen  der  Laterne  erzielt,  wenn  man, 
aUe  Reibungen  z.  B.  in  der  cardanischen  Anhängung  nach  Mög- 
lichkeit vermeidend,  im  übrigen  der  Laterne  eine  möglichst  große 
Schwingungsdauer  gegenüber  der  des  Schiffes  gab. 

§  60.    Statik  der  Zentrifagalregnlatoren»»). 

Unseren  Betrachtungen  legen  wir  einen  kombinierten  Feder- 
gewichts-Regulator  zugrunde  nach  nebenstehender  Fig.  148. 

Die  kinetische  Energie  des  Systems  setzt  sich  zusammen  aus 
den  Energien  der  Sohwungkugeln  und  der  Muffenbelastung;  die 
Stangenwirkung  wird  vernachlässigt  oder  durch  geeignete  Zu- 
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schlage  zu  den  Sehwungkugeln  und  zum  Muffengewicht  berück- 
sichtigt. 

Der  eine  Schwungkugelraittelpunkt  hat  folgende  Koordinaten 
von  seiner  Ruhelage  aus  gerechnet: 

IX  =  1(1  —  cost)  , 
y  =  (a  +  Zsinr)  COS99  , 
2  =  (a  +  Isinr)  sin  9?  . 

Durch  Differentiation  nach  der  Zeit, 
Quadrieren  und  Addieren  findet  man 
für  die  absolute  Geschwindigkeit  der 
^^^  *     Schwungkugeln: 

,      (dxY      /'^•'^2      ''^-^^ 

Für  den  Weg  des  Muffengewichtes  gilt 
jedoch 

X  =  21(1  —  cost) 

und  demnach 

(S'=--'(S)' 


'+ m-^  (S) 


Fig.  148. 
Schwangkugeliegnlator. 


Jetzt  kann  die  kinetische  Energie  des  Systems  geschrieben  werden : 

'drV 


(2) 


'dt 
dt. 


'+(a  +  isinT)«(^^ 


^<tr- 


)) 


M^  +  4.l^8mH(^^-\  Ml 


wo  &Q  das  Trägheitsmoment  der  Muffe  in  bezug  auf  die  Spindel  ist. 

Die  Kraftmomente,  die  auf  das  System  wirken,  rühren  her 
von  den  Gewichten,  von  der  Feder,  von  der  Eigenreibung  und 
vom  Stellzeug. 

Da^  Moment  der  Gewichte  ist: 

—  (Mi  +  2  Ml)  glsinr  , 
das  der  Federkraft  beträgt: 

—Fl(l  —  cost)  sinT  , 


(3) 
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wenn  die  Feder  für  t  =  0  gerade  spannimgslos  ist  und  J^  ihre 
Spannung  für  r  =  90°  bedeutet.  Die  Momente  von  Eigenreibung 
und  der  Stellzeugwiderstand  sollen  zusammengefaßt  werden  unter 

(R  +  W)l&mT 

und  den  Charakter  einer  Reibung  besitzen.  B  imd  W  werden  zwar 
vomMuffenhub  abhängig  sein,  da  aber  diese  Abhängigkeit  meist  un- 
bekannt ist,  wollen  wir  unter  R  und  W  ihre  Mittelwerte  verstehen. 
Jetzt  lassen  sich  die  Lagrange  -  Gleichimgen  für  die  Begu- 
latorbewegung  hinschreiben.  Wir  wollen  vorläufig  nur  auf  die 
Änderung  des  Winkels  t  bezügliche  betrachten.    Sie  lautet: 

l^(M2  +  4:Mi  sin^z)^  ^  +4i*ifj  sinTCOsrl --j  —  IM^  (a  +  ?sinT)cosT(--J 

-=—{M2  +  2Mi)glsinT-^Fl(l  -  cost)  8inT  +  (Ä  +  W)lsmT  . 

Es  gilt  im  letzten  Gliede  der  rechten  Seite^das  —  Zeichen  für  den 
Aufwärtsgang,  das  +  Zeichen  für  den  Abwärtsgang. 

Zunächst  betrachten  wir  den  Regulator  bei  ruhender  Spindel 

(cdt  ^^'Ji^^'  ?/  ^  o)  und  abgekuppeltem  stellzeug  (F  =  0) 

und  denken  ihn  uns  reibungslos  {R  =  0).  Wir  müssen  jetzt,  um 
den  Regulator  in  seinem  Ausschlag  t  zu  erhalten,  an  der  Muffe 
eine  nach  oben  wirkende  Kraft 

(4)  8  =  {Mi  +  2M^)  +  F(l~  cosr) 

anbringen. 

Diese  Kraft  S,  welche  man  durch  Auswiegen  am  Regulator 
leicht  feststellen  kann,  nennt  man  die  Energie  des  Regulators. 
Es  darf  nicht  übersehen  werden,  daß  Energie  hier  im  Sinne  von 
Kraft  gebraucht  und  in  Kilogramm  gemessen  wird.  Wir  wollen 
zur  Vermeidimg  von  Unklarheiten  die  Größe  8  stets  als  Muffen- 
druck bezeichnen. 

Nun  denken  wir  uns  die  Regulatorspindel  mit  im  Beharrungs- 
zustande laufen,  zunächst  noch  ohne  Stellzeug  und  Eigenreibung. 

dt  d^T 

Dann  ist    -  ==  ^r  --nt  ~  ^  ^"^^  unsere  Gleichung  lautet: 


(5) 


—IM^  (a  +  ^sinr)  cosrl-^J 

=  ~(if2  +  2Mi)glHmT 
— Fl {2  —  cost)  sinr  . 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  1« 
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Diese  Gleichung  sagt  aus :  Im  Beharrungszu- 
stand  hält  die  Zentrifugalkraft  der  Schwung- 
kugeln  dem  Muffendruck  das  Gleichgewicht. 
Bezeichnen  wir  die  Zentrifugalkraft  mit  0,  so 
gilt  offenbar 

C  =  lf,(a  +  ZBinT)(^)* 
[(Jfg  +2Mt)g  +  F(l  —  cost)]  sinr 


(6) 


COST 


und  es  läßt  sich  zu  jeder  Schwungkugelstel- 
lung T  die  Zentrifugalkraft  G  berechnen. 
Trägt  man  diese  Werte  nach  Fig.  149  unter 
den  zugehörigen  Kugelstellungen  auf,  so 
entsteht  die  sogenannte  Charakteristik 
oder  C- Kurve  des  Regulators.  Zu  jedem  C 
läßt  sich  dann  auch  die  zugehörige  Winkel- 
geschwindigkeit w  =  -J\    der  Regulatorspin- 

del  berechnen  und  auftragen. 

Nunmehr  denken  wir  uns  den  Regulator 
Fig.  149.  GharakteriBük   mit  der  Eigenreibung  B  behaftet,  dann  gilt 
des  Keguiators.         f ^  ^j^  Aufwärtsbewegung : 

(7)1  MAa  +  l.u..)(^^^)' 

\  =  [(Jfj  -f  2  M^)  sinr  +  J(l  —  cost)  sinr  -f  B sinr] :  cost  .    , 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  daß  zur  Einleitung  einer  Be- 
wegung der  Muffe  nach  oben  eine  größere  Winkelgeschwindigkeit 
a>  =  o)'  oder  ein  größeres  C  =  C'  erforderlich,  als  beim  reibungs- 
losen Regulator. 
Es  gilt  offenbar 

Cr^C  +  A(r:=C  +  Btgx 
oder 


Das  Verhältnis 


JC"«=jBtgT. 
ACT  _  B 

C~  ^  's 

bezeichnet  man  mit  Fr  und  nennt 

B 

S 


ff  = 
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den  Unempfindlichkeitsgrad  für  die  Eigenreibung.    Für 
die  Abwärtsbewegung  hat  man  analog 

(7^  =  0-   (C"  =  C-ÄtgT 
oder 

JCT'^BtgT  . 

Willkürlich   nimmt  man   jetzt  an,    daß   für  alle  Regulator- 
stellungen 

sei.    Analoge  Betrachtungen  führen  auf  den  Unempfindlich- 
keitsgrad für  den  Stellzeugwiderstand 

_  W 

^.c  -  -^  ; 

aus  £|.  und  e^  setzt  sich  schließlich  der  gesamte  Unempfind- 
lichkeitsgrad des  Regulators 

(8)  B  =  £r-\-e^ 

zusammen. 

Die  Größe  jB  +  W  =  £8  bezeichnet  man  kurz  als  Ver- 
stellungskraft des  Regulators.  Da  bei  den  meisten  Regula- 
toren der  Muffendruck  8  veränderlich  ist,  ist  auch  die  Unempfind- 
lichkeit  veränderlich;  nur  die  Tolleschen  Federregulatoren  haben 
konstanten  Muffendruck. 

Wir  kehren  zurück  zur  C-Kurve  Fig.  149.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten a>o  und  co^  an  den  Grenzen  des  Wirkungs- 
bereiches des  Regulators  benutzt  man  zur  Definition  des  Un- 
gleichförmigkeitsgrades  der  Regulierung: 

(9)  <J  =  2^^7"'^. 

Ist  die  (7-Kurve  gezeichnet,  so  kann  ö  nach  Fig.  149  leicht  ge- 
funden werden: 

c 


f 


5  = 


^m 


Mit  der  eingehenderen  Diskussion  der  C-Kurve,  bei  der  sich 
Gelegenheit  bieten  würde,  zwischen  statischen,  astatischen  und 
pseudoastatischen  Regulatoren  zu  unterscheiden,  wollen  wir  uns 
nicht  befassen.   Jedenfalls  aber  sind  die  bisherigen  Festsetzungen 
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der  labegriff  der  tttatischen  ßegulatottheorie.  Mit  Hilfe 
derselben  pflegt  man  in  der  Praxis  die  Regulatoren  zu  ermitteln, 
wenn  man  nicht  auf  die  Berechnung  überhaupt  verzichtet  und  die 
von  den  Regulatorfirmen  herausgegebenen  Tabellen  zu  Rate  zieht. 
Berücksichtigt  wird  dabei  immer  die  Forderung,  daß  der  Un- 
cmpfindlichkeitsgrad  des  Regulators  größer  sein  muß 
als  der  Ungleiohförmigkeitsgrad  des  Schwungrades 
und  kleiner  als  der  Ungleichförmigkeitsgrad  der  Regu- 
lierung. 

§  61.  Theorie  der  Drehpendeltaehometer. 

Imallgemeinen  sinddieDreh- 
pendeltachometer  nach  den 
gleichen  Grundsätzen  wie  die 
Regler  der  Kraftmaschinen  ge- 
baut. 

Als  neues  Element  kommt 
bei  ihnen  der  Zeiger  und  sein  An- 
triebswerk hinzu,  durch  welche 
die  Ausschläge  des  Fliehpen- 
delsystema  auf  einer  Skala 
(Angabe  der  zugehörigen  Dreh- 
zahl) sichtbar  gemacht  werden. 

Fig.  150»*}  stellt  einen  sol- 
chen Tachometer  mit  gekreuz- 
ten Pendeln  dar.  Die  Pendel- 
ausschläge werden  durch  einen 
Schwinghebel  mit  gewichtsaus- 
geglichenem Zahnsegment  auf 
das  Getriebe  Z  übertragen.  Des- 
sen erste,  durch  den  Mittel- 
punkt de  BSkalengehäuscsgehende 
Achse  trägt  den  Zeiger,  die  letzte, 
ins  Schnelle  übersetzte  Achse 
trägt  einen  Luftdämpter- 
flügel.  Die  der  Zentrifugal- 
kraft entgegenwirkende  Feder 
ist  als  ebene  Spirale  ausgebil- 
det. 


§  61.    Theorie  der  Drehpendeltachometer. 
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Es   sei  1 — 1  nach  Fig.  151   die  Lage   der  einen  Hälfte  des 
Pendelkreuzes  bei  spannungsloser  Feder. 

g  ist  das  Gewicht  sämmtlicher  vier  Pendelmassen  zusammen, 
cdie  Federungszahl  von  /in  cmkg(27i)^^,  also  das  Federkraft- 
moment in  cm  kg,  bezogen  auf  die  Ein- 
heit des  Umfanges  des  Einheitskreises. 

Ist  das  Kreuzpendel  völlig  ge- 
wichtsausgeglichen, so  ist  im  statio- 
nären Drehzustand  ötets  das  gesamte 
Zentrifugalkraftmoment  gleich  dem 
Federkraftmoment 


(1) 

Hier  ist: 


31  c  =  Cl* cos öc  , 


i^'^S 


YiK.  161.   Koordinaten  des 
Drehpeudeltachometen. 


29 


sina  cos 


näö) 


2 


Also  wird: 

(2)  4  if  c  = 

und  mit 

(3)  Mf  =  c(oc  -  ao) 

und  unter  Auflösung  nach  der  sekundlichen  Drehzahl  n 


(4) 


n  — 


•>^  .'ex      I     «^ 


6r  sin2a 


Fig.  152.   StabiliUt  und  Instabili- 
tät der  Charal(teri8tik. 


Dieser  Ansatz  führt  nach  graphischer 
Auftragung  zur  Charakteristik  des 
Pendels  und  zur  Frage  nach  der  Sta- 
bilität der  Instrumentanzeiger.  Man 
versteht  unter  Stabilität  in  diesem  Fall 
eine  solche  Lage  des  Instrument- 
werkes, daß  zu  wachsenden  Zeigerstel- 
lungen wachsende  Drehzahlen  gehören. 

In  diesem  Sinne  ist  in  Fig.  152  die  Charakteristik  1 — 1  völlig 
stabil,  2 — 2  auf  dem  absteigenden  Ast  instabil. 

Stabile    Bereiche   erhält    man   also   in   denjenigen   Kurven- 
zweigen, die  ansteigend  sind,  also  bei  Erfüllung  der  Bedingung 

dn 
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Prüft  man  hier  noch  den  Ansatz  (5),  so  findet  man  als  Bedingung 
der  Stabilität, 

(6)  8in2  a  >  2  (a  —  äq)  co82  oc  . 

Im  Bereiche  0  ^  a  ^  -    schreiben  wir  (6) : 

4 

(6a)  tg2a>2(a-ao)> 

welche  Bedingung  für  positive  ä^  stets  erfüllt  ist. 

Jt  TT  *  ^ 

Im  Bereiche  t  ^  ^  ^  9  ^^^^^'^  ^^^  (6)  b^i-    Für  ^  = 
ist  sicher: 

sm—  >  0  . 

Für  größere  ^  ist  zunächst  zu  beachten,  daß  a  niemals  kleiner 
a^ls  ^0  gewählt  werden  kann,  da  sonst  nach  (4)  die  Drehzahl  n 
imaginär  werden  würde,  ä  —  (Xq  ist  also  entweder  Null  oder  posi- 
tiv, folglich  ist  («  — aQ)cos2Ä  im  Bereiche 

Jt  TT 

—  '<  oc  i<   ^ 
2  -  2 

entweder  Null  oder  negativ,  folglich  im  genannten  Bereiche 

sin2  a  >  (a  —  «o)  cos2  a  , 

weil  sin 2^  hier  stets  positiv  oder  Null  ist. 

Für  negative  «q  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

(7)  tg2ai=2(a,  -«o) 

die  Grenze  Oi  =  oc^  zwischen  den  labilen  imd   stabilen  Be  - 
reichen;  für  ä  <  «j  ist  der  Bereich  labil,  für  ä  >  ä^  stabil. 

Die  genannten  Grenzpunkte,  in  denen         =0  ist,  heißen  asta- 
tische Punkte. 

Die  graphische  Auftragung  des  Ansatzes  (4)  liefert  nach 
Fig.  163  •*)  ein  System  von  Kurven,  deren  stabile  Bereiche  in 
dem  nichtschraffierten  Gebiet  liegen.  Von  diesen  an  sich  brauch- 
baren Kurven  zweigen  hat  man  beim  Bau  des  Instrumentes 
dann  denjenigen  auszusuchen,  der  den  Forderungen  großen  Meß- 
bereiches und  proportionalen  Zusammenhanges  zwischen  Dreh- 
geschwindigkeit und  Pendelausschlag  bzw.  Zeigerstellung  am 
nächsten  kommt. 
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Von  diesen  Stabllitätsfragen  abgesehen  sind  die  Drehpendel- 
tachometer  aber  auch  schwingungsfähige  Infitnimente.  Im  all- 
gemeinen  wird  man  bei  Aufstellung  der  Schwingungsgleichung 
das  Verfahren  zu  befolgen  haben,  welches  für  Drehpendelregu- 
latoren im  folgenden  Paragraph  auseinandei^setzt  wird. 


Vig.  153.    Venchlolsna  Parmen  dar  Cbaraktoiletlk  dN  laohometere. 

In  unserem  Falle  gestaltet  sich  die  Entwicklung  des  Schwin- 
gungaansatzes  besonders  einfach.  Wir  erbalten,  ohne  Berück- 
sichtigung der  Widerstände: 

(8)  '■-«^|+e(»-».)-|-^*«,.»„2». 

An  Widerständen  kommt  hier  noch  die  Wirkung  des  Dämp- 
ferflügels hinzu,  die  wir  mit   S  ,-.    proportional  der  Zeiger- 
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gesch  windigkeit  ansetzen,  sowie  die   Coulomb  sehe  Reibung 
+  Ä- 

Im  ganzen  entsteht  also  der  Ansatz: 

l^Od^(x    ,    „da   ,  ö^^    o  .   n       .    r. 

g     dt^  dt  2  g  ~~ 

Nach  Übergang  zu  kleinen  Ausschlägen  oi  und  mit  den  Abkür- 
zungen : 

(9)  1^  =  ö  ;       c  -  Oco^  =  C" 


entsteht 
(10) 


9 


Nach  (9)  ist  mit  c  —  Oco^  <,  0  die  Möglichkeit  dynamisch 
unstabiler  Zustände  nicht  ausgeschlossen,  andererseits  ist  die 
durch  die  Gleichungskonstanten  in  (10)  gegebene  Dämpfung  maß- 
gebend für  die  Unpünktlichkeit  des  Instruments,  d.  h.  für  den- 
jenigen Zeitbetrag,  den  es  gebraucht,  um  nach  Eintritt  einer 
plötzlichen  Änderung  von  o)  in  ö>q  (in  der  Konstante  C  =  c  —  0co*, 
die  dadurch  in  Cq  =  c —  Ocoq  übergeht)  zur  Ruhe  zu  kommen. 
Um  diese  Verhältnisse  beurteilen  zu  können,  haben  wir  die 
Differentialgleichimg   (10)   zu  integrieren,   was  in  geschlossener 

Form  unmöglich  ist.  Die 
Lösung  ist  vielmehr  aus 
einer  Reihe  von  Schwin- 
gungsbögen  zusammenzu- 
setzen, ähnlich,  wie  es  be- 
reits in  §  5  geschehen  ist. 
Zunächst  schreiben  wir 
auf  der  rechten  Seite  von  (10) 

(11)       COCq^CqOCoq  . 

Wir  zählen  nach  Fig.  154 
die  Winkel  ä  als  Strecken 
von  einer  Nullachse  aus 
und  erkennen  «qq  als  die 
Anzeige  des  Instrumentes,  die  bei  der  neuen  Drehgeschwindig- 
keit (Oq  im  stationären  Zustand  eintritt,  wobei  wir  in  (10)  von 


CC(fO 


Fig.  154.    Dftmpfungskurve  eines  Tactiometera. 
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der  Reibung  abgesehen  haben.  Die  Ausgangsstellung  des  Zeigers 
(für  die  Drehgeschwindigkeit  (o)  war 


(12)  a,  = 


COCq 

C 


Berücksichtigen    wir    nun    in    unserer    Differentialgleichung 
die  Reibung,  so  haben  wir  ihren  Betrag,  falls,  wie  wir  annehmen, 

war,  also  mit  a>  <  (o^  plötzlich  von  einer  kleineren  auf  eine  größere 
Drehgeschwindigkeit  übergegangen  wurde,  auf  der  rechten  Seite 
von  (10)  negativ  anzusetzen,  da  die  Reibung  dem  Anwachsen 
der  Zeigerstellung  von  oi^  auf  äq^  entgegenwirkt.  Wir  erhalten 
also  als  Differentialgleichung: 

(13)  0  -^*-^  +  B ^'^  +  Co  «  -  (7o  «0»  -  -ß  • 


Schreiben  wir  hier  rechts 


<:?o(«oo-^j 


und 

R  _ 

«0  0  •     7»        «Ol  > 

^0 

so  haben  wir  ii\(x  =  «qi  diejenige  Zeigerstellimg  <  «oo»  ^^  welche 
die  Instrumentanzeige  imter  Einfluß  der  Reibung  ohne  Vor- 
handensein von  Dämpfung  pendeln  müßte.  In  Fig.  164  gibt  der 
Sinuskurvenzug  1 — 2  die  Zeigerbewegung  wieder,  die  in  ihrem 

oberen  Teil  gestrichelt  ist.   Infolge  der  Dämpfimg  B  -  —  wird  die 

dt 

Zeigerstellung  2  gar  nicht  erreicht,  sondern  nur  2',  von  wo  nunmehr 

ein  zweiter  Kurvenzug  nach  der  Differentialgleichung 

(14)  e^^^  +B^^~  +  Co  «  =  C^  «00  +  i« 

beginnt,  da  die  Reibung  R  jetzt  das  Abnehmen  des  Zeigeraus- 
schlages verhindert,  also  im  Sinne  einer  Vergrößerung  von  x 
wirkt.  Im  übrigen  geht  die  weitere  Bewegung  als  Schwingung 
um  die  Mittellage  äqj  vor  sich  und  erreicht  infolge  der  Dämpfung 
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nach  der  halben  Schwingungsdauer  —  die  Lage  3'  statt  3.    Da 

•  Ji 

W  bereits  innerhalb  der  Unempfindlichkeitszone  infolge  der 
Coulombschen  Reibung  liegt,  so  ist  in  3'  die  Zeigerbewegung 
zu  Ende. 

Es  ergibt  sich  also,  daß  sich  die  Wirkungen  der  Flüssigkeits- 

reibung  B-~  und  der  Coulombschen  Reibung  i2  übereinander 
di 

lagern,  ohne  daß  die  gedämpfte  Schwingungsdauer  r  berührt  wird. 
Indessen  findet  sich  auf  Orund  der  Entstehung  der  Fig.  154, 
daß  die  Unpünktlichkeit  ^  der  Instrumentanzeige  um  so 
kleiner  wird,  je  kürzer  die  Schwingungsdauer  r  und  je  stärker 
die  Dämpfung  ist.  Diese  beiden  Bedingimgen  widersprechen  sich, 
da  die  Schwingungsdauer  t  nach  §  6  mit  wachsender  Dämpfung 
zimimmt.  Der  Ausgleich  der  widesprechenden  Bedingungen  ist 
durch  Untersuchung  jedes  einzelnen  Falles  zu  schaffen,  ebenso 
wie  die  Frage  der  Reibung  R  so  zu  erledigen  ist.  Denn  R  wirkt 
zwar  günstig  auf  die  Pünktlichkeit,  indem  es  mit  der  Dämpfung 
auf  raschen  Stillstand  der  Zeigerschwankungen  hinwirkt;  auf  der 
anderen  Seite  aber  wirkt  es  schädlich  durch  Vergrößerung  der 
Unempfindlichkeitszone  a^j  —  <^oi-  ^^  ^^^  meisten  Fällen 
wird  man  lieber  auf  Pünktlichkeit  zugunsten  der  Empfind  - 
lichkeit  verzichten »fi). 

§  62.  Regulator  und  Kraftmaschine. 

Über  das  Zusammenwirken  eines  Reglers  mit  der  von  ihm 
beherrschten  Maschine  sagt  ims  die  Statik  der  Regulatoren 
nichts.  Hier  beginnt  das  Gebiet  des  Regulierproblems,  d.  h.  die 
Frage:  Wie  bewegt  sich  die  von  einem  Regulator  be- 
einflußte Maschine  bei  einer  Störung  des  Beharrungs- 
zustandes? Diese  Frage  beginnt  zuerst  um  die  Mitte  des 
19.  Jahrhunderts  die  Dampf maschineningenieinre  zu  beschäftigen. 
Die  endgültige  Lösung  stammt  dagegen  aus  dem  Jahre  1877  und 
ist  dem  russischen  Finanzminister  Wisch negradsky®*)  zu  ver- 
danken. 

Wir  knüpfen  an  den  Ausdruck  (2)  der  kinetischen  Energie 
des  Regulators  im  vorhergehenden  Paragraphen  an,  indem  wir 

noch  das  Glied  i^M-r^)    hinzufügen. 


(1)  { 
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Hier  ist  0  das  Trägheitsmoment  des  rotierenden  Teils  der 
ganzen  Maschine,  -^  die  ihre  Winkelgeschwindigkeit.  Da  wir 
das  Übersetzungsverhältnis  von  der  Maschinenwelle  zur  Regu- 
latorspindel =  1  annehmen  wollen,  Ist  ~  auch  die  Winkelge- 
schwindigkeit der  letzteren. 

Unter  (3)  des  vorigen  Abschnitts  war  auch  schon  die  Be- 
wegungsgleichung des  Regulators  für  den  Schwungkugelaus- 
schlag T  aufgestellt.  Es  muß  nun  bemerkt  werden,  daß  für  die 
folgende  Behandlung  das  Reibungsglied  i  {BW)  l  sinr  Schwierig- 
keiten machen  würde.  Wir  wollen  daher  uns  die  konstante  Rei- 
bung durch  eine  veränderliche  ersetzt  denken  und  annehmen, 
daß  hierzu  eine  Ölbremse  am  Regulator  angebracht  sei.  Der 
Kolben  der  Bremse  sei  mit  der  Muffe  verbunden,  so  daß  für  die 
Bremskraft  geschrieben  werden  kann : 

Die  Bremskraft  soll  also  proportional  der  Muffengeschwindig- 
keit sein.  Nach  Einführung  von  kb  in  Gleichung  (3)  des  §  60 
findet  sich: 

^^(Jlf2+4Jfsin^T)       +4i[^ifiSinTC0ST(  — 1  —  Z-äf2(a+ZsinT)cosT(  — 


=  -{M^  +  2Mi)gl&inT -  Fl(l  -  coQT)8mT -  2lB8mH    -   . 

dt 

Für  die  Änderung  der  9?-Koordinate  ergibt  sich  aus  der  gesamten 
kinetischen  Energie  des  Systems: 

(2)  (0  +  ©0  +  (alBmT)^M,)-'^^  =  D~W, 

Hier  bedeutet  D  das  (bei  Kolbenmaschinen  mit  den  Beschleuni- 
gungsdrücken der  hin  und  her  gehenden  Massen  kombinierte) 
Tangentialantriebsmoment,  W  das  von  der  Maschine  zu  über- 
windende Gegenmoment. 

Im  allgemeinen  wird  nun  D  bei  Kolbenmaschinen  abhängig 
sein  vom  Winkel  7%  so  daß  wir  schreiben  können 

(3)  D  =  D,,  +  F(q)  . 
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Dieser  Formel  liegt  die  Vorstellung  zugrunde,  daß  das  Tangential- 
moment  aus  seinem  Mittelwert  Dm  und  aus  einem  periodischen 

Teil  F{(p)  bestehe.  Bei  ledig- 
lich rotierenden  Maschinen  ist 
F{(p)  =  0.  Bei  allen  Maschinen 
werde  nun  der  Mittelwert  Dm 
vom  Regulator  beeinflußt,  so 
daß  zu  höheren  Regulatorlagen 
kleinere  Dm  und  umgekehrt  ge- 
hören; siehe  Fig.  155.  Wir 
schreiben 

(4)  Dm  =  Do-k'T, 

Die  so  vervollständigten  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  bedürfen, 
nun  weiterer  Vereinfachungen,  die  im  wesenthchen  darin  bestehen- 
daß  die  Ausschläge  t,  von  einer  Mittellage  Tq  aus  gerechnet,  als 
klein  betrachtet  werden.  Ebenso  nimmt  man  an,  daß  die  Winkel- 
geschwindigkeit -~  um  ihren  Mittelwert  cOq  nur  wenig  schwanke ; 

Cvt 

mit  anderen  Worten,  man  betrachtet  nur  kleine  Schwingungen 
des  Systems.    Wir  schreiben  in  diesem  Sinne: 

d(p 


Fig.  156.     Schaubild  des  FQUungseiiifliisses 
auf  das  Tangentialdrnckmoment. 


dt 


=   0)q   +   (Ü    . 


Eine  letzte  Vereinfachung  besteht  darin,  daß  in  dem  Ausdruck  jP  (9?) 
CO  =  (ÜQt  gesetzt  und  F  somit  in  eine  periodische  Funktion  der 
Zeit  übergeführt  wird. 

Die  Tragweite  dieser  Vernachlässigungen  läßt  sich  ohne  genauere 
Abschätzung  schwer  beurteilen;  wir  müssen  uns  vorbehalten,  ihre 
Zulässigkeit  durch  Vergleiche  mit  dem  Experiment  zu  prüfen. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nehmen  nunmehr  einfe  über- 
sichtliche Gestalt  an: 


(la) 


Z2(i[f2-|-43fsin2To) 


d^7] 
d? 


IM2  (a  +  /  sintQ  +  l  tj  cosTy)  </>J 


—  2  IM2  (d  +  l  SinTo)  CO  COq 

=  —{M2  +  2Mi)gl{&mTQ  +  »;costo)  —Fl{l  —  cosTo)sinTo 

dfj 


r-  Fl[(l  —  cosTo)  cosTo  +  sin^To]  //  —  25Zsin*To 


dt 
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(2a)  (9^  =  i)o  -  ifcTo  -hf)+  F{(OQt)  -  W. 

dt 

Nach  Einführung  der  abkürzenden  Bezeichnungen: 

m  =  l^(M^  +  4if  sin^To) ;       b  =  25  ^sin^To  ; 

c  =  jP'^[(l  —  co8To)costq  +  sin^TQJ 
+  (Jlfj  +  2 J8f i)  gf  /costq  —  Z^ifj  costq  o)l  ; 

a  =  2  lM^{a  +  Z  sinto)  Wq 

und  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  (5)  in  §  60,  nach 
welcher  sich  die  konstanten  Glieder  in  Gleichung  (la)  aufheben, 
kommt : 

(Ib)  ^_.^.^+fc_  +  ,,^=aa>; 

(2b)  e^'J"  =  _A:/y  +D,  -  ÄJTo  -W+F(io^t)  . 

Wie  auch  der  Regulator  im  einzelnen  beschaffen  sein  möge,  stets 
lassen  sich  zwei  Gleichungen  der  Form  (1  b)  und  (2  b)  aufstellen. 
(Ib)  ist  die  Schwingungsgleichung  des  Regulators,  in 

welcher  m-j—  die  Massenträgheit  der  Regulatorteile,  b  -^j 

Oft  CL  t 

die  Dämpfung  der  Schwingung  durch  die  Ölbremse,  o]  die 
Gewichts-  und  Federwirkungen  darstellt;  aco  ist  die  von 
den  Schwankungen  der  Maschinengeschwindigkeit  herrührende 
Störung  der  Regulatorschwingungen.  Die  Gleichung  (2  b)  für  die 

Maschine   selbst    enthält   in    ß-j.    die   Massenträgheit    der 

rotierenden  Teile;  — krj  stellt  den  vom  Regulator  be- 
einflußten Teil  des  Antriebsmomentes  dar;  die  Größe 
Dq  —  i  To  — W  wird  während  der  Störung  konstant  gedacht. 
Der  veränderliche  Teil  des  Antriebsmomentes  F{cDQt)  fällt  bei 
Turbinen  fort. 

Den  letzteren  Fall  wollen  wir  auch  hier  betrachten. 

Wir  eliminieren  aus  (Ib)  und  (2b)  die  Variable  o>,  indem 
wir  statt  (1  b)  schreiben 

do)  d^rj    ,,d^fj    ,d»i 

dt  dt^  ^      dt  ^     dt 
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und  dies  in  (2b)  einführen: 
(3) 


d^rj       ,  d-Tj    .      dri   .   ka  (Dq  --kT,.  —  W)a 


dt^ 


dt^ 


dt  '  e 


H 


Diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  läßt  sich  leicht  integrieren. 
Man  findet  als  Lösung: 


(4) 


ri  =^e*i*  +  5e«8*  +  (7e«»*  + 


Ar 


Hier  sind  die  (x^,  oc^,  0C3  als  Wurzeln  der  Gleichung  dritten  Grades 

,     «  .    ^ct 

zu  berechnen,  während  die  willkürlichen  Konstanten  A,  B,  C 
sich  aus  dem  bekannten  Bewegungszustand  der  Maschine  im 

Anfang  der  Stönmg  ergeben. 
Hiermit  läßt  sich  die  Stö- 
rungsbewegung graphisch 
auftragen.  Je  nach  dem  Ver- 
halten der  Wurzeln  ^1,^2»  ^s 
sind  verschiedene  Fälle  denk- 
bar. 

1.  Alle  Wurzeln  sind  reell 
und  negativ.  Dann  strebt 
der  Regulatorausschlag  schnell  der  Lage  des  neuen  Beharrungs- 
zustandes zu,  wie  in  Fig.  156  dargestellt  ist. 

Ar 


tw  der  ^ßnmg 


t 


Fig.  156.  Aperiodischer  Ausgleich  einer  Störung. 


t 


Fig.  157.    Gedämpfter  Ausgleich. 


Fig.  158.    Ungedämpfter  Ausgleich. 


2.  Eine  Wurzel  ist  reell  und  negativ,  die  beiden  andern  sind 
konjugiert  komplex,  haben  aber  negative  reelle  Anteile:  Der 
Kegulator  macht  einige  Pendelungen  um  den  neuen  Zustand, 
kommt  aber  bald  zur  Ruhe  "(Fig.  157). 
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3.  Eine  Wurzel  ist  Null,  die  beiden  andern  sind  rein  imaginär: 
Der  Regulator  macht  um  den  neuen  Zustand  andauernde  Pen- 
delungen (Fig.  158). 

4.  Von  den  Wurzeln  sind  zwei  komplex,  die  dritte  ist  positiv 
reell,  oder  die  komplexen  haben  reelle  positive  Anteile:  Der 
Begulator  vollführt  um  den  neuen  Beharrungszustand  immer 
größer  werdende  Schwingungen  (Fig.  159). 

5.  Alle  Wurzeln  sind  reell  und  positiv:  Die  Regulatoraus- 
schläge wachsen  ohne  Pendelungen  unbegrenzt  (Fig.  160). 


ht 


i<t 


t 


Fig.  159.    Instabiler  Ausgleich 
mit  Schwingungen. 


Flg.  160.   InstobUer  Ausgleich 
ohne  Schwingungen. 


Praktisch  brauchbar  von  diesen  fünf  Möglichkeiten  sind 
naturgemäß  nur  die  beiden  ersten;  damit  sie  eintreten,  müssen 
die  Regulator-  und  Maschinenkonstanten  folgende  Bedingungen 
erfüllen: 


(5) 


m>0;       6>0;       c>0; 

mka 


ha 


ß 


r  >0; 


0 


<  bc  , 


wie  sich  aus  der  Ansetzung  der  Hurwitz  sehen  Determinanten 
nach  §  44  mit 

b  c  ka 


ai  = 


a« 


«3  = 


ergibt. 

I4(  Aus  der  zweiten  Zeile  lassen  sich  ohne  weiteres  die  Wisch- 
negradskyschen  Bedingungen  der  Stabilität  der  Regu- 
lierung ablesen: 

1.  Ein  Regulator  ohne  Dämpfung  (6  =  0)  kann  nie  befrie- 
digend regulieren. 
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2.  Ebensowenig  ein  asiatischer  (c  =  0)  oder  gar  labiler  (c  <  0) 
Regulator. 

Es  muß  zugegeben  werden,  daß  die  Regulatorpraxis  auf 
diese  Gleichungen  keine  Rücksicht  nimmt;  dies  geschieht  aber 
nicht  deshalb,  weil  sie  nicht  in  Übereinstimmung  mit  der  Er- 
fahrung sind,  sondern  weil  die  Forderung  eines  möglichst  gleich- 
förmigen Ganges  der  Maschinen  an  sich  schon  zu  so  großen 
Schwungrädern  S  führt,  daß  die  zweite  Gleichung  (5)  immer 
erfüllt  wird,  wenn  überhaupt  eine  Dämpfung  vorhanden  und 
der  Regulator  statisch  ist.  Nun  sind  in  der  Tat  alle  neueren 
Regulatoren  mit  verstellbaren  Ölbremsen  versehen;  ebenso 
hat  man  das  Streben  nach  astatischen  Regulatoren  aufgegeben, 
so  daß  die  Wi seh negradsky sehen  Bedingungen  sozusagen  un- 
bewußt berücksichtigt  werden. 

Zieht  man  im  Falle  der  Kolbenmaschinen  auch  das  Glied 
F{(OQt)  in  Betracht,  so  ist  zunächst  die  Frage  der  Resonanz 
der  Eigenschwingungen  des  Regulators  mit  diesen  Antriebs- 
impulsen auf  zuwerfen.  In  Wirklichkeit  macht  sich  diese  Gefahr 
nicht  geltend,  weil  die  betreffenden  Schwingungszahlen  zu  weit  aus- 
einanderliegen. Die  einzige  Wirkung,  welche  die  Ungleichförmig- 
keit  während  einer  Umdrehung  auf  den  Regler  ausüben  kann, 
besteht  in  kleinen  Schwingungen  der  Muffe  des  letzteren,  die  nur 
nützlich  sind,  indem  sie  die  Empfindlichkeit  des  Reglers  ver- 
bessern; diese  Schwingungen  sind  bekannt  unter  dem  Namen  da« 
Tanzen  des  Reglers. 

Die  Untersuchung  der  Stabilität  der  Regulierung  unter  Wir- 
kung der  Coulombschen  Eigenreibung  und  des  Stellzeug  - 
Widerstandes  +(R  +  W)esinT  an  Stelle    der  Ölbremsen - 

dt 
dämpf ung  B         [vgl.  Ansatz  (3),    §60]  führt  an  Stelle  von 

dt 
Ib  und  2b  auf  folgendes  Gleichungssystem: 

(6)  (9^  +  Ä:v=0, 

(7)  m--^  +  Ci]  =a(o±{R  +  TF)Zsinro  . 

Im  Ansatz  (7)  bleibt  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  der  rechten 

Seite  so  lange  ungeändert,  als  -  -   nicht  durch  Null  geht. 

dt 
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Für  einen  solchen  Teilvorgang  gewinnen  wir  aus  (6)  und  (7) 
die  Differentialgleichung 

deren  allgemeines  Integral  für  die  aus  einer  gegebenen  Störung 
des  Beharrungszustandes  folgenden  Anfangsbedingungen 
zu  spezifizieren  ist: 

Das  so  gewonnene  partikuläre  Integral  gilt  bis  zur  Zeit 

<  =  <i,  zu  welcher  die  aus  ihm  folgende  (Jeschwindigkeit  —-zum 
erstenmal  verschwindet. 

Von  diesem  Zeitpunkt  ab  gilt  wieder  das  allgemeine  Integral 
von  (8),  aber  mit  den  neuen  Anfangsbedingungen: 

t-ti-    v-vi,    ^^-0.    ^^,-    [\ji»)+-     ^ 

In  dieser  Weise  ist  mit  der  Ermittlung  der  einzelnen  Schwin- 
gungsbögen,  die  von  den  Nullpimkten  der  Geschwindigkeit  be- 
grenzt werden,  in  ähnlicher  Weise  fortzufahren,  wie  es  in  §  5  bei 
einer  durch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  charak- 
terisierten Bewegung  geschehen  war. 

Es  ist  auch  möglich,  für  einen  derartigen  Vorgang  die  Kri- 
terien der  Konvergenz  der  Reihe  aufeinanderfolgender  Schwin- 
gungsbögen  aufzufinden,  wie  es  R.  v.  Mises®')  getan  hat,  der  dabei 
auch  die  Beharrungswirkung  des  als  Flachregler  vorausgesetzten 
Regulators  berücksichtigte. 


§  63.  Die  Inertieregolatoren. 

In  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  begann  die  in 
Aufschwung  gekommene  elektrische  Industrie  an  die  Regulierung 
der  Antriebsmotoren  der  elektrischen  Maschinen  bei  vergleichs- 
weise hoher  Umlaufszahl  größere  Anforderungen  zu  stellen. 
Dieser  Umstand  hatte  das  Auftreten  einer  neuen  Klasse  von 
Reglern  zur  Folge,  die  mit  den  Fliehkraftregulatoren  in  erfolg- 
reichen Wettbewerb  zu  treten  begannen.  Es  handelt  sich  hier 
um   die  sogenannten   „B^harrungsregler",   die   auf   dem   schon 

Hort,  SchwinKungslehre.    2.  Aufl.  18 
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Ti^.  161.    Schema  eines  Inertiereglers. 


von  Werner  und  Wilhelm  Siemens  im  Jahre  1845*»)  ange- 
gebenen Grmidsatz  beruhen,  die  bei  Belastungsänderungen  der 
Maschine  auftretende,  auf  eine  frei  mitrotierende  Masse  ausge- 
übte Beschleunigungskraft  bzw. 
ihre  Reaktion,  d.  h.  den  Träg- 
heitswiderstand der  Hilfsmasse, 
als  Stellkraft  zur  Verschiebung 
■j  des  Steuerorgans  des  Motors  zu 
ff  benutzen.  Der  erste  auf  diesem 
Prinzip  beruhende  brauchbare 
Regler  wurde  1891  von  Kum- 
mer, Fischinger**)  und  Leck 
erfunden;  es  sind  ihm  seitdem 
eine   ganze   Reihe   namentlich 

amerikanischer  Konstruktionen 
gefolgt  100). 

Das  Grundsätzliche  der  Einrichtung  eines  Beharrungsreglers 
besteht  in  folgendem:  Auf  der  Maschinenwelle  (siehe  Fig.  161) 
festgekeilt  ist  der  dreiarmige Hebel  OiOO^-  Um  0^  und  0^  drehbar 
angeordnet  sind  zwei  Massen  M^  und  M2 ,  die  bezüglich  0^  und  0^ 

die  Trägheitsmomente  S^ 
und  ©2  haben.  Der  Schwer- 
punkt Si  von  Ml  fällt  mit  0^ 
zusammen,  während  82  =  B 
von  O2  den  Abstand  q  hat; 
die  Hebelarme  OOi  und  00^ 
haben  die  Längen  r^  und  fg. 
Ml  und  Jf  2  sind  durch  die 
Stange  AB  mit  Gelenken  in 
A  und  B  verbunden;  dabei 
soll  Ol  A  =  O2  B  sein.  Im 
übrigen  ist  der  Punkt  C  von 
M2  mit  O3  durch  eine  Feder 
verbunden.  Auf  der  Welle  O 
sitzt  außerdem  das  Maschinenschwungrad  vom  Trägheitsmo- 
mente ß.  Die  ganze  Anordnung  bildet  ein  System  von  zwei 
Freiheitsgraden;  die  beiden  zugehörigen  Koordinaten  seien 
i^  und  ö,  deren  Bedeutung  aus  der  Figur  leicht  zu  ersehen  ist. 
Außerdem  definieren  wir  noch  einen  Winkel  (f  =  0 — '&;  Fig.  162. 


i 

iy 

-4   Ä 

\ 

/dm.    /    1     / 

0^ 

,^ 

X 

— >■ 

Fig.  102.    Die  Koordinaten  des  Inertiereglers. 
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Zunächst  ist  es  erforderlich,  die  kinetische  Energie  des  Systems 
aufzustellen.  Wir  betrachten  hierbei  die  Massen  für  sich;  die- 
selben seien  als  plattenförmige  Körper  ausgebildet,  deren  parallele 
Begrenzungsebenen  auf  den  Drehachsen  Oi  und  O2  senkrecht 
stehen;  ein  Massenelement  heiße  dm.  Bezeichnet  v  die  Geschwin- 
digkeit desselben,  so  ist  offenbar  die  kinetische  Energie  eines  solchen 
Körpers  ^  _  ^  ^^,^^  ^ 

wobei  sich  die  Integration  über  die  Plattenfläche  zu  erstrecken  hat. 
Hat  nun  (siehe  Fig.  162)  dm  die  Koordinaten  zy  in  dem  festen 
Koordinatensystem  XY  und  f  ^  in  dem  sich  drehenden  SH,  so 


i  x=  rcosi? 
I  1/  =  r  sini? 


Für  X  und  y  gilt  aber  (siehe*  Fig.  162) 

-f  f  cos  (i>  -{-  q^)  —  t)  sin  {^  -f  9>) , 
-\-  S  sin  {&  +  q?)  +  rj  cos  {d  +  (f)  , 

Durch  Differentiation  folgt  hieraus: 

^^  =  -rsind*'-  f  8in(^  +  q>)  {&'+  (f') 
dt 

y  =      rcosi>i)'-f  f  cos  (d  +  (p)  (d'+  cp") 
dt 

-  jy8in(*?  +  7^)(»9'+<rO 


(la) 


und  danach  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

(2)  t;«=  r^d'«  +  (f 2+  yf){ß'-\- (py+2r^{»  +  ^0(1  cos^ - 1] sin^)  • 

Die  kinetische  Energie  findet  sich  sodann  zu: 


{ 


+  rii?'(#'+  <pO  {co8<pj^dm  —  Qinq?jri dm)  . 
Angewandt  auf  die  Masse  M^ ,  ergibt  dies  wegen  j^  dm  =jifdm  =  0 
(Ib)  L,  =  -I  r?if,d'^+  4  (9i(d'+  q^V  • 

Für  Jfg  findet  man  dagegen 

(Ic) 


-f  r(&^-\-  q^')iV {acosq'  —  6sin99)J!f2  , 

18* 
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wo  a  und  6  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  82^=  B  bedeuten. 
Der  in  EJammem  {)  stehende  Ausdruck  stellt  die  Projektion  des 
Sohwerpunktabstandes  q  auf  die  Richtung  von  7-2  ^^^  ^^^  kann 
daher  bei  der  WillktirUchkeit  des  Koordinatensystems  der  f ,  t; 
gleich  ^  cos  97  gesetzt  werden.  Somit  wird  die  ganze  kinetische 
Energie  des  aus  Schwungrad  und  Regulator  bestehenden  Systems : 


{ 


Die  Koordinaten  des  Kraftfeldes  der  Maschine  haben  nun 
folgende  Zusammensetzung:  1.  ^  Koordinate:  Fi{9,q))  das 
treibende  Kraftfeld,  abhängig  vom  Kurbelwinkel  ^  und  der 
Relativstellung  97  zwischen  Regulator  und  Maschinenwelle.  Femer 
das  Widerstandsfeld  — W,  welches  als  konstant  vorausgesetzt 
wird,  nebst  dem  Feld  der  Lagerreibung  — a^  —  a  1?'.  2.  Für  die 
^p-Koordinate  hat  man  dagegen  — F^i^)  das  Feld  der  Federkraft 
und  — bq)'  die  Regulatorreibung  nebst  Bremse. 

Den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  L  vereinfachen  wir  durch 
Einführung  der  Abkürzungen: 

ie  +  e,  +  e,  +  r',M,  +  rlM,  =  J,  , 
(5) 


I 


(6) 


(4a)   X  «  4  (Ji  +  2TQO^(p)d'^  +\J%  <P'^  +  («^2  +  2'cos9?) i> >' . 

Die    Lagrangeschen    Differentialgleichungen    der    Bewegung 
nehmen  dann  folgende  Gestalt  an: 

-  2  99'*' T  sin  9) -T  9/2  sin  y)  =  2^1  —W-a^-aü', 

dt{^)  "  %^  ^  ^^'   '"  Tcos9>>,r'+  J,  9/M-  Tsin9..r« 

=  -JFj-69p'. 
Wenden  wir  jetzt  die  Transformation  für  kleine  Schwingungen 

(7)  9?  =  ^Q  -f  £  ;         #'=  £ü  ==  COo  +  ^^ 

an,  so  erhalten  wir 

I  8in9?  =  sin9?o  +  ccos9;o  , 
CO89'  =  cos9'o  --  csin9'Q  . 
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Hierbei  wird  e  positiv  im  Sinne  der  Drehrichtiing  gezählt,  und 
zwar  so,  daß  für  e  =  0  (f  =^  <Pq  wird.  Der  Anfangspunkt  der 
Zählung  der«  ist  damit  gegen 
den  Arm  r^  um  den  Winkel  q^g 
im  Sinne  der  Drehrichtung 
(also  nach  vom)  verschoben. 
Über  die  Winkelgeschwindig- 
keit CD  entscheiden  wir  dann 
so,  daß  im  Beharrungszu- 
stande bei  der  mittleren  Win- 
kelgeschwindigkeit (Oq  die 
Pendelauslenkung  e  =  0  ist. 
Für  einen  Beharrungszustand 
mit  der  größeren  Winkelge- 
schwindigkeit a)Q-\-  A(o  ist 
dann  der  Pendelausschlag  e 
negativ,  wie  sich  sofort  aus 
der  Anordnung  der  Fig.  163 

ergibt.  Bezeichnet  nun  +€q  den  Maximalausschlag  des  Pendels 
nach  vom  oder  nach  rückwärts  und  setzen  wir  Proportionalität 
zwischen  Pendelausschlägen  und  zugehörigen  Winkelgeschwindig- 
keiten voraus,  so  muß  geschrieben  werden: 


Fig.  103.    Inertieregler  von  Mc.  Bven. 


(8) 


CO  =  a>o  +  ^ö>  +  CÜQ  ( 1  —  ö  —  1  . 


d,  h.  für  e  ==  — f©- 

für  €  =  +^0- 
mithin 

(9) 


ö>max  =  ft>o(l  +  ^)  . 
(Omln  =  0>o(l  +  i)  ; 


d  = 


2  Wo 


wodurch  d  als  Ungleichförmigkeitsgrad  des  Regulators  erkannt  wird. 
Aus  (8)  findet  man  noch: 


(8a) 


Jo)  ==  —d 


F. 


fih 


Für  den  Beharrungszustand  ergibt  sich  hier    noch    aus   Glei- 
chung (6)]: 

0==  F-W~ao~  a(Ao)  +  Mq) 


CM«;       .ia>-^^;       .Jco;       e -^^  ;      y 
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oder  i^i  =  W^  +  «0  +  ^(^o  +  ^^)  > 

d.   h.   das  treibende  Kraftfeld  F^  überwindet  den  Nutzwider- 
stand   W  nebst    den   Reibungswiderständen    a^  +  a{(OQ  +  Aü)), 
Aus  der  zweiten  Gleichung  (6)  findet  man  dagegen 

Tsin<ff^'^r^-F2  , 

d.  h.  die  am  Pendel  angreifende  Zentrifugalkraft  hält  der  Feder- 
spannung —  F2  das  Gleichgewicht. 

Wir  kehren  nach  diesen  Festsetzungen  zurück  zur  Trans- 
formationen (7).  Nach  Anwendung  derselben  auf  die  Glei- 
chungen (6)  und  nach  Vernachlässigung  der  kleinen  Größen 
höherer  Ordnung 

dJo)  d*F  ,  ^    V«  ,    de  ,  de         (de\^ 

dt    '        dt*-' 

ergibt  sich: 

=  Fl  —  W  —  ÜQ  —  acüQ  —  aAo) , 

(^*)  \  dAoy  d^€ 

(J2  +  Tco8(po)  —^  -f  Jj  —  +  ^sin^Poö^o  +  2rsin9?oft>o4tü 

-f  Tcos9?oö>5c=— -Fg— 6  t-  . 

In  diesen  Gleichungen  ist  nur  noch  über  ,die  Kräfte  F^  und  — F^ 
Verfügung  zu  treffen.  Um  zunächst  — F^  zu  betrachten,  setzen 
wir  die  zweite  der  Gleichungen  (6a)  für  den  Beharrungszustand  an: 

T sin9?o (dI  +  2T ü)q sin^?^  Ao)  -\-  T ml COS9P0 e  =  —F^  . 

Hier  kann  vermöge  (8a)  Aco  =  —öcoq       gesetzt  werden.    Setzt 

man  den  so  gefimdenen  Ausdruck  für  — F2  in  das  Gleichungs- 
system (6a)  ein,  so  erhält  man: 

(Ji  +  2  T cos<^o)  ^o>'  +  {J%  +  T cos(7;o)  f ''  -  T cOq  sin 7^0  ^-' 
(6b)  ^  +  aAü)  =  W+aQ  +  a(ÜQ  =  F  , 

(J.  +  Tcos^g  Jfr/  -I-  /,  f ''  +  2T^mq:oOjl(—  +d')=0. 
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Was  jetzt  Fl  anlangt,  so  sei  diese  Kraft  zunächst  von  ^  frei  und 
von  (p  bzw.  von  e  linear  abhängig.   Wir  schreiben  daher 

(10)  Fi=M^'^'^^ 


^0 


>> 


i> 


Diesen  Ansatz  interpretieren  wir  folgendermaßen: 

Ist     f  =  — fo  ,     so  ist     J^i  =  0  , 

f  =       0  ,      „    „      Fi  =  M  , 

f  =  +^0,      „    „      F,==2M  . 

M  würde  also  das  halbe  maximale  Drehmoment  bedeuten.  Daß 
mit  wachsendem  e  das  Drehmoment  zunimmt  (umgekehrt  wie 
bei  Zentrifugalkraftregulatoren),  ist  in  den  konstruktiven  Ver- 
hältnissen der  Beharrungsregler  begründet.  Dieselben  ändern  die 
Füllung  durch  Verstellung  des  Steuerungsexzenters.  Dies  wird 
erreicht  durch  Veränderung  des  Voreilwinkels  (und  der  Exzentri- 
zität). Wir  wollen  hier  nur  die  Änderung  des  Voreilwinkels  an 
Hand  der  Fig.  163,  die  einen  Beharrungsregler  nach  dem  Patent 
J.  Mc.  Even^öi)  darstellt,  betrachten.  Derselbe  besitzt  nur  eine 
einzige  Beharrungsmasse  Jfg,  während  M^  =  öj  =  0  ist,  be- 
stehend aus  dem  Körper  ESF.  Og  ist  der  Drehpunkt  desselben, 
O  der  Wellenmittelpunkt,  8  der  Schwerpunkt:  02^  =  ^»  ^^2 
=^  r^,  A  ist  der  Angriffspunkt  der  Schieberexzenterstange.  Man 
erkennt  sofort,  daß  bei  einer  Verlegung  von  Q^S  nach  rückwärts, 
d.  h.  bei  Verkleinerung  von  e,  das  Exzenter  OA  nach  vom  gedreht 
wird.  Es  wird  mithin  bei  steigender  Tourenzahl  der  Voreilwinkel 
vergrößert,  also  die  Füllung  und  damit  das  Kraftfeld  verkleinert. 
Ist  letzteres  tatsächlich  proportional  dem  Pendelausschlag  f, 
so  ist  der  Ansatz  (10)  gerechtfertigt. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  ein  System  von  zwei 
linearen  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten, 
welches  integrabel  ist.    Dasselbe  lautet: 

(Ji  -f  2  T  cos(^o)  ^^'>  +  fit  ^^'^  +  (Jg  +  T cos(7'o)  ^" 


(6c) 


-2T  o)q  pinr/'o  ^''  -  M^  +  W-\-  a«  +  a  o)q  -  iJf  =  0  , 


fo 


(Jg  +  Tcoa(po)  A(o'  +  2  ^sin9Po  ^'>o  *^^  +  ^t  ^''  +  ^  ^ ' 
1^  2  2rsin7ü^'^o      f  =  0 

^0 
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oder  abgekürzt: 

/« jv         I  ^1  ^^'  +  biAoj  +  Ci  €''  +  d^  c'  +  e^  f  +  /x  ==  0  , 
(öd) 


1  «2 


Durch  Elimination  von  Aio  entsteht  schließlich  folgende  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  für  e: 

{J,J,  -  Jl  -  T^cosVo)^  +  {aJ,  +  b(J,  +  2Tcoß<po))^^, 
+  ~{M(J2  +  TcoBcpo)  +  2Tdo)lBm<pQ{Ji  +  2Tco8<Pq) 


(11)  < 


«0 


de      2 

+  aft^o  +  4fo^^^üSin*99o)  ;;^  H  —  rcüo8in9?o{a(Ja>o  +  Jf)  € 

+  2TcüoSin9?o{-äf  —  TT—  Oq  —  ac/j^,)  =  0  . 
Für  den  Behammgszustand  (e'''=-  e"=  e'=  0)  ergibt  sich  hieraus: 

(11a)  M--  ^-  =  W+  ao  +  aa>o  -  ^  a^coy  =  Tf  +  «o  +  a(cüo  +^cü)  , 

d.  h.  das  treibende  Kraftfeld  ist  dem  Widerstandsfeld  gleich. 

Die  Frage  nach  der  Konvergenz  des  durch  (11)  beschriebenen 
Schwingungsvorganges  erledigt  sich  wieder  in  einfacher  Weise 
durch  Diskussion  der  zugehörigen  charakteristischen  Gleichung 
dritter  Ordnung,  wobei  interessante  Beziehungen  zwischen  der 
großen  Anzahl  von  Maschinenkonstanten  zutage  treten.  Die  be- 
züglichenRechnungen  wollen  wir  hier,  da  es  sich  nur  um  prinzipielle 
Gesichtspunkte  handeln  soll,  nicht  durchführen;  es  sei  aber  be- 
merkt, daß  die  von  Stodola  a.  a.  0.^^)  aufgestellte  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  auch  hier  herauskommt,  wenn  man 
in  den  Formeln  (6c)  die  von  Stodola  vorgenommenen  Vernach- 
lässigungen eintreten  läßt.   Diese  Vernachlässigungen  sind: 

1.  Nichtberücksichtigung  der  Lagerreibung  der  Maschine: 
aQ  =  0;  a  =  0,  2.  Unterdrückung  der  mit  e'^  und  e'  behafteten 
Glieder  der  ersten  Gleichung  (6b)  gegenüber  dem  mit  Aco,  da  der 
Koeffizient  (Ji  +  2  T  cosfp^)  das  gewaltige  Schwungradträgheits- 
moment enthält,  dem  gegenüber  Jj  und  T  nur  von  untergeordneter 
Bedeutung  sind.  Stodola  kommt  auf  Grund  dieser  Vernach- 
lässigungen zu  dem  Resultat,  daß  durch  Hinzufügung  einer  Be- 
harrungsmaese  ein  astatischer  {d  =  0),  ja  sogar  ein  labiler  {d  <  0) 


§  64.   Begulatoren  mit  Krafteinachaltung. 


281 


Zentrifugalregultaor  zur  Eiegulienmg  brauchbar  wird.  Dasselbe 
ergibt  sich  übrigens  auch  aus  der  Diskussion  der  strengeren 
Gleichung  (11).  Femer  sieht  man  noch  sofort,  daß  nie  a  und  b 
(Lagerreibung  und  Bremse)  gleichzeitig  verschwinden  dürfen. 
Die  Keibung  der  Maschine  kann  daher  die  Dämpfung  des  Regu- 
lators ersetzen.  Auf  Grund  der  oben  erwiesenen  Möglichkeit  der 
Verwendung  eines  astatischen  Beharrungsreglers  ist  man  in  der 
Lage,  Maschinen  zu  bauen,  die  bei  allen  Belastungen  mit  derselben 
Drehzahl  laufen,  wodmrch  die  häufige  Verwendung  dieser  Regler 
im  elektrischen  Betriebe  erklärt  ist. 


§  64.  Begulatoren  mit  Krafteinsehaltung. 

Der  Rückdruck,  den  manche  Steuerungen  auf  den  R^ler  aus- 
üben, führt  zu  Einrichtungen,  bei  denen  der  eigentliche  Regler 
bei  Beharrungszustandsstörungen  das  Stellzeug  der  Steuerung  mit 
der  Drehbergung  der  Dampf- 
maschine selbst  kuppelt,  so 
daß  die  praktisch  unendlich 
große  Drehkraft  der  letzteren 
die  Steuerung  verstellt.  Der 
Regler  selbst  dient  also  nur 
als  Krafteinschalter. 

Da  eine  mathematische 
Diskussion  der  Wirksamkeit 
eines  solchen  Apparates  in  der 
Literatur  nirgends  anzutreffen 
ist  und  die  betreffenden  Ent- 
wicklungen immerhin  einiges 
Interessante  bieten,  so  soll  im 
folgenden  der  Hartmann- 
Regulator^w)  etwas  eingehen- 
der behandelt  werden.  Andere 
Apparate  dieser  Gattung  unter- 
scheiden sich  nicht  wesentlich 
von  jenem,  so  z.  B.  der  Regu- 
lator von  Knüttepw). 

Der  Hartmannsche  Mechanismus  ist  folgendermaßen  (siehe 
Kg.  164)  eingerichtet:  Die  senkrechte  Spindeirr  eines  gewöhnlichen 
Zentrifugalreglers  wird  von  der  Maschinenwelle  aus  zwangläufig 


Fig.  164.    Begulator  »ach  Uartinaun. 
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in  Rotation  versetzt.  Die  Muffe  M  desselben  führt  das  eine  Ende 
einer  Stange  a  a  senkrecht  auf  und  ab;  das  andere  Ende  N  ist  an 
der  senkrechten  Schraubenspindel  S^  angelenkt.  Mit  dem  Punkte  O 
der  Stange  a  a  ist  der  starre  Winkel  ABC  verbunden,  der  bei  B 
und  C  senkrecht  geführt  wird.  An  BC  sind  zwei  Arme  Li  und  L^ 
fest  angebracht,  die  die  Narben  zweier  auf  der  Achse  des  Regu- 
lators verschiebbarer  konischer  Friktionsräder  Fi  und  F2  um- 
fassen, so  daß  die  letzteren  eine  etwaige  Yertikalbewegung  des 
Armes  BC  mitmachen  müssen;  dabei  nehmen  J^^  und  F2  dauernd 
an  der  Rotation  der  Regulatorspindel  teil.  Innerhalb  von  Fi 
und  F2  sitzen  auf  der  Spindel  rr,  gegen  dieselbe  drehbar  aber 
axial  un verschieblich,  zwei  Kegebräder  jB^  und  Äj»  ^^  ^* 
konischen  in  J^^  bzw.  F2  hineinpassenden  Reibungsflächen  aus- 
gestattet sind.  Mit  Bi  und  J?2  ^  stetem  Eingriff  steht  das 
Kegelrad  R^ ,  welches  seine  Drehung  vermittels  der  Kegelräder  B^ 
und  Rg  der  bei  D  imd  E  gelagerten  senkrechten  Schrauben- 
spindel S^  mitteilt.  S^  setzt  sich  oberhalb  B^  in  die  koaxiale 
Schraubenmutter  S2  fort,  die  ihrerseits  in  das  Gewinde  der 
schon  erwähnten  Spindel  Si  eingreift.  Si  trägt  Linksgewinde,  A3 
Rechtsgewinde. 

Der  Apparat  arbeitet  nun  folgendermaßen.  Beginnt  die 
Maschine  infolge  eiaer  Störung  ihres  Beharrungszustandes  z.  B. 
rascher  zu  laufen,  so  hebt  sich  die  Reglermuffe,  wobei  die  Stange 
a  a  um  ihren  festen  Endpunkt  N  gedreht  wird.  Hierdurch  wird 
auch  das  Gestänge  OABC  nach  oben  bewegt,  bis  das  Reibungs- 
rad F2  in  Berührung  mit  dem  zugehörigen  Kegelrad  Ä^  kommt; 
i?2  nimmt  an  der  Drehung  von  F2  teil  und  überträgt  diese  Drehung 
im  Sinne  der  Pfeüe  2  bzw.  3  auf  die  Räder  B^  imd  B^  bzw.  die 
Schraubenspindel  8^  und  ihren  oberen  Fortsatz  Äg.  Hierdurch 
wird  einerseits  die  Schraubenmutter  S^  nach  oben  geschraubt, 
wodm'ch  die  FüUimg  verkleinert  wird,  andererseits  die  Schrauben- 
spindel Si  und  damit  das  Gestänge  NOABCL1L2  nach  imten 
bewegt,  wobei  M  der  Drehpunkt  der  Stange  aa  ist.  Diurch  die 
Senkung  von  BC  kommt  das  Reibungsrad  F2  außer  Berührung 
mit  B2,  wonach  die  Rotation  von  B^B^S^S2  beendet  ist.  Hat  die 
inzwischen  stattgefundene  Füllungsänderung  noch  nicht  genügt, 
so  steigt  der  Regulator  von  neuem,  und  das  beschriebene  Spiel 
wiederholt  sich  (eventueU  im  entgegengesetzten  Sinne),  bis  der 
neue  Beharrungszustand  herbeigeführt  ist. 
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Um  den  geschilderten  Apparat  einer  mathematischen  Be- 
handlung unterwerfen  zu  können,  ersetzen  wir  das  Reibungs- 
getriebe F^F^R^R^  diu'ch  ein  mit  rr  konzentrisches  Reibungs- 
rad F  (siehe  Fig.  165),  welches  sich 
sowohl  um  r  r  drehen  als  auch  zu  r  r 
axial  verschieben  kann.  In  seiner 
Lage  gehalten  wird  das  Rad  J^  durch 
den  Arm  ZgJ  ^i  ^^^^  ^^rt.  Die  Nabe 
von  F  ist  als  Hülse  ausgebildet,  in 
welcher  das  Kegelrad  R  so  eingesteckt 
ist,  daß  es  sich  mit  F  drehen  muß; 
die  Hülse  von  F  kann  sich  dabei  auf 
der  Nabe  von  R^  verschieben.  R^ 
seinerseits  ist  fest  gelagert.  In  dauern-  Qlk 
der  Berührung  mit  dem  Umfang  von 
J^  steht  die  Reibungsscheibe  R,  die 
von  der  Maschinenwelle  aus  zwang - 
läufig  in  Drehung  gesetzt  wird.  Alle 
übrigen  Teile  des  Apparates  bleiben 
unverändert.  Die  wesentlichen  Eigen-  ng.ieö.ErsatedesEeibungsgetricbes 
Schäften  desselben  werden  durch  die 

obigen  Änderungen  nicht  alteriert;  wir  haben  lediglich    durch 
dieselben  die  Bewegung  stetig  gemacht. 

Diejenige  Lage  von  ö,  bei  welcher  F  das  Rad  R  im  Mittel- 
punkte berührt,  werde  mit 
a;  =  0  bezeichnet;  die 
Verschiebungen  x  von  G 
(bzw.  F)  nach  oben  seien 
positiv.  Auf  dieselbe  Höhen- 
lage von  O  beziehen  wir  die 

Vertikalverschiebungen      U   ^*^- ^**-   atellzeughebel  des  Hartmaan-Eegulators. 

der   Muffe  M  und  des  Punktes  N.    Da,  M,  O,  N  Punkte  der 
starren  Stange  a  a  sind,  so  gilt  stets  (siehe  Fig.  166) 


G^^ 

"^^au^ 

1 

M^ 

'^ 

1 

1 
^ 

Null- 

k 

% 
1 

t 

1 

1   Linie 

k 


(1) 


x  =      •  z  +  -  u 

n  n 


Für  die  Bewegung  von  N  gilt  femer: 


(2) 


z^'  z^)  +  I c^xo)  »dt 
ö 
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Für  die  Bewegung  des  Regulators  schreiben  wir  an: 

ar  at  coq 

Für  die  Maschine; 

(4)  ö-^^^=r(P-TF). 

Für  das  treibende  Kraftfeld: 

t 

(5)  P  =  PQ+jciXa)dt. 

0 

In  (2)  und  (5)  können  wir  in  erster  Annäherung  co  durch  Oq  er- 

setzen;  in  (4)  schreiben  wir  co  für  -3—  .  Durch  Differentiation  von 

dt 

(2)  und  (5)  nach  t  erhalten  wir  dann  fünf  simultane  Differential- 
gleichungen für  die  abhängigen  Variablen  oj,  x,  z,  u,  P  der  un- 
abhängigen Variabein  t.  Eine  einfache  Elimination  oder  das  Ver- 
fahren nach  §  46  liefert  für  co  die  Differentialgleichung  5.  Ordnung : 

Hier  erkennt  man  sofort,  daß  c-^  und  c^  negativ  sein  müssen,  damit 
eine  stabile  Regulierung  möglich  wird.  Im  übrigen  liefern  die 
H  ur wir tz sehen  Ungleichungen  die  Bedingungen,  denen  die 
Maschinenkonstanten  zu  genügen  haben. 

Im  übrigen  ist  es  bemerkenswert,  daß  co-Const.  eine  Lösung 
der  Diffentialgleichung  (6)  ist.  Die  behandelte  Anordnung  reguliert 
also  bei  allen  Belastungen  auf  dieselbe  Maschinengeschwindigkeit. 

Sie  gehört  demnach  zur  Klasse  der  Isodromregler,  über  die 
in  §  65  ausführlicher  zu  sprechen  sein  wird. 

§  66.    Regulierung  der  Turbinen. 

Die  Regulierung  großer  Wasserturbinen  erfordert  andere 
Regulierungseinrichtungen,  deren  Verstellkraft  wesentlich  größer 
ist  als  die  der  einfachen  unmittelbar  am  Regulierorgan  angreifenden 
Regler.   Es  sind  dies  die  Regulatoren  mit  „Servomotor". 


§  65.   Regulierung  der  Turbinen. 
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IMese  Einrichtuiigen  sind  dadurch  gekennzeichnet,  daß  ein 
von  der  Maschine  angetriebener  Zentrifugakegulator  ein  mecha- 
nisches (meistens  hydraulisches)  Relais  einschaltet^  welches  die 
Verstellung  der  Zulauf  Öffnung  der  Turbine  besorgt;  dabei  gehört 
zu  jeder  Regulatorstellung  eine  bestimmte  Belaisstelliuig.  Die 
Theorie  dieser  Begulierapparate  wurde  erstmalig  von  Stodola 
aufgestellt  in  zwei  Arbeiten  über  „Turbinenregulierung"  1893 
und  1894W*). 

Die  Stodolasche  Yrt  P 

Untersuchung  zer- 
fällt in  einen  mecha- 
nischen und  einen  hy- 
drodynamischen Teil, 
von  denen  wir  zu- 
nächst den  ersten, 
sich  auf  Regler,  Hilfs- 
motor  und  Turbine 
beziehenden  behan- 
deln, während  der 
zweite,  der  die  Vor- 
gänge im  Zuflußrohr 
der  Turbine  betrifft, 
in  §  104  erörtert  wer- 
den soll. 

In    Kg.  167    ist 
eine  Turbinenregelungseinrichtung  mit  Hilfsmotor  dargestellt. 

An  der  Muffe  A  des  Pendelreglers  P,  den  wir  kurz  als 
Pendel  bezeichnen,  ist  die  Stange  ABC  angelenkt. 

Im  Punkte  C  ist  der  Antrieb  des  Steuerventils  V  des  Hilfs- 
motors H  an  der  Stange  angebracht,  im  Punkte  B  die  Isodrom  - 
Vorrichtung.  Die  Abweichungen  der  Punkte  ABC  aus  der  durch 
die  Mittellage  der  Muffe  und  des  Ventils  bestimmten  Stangen- 
stellung seien  1^,  fj,  fg. 

Der  Hilfsmotor  ist  als  Zylinder  ausgeführt,  in  welchem  sich, 
vom  Ventil  V  getrennt,  ein  Kolben  unter  Einwirkung  von  Druck- 
flüssigkeit bewegt.  Die  Steuerung  wirke  so,  daß  die  Kolben- 
geschwindigkeit z  proportional  der  Ventileröffnung  I3  sei.  Die 
Eüolbenbewegung  wird  auf  den  Leitapparat  der  Turbine  oder  die 
Düsen  des  Peltonrades  übertragen.   Durch  die  Bewegung  wird 


ZI//7L  Leitachaufelappanit 
oder  zur  Düsenöffnung 


Fig.  167.    Turbinen-Isodiomregler. 
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das  Drehmoment  der  Turbine  bestimmt,  proportional  der  Kolben- 
verschiebung z. 

Femer  wird  der  Kolbenbewegung  proportional  durch  den 
Winkelhebel  W  die  Stange  SB  gehoben  oder  gesenkt. 

Der  untere  Teil  der  Stange  ist  als  Schraube  ausgebildet, 
die  in  einer  von  dem  Winkelhebel  W  getragenen  Mutter  drehbar 
ist.  Die  Drehung  und  damit  die  Verschiebebewegung,  relativ 
zur  Mutter,  rührt  von  dem  Reibradgetriebe  FR  her.  Die  Reib- 
scheibe F  wird  durch  das  Kegelrädergetriebe  K  mit  einer  zur 
mittleren  Drehzahl  0)^  der  Maschine  proportionalen  Drehge- 
schwindigkeit angetrieben,  so  daß  die  Drehgeschwindigkeit  des 
Reibrades  B  und  damit  die  Verschiebegeschwindigkeit  der  Stange 
SB  relativ  zur  Mutter  proportional  co«,  Ig  wird. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Bewegimgsgleichungen  der 
einzelnen  Teile  der  ganzen  Regelungseinrichtung  aufzustellen. 

Für  das  Pendel  greifen  wir  auf  §  60,  Ansatz  (2)  zurück,  in 
welchem  wir  die  Koordinate  r  durch  den  Muffenhub  x  ersetzen. 
Dann  erscheint  die  kinetische  Energie  in  der  Gestalt: 

Hiermit  wird  die  linke  Seite  der  Pendelgleichung  nach  dem  Ansatz 
von  Lagrange: 

auf  deren  rechter  Seite  die  eingeprägte  Kraft,  d.  h.  die  Feder- 
wirkungen —F{x)  «  —oc^x  und  die  Dämpfung  — Äi  erscheinen. 
Für  den  Beharrungszustand  i  =  0,  ä;  =  0  liefert  zunächst 
die  Bewegungsgleichimg : 


(2) 

2    ^x-^*-«*^ 

oder  mit 

(3) 

2  ex  --^^*w 

wo  M2{x)  die  Dimension  einer  Masse  hat,  den  Ansatz: 
(4)  ixM2{x)<jp^  =  A^x. 
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Durch  Differentiation  nach  x  wird  hieraus 
(5)         i  {3f,(x)  9 


2  ^-.,,^,r*  +  x^-^ip^  +  2xM^(x),p^^^ 


XI 


k'-  . 


Gshen  wir  nun  in  der  Bewegungsgleichung 


(6)         M,(x)x+  2-  ^— »  i*  -  2-xilf,(x)  7'«  =  -««X 

vermöge 

(7) 


-jBi 


=  ^m    +  f  1 

zu  kleinen  Ausschlägen  über,  so  erhalten  wir: 


(8)    Jlfi(a:Jfi-i(a:^+f,) 


bM. 


^2W  +  -^fiJ(a>^+o>)2  = 


=  —CK^X—Bx 


(9) 


und  aus  (4)  und  (5)  für  die  mittlere  Pendelstellung  x^  bei  der 
mittleren  Drehgeschwindigkeit  co^: 

(4a)  \  x„  if,  {xj  wü,  «  a «  a:,„  , 

(5a)      ta>?,,|if2(a?J  +  x^  -^J^J  +  x^oj^M^ix^ 
Geht  man  diesen  Ansätzen  in  (9)  ein,  so  findet  sich: 


,  ex 


=  (X 


2 


(10)  M,{xJ  i;  +  B^  +  x^(o„,M^(xJ 


10} 


Xm 


f  =  0)mXmM^(x„,)(O. 


Hier  bedeutet  Jf  ^  die  gesamte  bei  den  Ausschlägen  |^  des  Pendels 
beteiligte  und  auf  diese  reduzierte,  M^  nur  die  der  Zentrifugal  - 
kraft  unterworfene  Masse  in  ihren  Werten  für  die  mittlere  Pendel- 
stellung. 


Femer  kann    man 


'd~x 


Xm 


durch    den    Ungleichförmigkeits- 


grad  d  des  Pendels  ausdrücken.    Dieser  ist  definiert  durch 


(11) 


»  = 


(Ol   —  (O2 


CO 


m 


wenn  coi  und  (üj  ^®  größte  und  die  kleinste  Drehgeschwindigkeit 
des  Pendels  bedeuten. 
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Nun  kann  man  angenähert 
setzen,  woraus  sich  ergibt 

oft) 

.  dx\xm 


(Ot   —  Ö>- 


2x 


m 


d(o 


m 


2x 


m 


2xm  ist  also  der  gesamte  Muffenhub  des  Pendels. 
Somit  wird  (10)  einfacher 


(12) 


M,^\+BS  + 


dx^M^  (ol 


2x 


f  =  (o^x^MoO)  . 


m 


Dividiert  man  hier  mit  Jf  j  und  setzt  zur  Abkürzung 

x„  a>?„  Mc 


(13) 

so  entsteht 

(14) 


,2  — 


'^i+X^+ÖqH 


2X^My 

2x 


2 


M 


m     o 
-  Q^  ftJ 

m 


Zur  Deutung  von  q^  gelangen  wir  auf  folgendem  Wege.  Nach  (4  a) 
ist  \xmC0JnM2  die  Zentrifugalkraft  K  des  Pendels  in  seiner 
Mittellage,  die  der  Federkraft  oc^x^  das  Gleichgewicht  hält. 
Stellen  wir  uns  diese  jetzt  unveränderlich  auf  die  Masse  Mi  wir- 
kend vor,  so  braucht  sie  die  Zeit: 


(15) 


'■-f'-f-]/, 


Sx^M^ 


um  diese  Masse  M^  durch  den  ganzen  Muffenhub  2  x^  zu  treiben. 
Es  ist  also 


(16) 


Q         2        f  co] 


I  2M^ 


'■*  M 


die  halbe  Fallzeit  des  Pendels,  d.  h.  die  Hälfte  der  Zeit,  die  es 

brauchen  würde,  um  dpn  ganzen  Muffenhub  2Xfn  unter  Wirkung 

der  Federkraft  K  bei  nichtdrehender  Pendelachse  zu  durchfallen. 

Damit  kann  man  die  Pendelbewegungsgleichung  auch  schreiben 


(17) 


4  0  8  Xjf, 
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IMe  .Bewegungsgleichung  der  Turbine  wird  einfach 

095  =  2;  ifc-Tf, 

d.  h.  das  der  Verschiebung  z  des  Hilfsmotorkolbens  proportionale 
treibende  Moment  zk,  vermindert  um  das  konstante  wider- 
stehende Moment  W  y  beschleunigt  die  Turbine  vom  Trägheits- 
moment S .  Hier  kann  noch  folgendes  bemerkt  werden.  Läßt 
man  die  Turbine  mit  W  =0  unter  voller  Öffnung  des  Leitappa- 
rates z^  anlaufen,  so  wird  die  mittlere  Drehgeschwindigkeit  (Om 
in  der  Zeit  T«  erreicht  nach  dem  Ansatz: 


(18) 

ö>m-- 

Man  nennt 

(19) 

Ta- 

die  Anlaufzeit 

der 

Turbine 

,  deren  Bewegungagleichung 

sich 

nun  schreibt: 

(20) 

z 

,o„       W 

Gehen  wir  nim  zum  Hilfsmotor  über,  so  können  wir  seine  Be- 
wegung durch  den  einfachen  Ansatz 

(21)  2  =  Äf3 

beschreiben,  entsprechend  der  oben  geschaffenen  Festsetzung 
über  die  Wirkung  der  Ventileröffnung  fg. 

Es  erübrigt  nun  noch,  für  die  Wirkung  des  Isodromappa  - 
rates ,  der  im  Punkte  B  der  Stange  ABC  angreift,  die  nötigen 
Gleichungen  zu  entwickeln. 

Zunächst  gilt  für  die  Verschiebungen  fj,  f^,  fg  der  Punkte 
ABC  die  Bedingung: 

(22)  ^  ^^-~-^*  =  ^'-^  ^^  . 

a  h 

Für  die  Verschiebung  f  2  d^s  Punktes  B  für  sich  gilt  aber  folgendes : 

i 

(23)  ^^--1c,z-^jk^^,^dt  =  0, 

0 

Hort,  SchwingungHlehre,  2.  Aufl.  1^ 
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d.  h.  die  Summe  der  Verschiebungen  von  £,  die  von  der  Muffen- 
verschiebung, der  Bückstellwirkung  l^  z  und  der  Isodromwirkung 

t 

/  k^  Si  dt  herrühren,  muß  verschwinden, 
ö 

Durch  Differentiation  von  (23)  findet  sich 

{23a)  ia  -  *!  2  -  «^  fg  =  0  . 


Setzt 

man 

nun 

in 

(20) 

unter 

Einführung 

der 

neuen 

Koordi- 

nate  C 

(24) 

z 

^0 

T 

W 

e 

^0   -*  rt 

so  wird 

(25)  i  =  -C  , 

und  es  ergeben  sich  endgültig  folgende  Gleichungen 
Für  das  Pendel  (Koordinate  fi): 

(25a)  l+X^^  +  .^^-l^a>^0. 

Für  die  Turbine  (Koordinate  93  bzw.  co): 

(26)  dy  +  5  ^y«-  =  0  . 

Zo  -i  a 

Für  den  Hilfsmotor  (Koordinate  C): 

(27)  C  +  Af,=0. 
Für  das  Steuerventil  (Koordinate  fg): 

(28)  f3  +  </f2  +  7>fi=0 
mit 


(■:-)■ 


6 

Für  die  Isodromeinriohtung  (Koordinate  St)' 
(29)  i,  -  ifc,  f,  +  ifc,  C  =  0  . 
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Aus   diesen   AoBatzen   kann   man   wieder  die   charakteristische 
Oleichung  ermittehi,  deren  Wuraebi  für  den  Verlauf  des  ganzen 
RegulierTorganges  bestimmend  sind.   Sie  wird  vom  fünften 
Orade.  Man  findet,  daß  der  Ungleichförmigkeits- 
grsd  der  Regulienmg  =  0  wird,  zum  Unterschied 
von  dem  Ungleichförmigkeitsgrad  6  des  Pendels, 
die  unmittelbar  nichts  miteinander  zu  tun  haben. 

Ist  die  Isodromvorricbtung  anders  gestaltet, 
so  erfahrt  die  Oleichung  (29)  eine  Al»nderung, 
während  die  übrigen  unverändert  bleiben. 

Nach  Fig.  166  greift  in  B  ein  Zylinder  an, 
dessen  Kolben  mit  der  Hilfsmotorbewegung  ver-  ' 

knüpft  ist.   Der  Zylinder  ist  mit  einer  Flüssig- 
keit (Ol)  gefüllt ;  die  Kolbenbewegung  im  Zylinder 
wird  durch  den  einstellbaren  Umlauf  ü  ermög-  iiKh«    itodmiDBia- 
licht.    Die  Federn  /j/j  suchen  den  Zylinder  in  '  °^' 

seiner  Mittellage  f ,  =  0  zu  halten.  Bezeichnen  wir  die  Masse 
des  Zylinders  mit  m,  so  wird  seine  Bewegungsgleichung : 

mf, +^(ia-z)  +  3',f,  =  0 
oder  mit  i  =  —C 
(29a)  mi'^  +  /J(f,  +  Ö  +  )-'  f,  -  0 

Hier  rührt  das  Qlied  mit  ß  von  dem  Flüssigkeitswiderstand 
der  Belativbewegung  des  Zylinders  im  Kolben  her,  das  Glied 
mit  y*  von  der  Federwirkung. 

Bis  auf  das  Beschleunigungsglied  mi^,  das  oft  vernachlässigt 
werden  kann,  liefert  also  (29a)  eine  ähnliche  Isodromwirkui^ 
wie  (29). 

Beiden  in  Wirklichkeit  ausgeführten  Turbinenregelungen 
sind,  abgesehen  von  den  später  zu  behandelnden  Waseer- 
schwingungen  im  Zulau&rohr,  noch  manche  Verwicklungen  zu 
beachten,  wie  z.  B.  bei  Feltonrädem  die  Notwendigkeit,  den 
Regelvorgang  mit  einer  Strahlablenkung  einzuleiten,  wodurch 
man  zu  den  Turbinendoppelregelungen  geführt  wird. 
Hinsichtlich  dieser  und  anderer  Sonderfragen  verweiEen  wir 
auf  die  Literatur,  in  der  sich  auch  vielseitiger  Stoff  zur  gra- 
phischen Darstellung  und  Untersuchung  von  Eegelvoi^ängen 
findet^«). 

Ift» 
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%  66.  Theorie  ungtetiger  Regulieryorgftnge. 

Die  bisher  mitgeteilten  Ansätze  zur  Regulatortheorie  haben  eine 
Voraussetzung,  die  auf  die  Dampfmaschine  nicht  genau  von  der 
Stellung  des  Regulators  beherrscht  sei.  Streng  genommen  gilt  dies 
nur  für  Turbinen,  während  bei  Kolbendampfmaschinen  immer  nur 
die  Regulatorstellung  im  Augenblick  des  Steuerungsabschlusses 
für  das  mittlere  Drehmoment  während  des  betreffenden  Hubes 
maßgebend  ist.  Man  kann  daher  die  Kolbenmaschinenregulierung 
gegenüber  der  Turbinenregulierung  als  unstetig  bezeichnen. 

Von  diesem  zutreffenden  Standpunkt  aus  soll  im  folgenden 
die  Regulierungstheorie  der  Dampfmaschine  nunmehr  behandelt 
^j_^  werden  ^^) . 

^[^^^vSX  Wir  führen  folgende   Be- 

L\irvV  Zeichnungen  ein  (Fig.  169): 

ffl^  =  Trägheitsmoment  des 
Schwungrades; 
^^     li|  ^ y/  ^  =  Kurbelradius: 

^iffci^  t?  =  Kurbelwinkel  positiv 

Fig.  169.  Getriebe  der  Dampfmaschine.       gezählt  von  der  vorderen  Tot- 
lage nach  oben;  auch  die  Dre- 
hung der  Maschine  erfolge  in  dieser  Richtung,  also  rechtsläufig. 
z  =  Regulatorhub. 
z  =  +20  iHL  der  höchsten  Stellung. 
25  =  —  «^  in  der  tiefsten  Stellung. 
2  =  0  in  der  mittleren  Stellung. 
«>,»  =  mittlere    VS^inkelgeschwindigkeit    der    Maschine,    ent- 
sprechend dem  Beharrungszustand  mit  z  =  0  . 

ö>m  +  ^®  =  höchste  Winkelgeschwindigkeit  im  Beharrungs- 
zustande (Leerlauf)  mit  z  =  +7P , 

cOf^  —  Tj^  =  kleinste  Winkelgeschwindigkeit  im  Beharrungs- 
zustande  mit  z  =  — :fi. 

Mq  =  mittleres  Tangentialdruckmoment  beim  Leerlauf. 
Mq  +  M„i  =  mittleres  Tangentialdruckmoment  bei  mittlerer 
Belastung. 

Mq  +  2M„^  =  mittleres  Tangentialdruckmoment  bei  höchster 
Beleistung. 

Wf  =  Widerstandsmoment  der  Maschinenreibung,  unabhängig 
von  der  Geschwindigkeit  und  der  Belastung. 
W=  Widerstandsmoment  der  Belastung. 
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Über  den  Regulator  setzen  wir  weiter  folgendes  fest.  Es  sei 
ein  Zentrifugalregulator  mit  Feder-  oder  Gewiehtsbelastung ;  seine 
Schwingungsgleichung  sei: 


(1) 


d^z         dz 
'^dt^-  +  ^dl  +  '^' 


—    \ 


z  ist  hier  der  Muffenhub,  t  ist  die  Zeit,  m  ist  eine  Konstante,  ab- 
hängig von  den  Abmessungen  und  Massen  der  Regulatorteile;  die 
Konstante  b  trage  dem  Einfluß  der  Ölbremse  und  der  Eigen-  und 
Stellzeugreibung  Rechnung,  die  Konstante  c  ist  aus  den  Ge- 
wichten, Federkräften  imd  Abmessungen  des  Regulators  zu- 
sammengesetzt. fUjbyC  lassen  sich  für  jeden  gegebenen  Regulator 
berechnen.  Im  übrigen  hat  die  Gleichung  (1)  folgenden  Sinn: 
Dreht  sich  der  Regulator  mit  konstanter  mittlerer  Winkel- 
geschwindigkeit (Om{i]  =  0)  um  seine  Achse,  so  wird  seine  Muffe 
in  ihrer  mittleren  Ruhelage  2  =  0  verharren.  Bringt  man  nun 
die  Muffe  (bei  übrigens  ungeänderter  Winkelgeschwindigkeit)  aus 
ihrer  Ruhelage  heraus,  so  wird  sie,  freigelassen,  eine  Schwin- 
gung um  die  Lage  z  =  0  nach  obiger  Differentialgleichung  aus- 
führen. Ist  die  Winkelge- 
schwindigkeit des  Behar- 
rungszustandes von  tt)|H  ver- 
schieden und  etwa  ö>,„  -\-  tj , 
so  wird  die  Ruhelage  der 

Muffe  bei  2  =  ..      -  w   sich 

einstellen,  und  dieser  Punkt 
wird  wieder  der  Schwin- 
gungsmittelpunkt der  Muf- 
fenbewegung sein.  Ist 
schließlich  1]  mit  der  Zeit 
veränderUoh,  so  gut  Glei-  ^«-^^o-  ^*"""^  ^SJ^^J^^^V'^^  ^*' ^*«^°**»^* 
chung  (1)  ebenfalls  für  die 

Regulatorbewegung;    wir   haben   in   diesem  Falle   eine   lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  Störungsfunktion. 

Zur  Erläuterung  des  Einflusses  des  Regulators  auf  die  Dreh- 
momente M  diene  Fig.  170.  In  dem  oberen  Diagramm  bedeuten 
die  Ordinaten  q  die  Kianaleröffnungen  bzw.  die  Ventilerhebungen 
in  Funktion  des  Kurbelwinkels.   In  der  unteren  Figur  ist  in  be- 
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kannter  Weise  das  Drehmomentdiagramiu  gezeichnet.  Der 
Flächeninhalt  desselben  und  damit  die  Maschinenleistung  ist 
wesentlich  von  dem  früheren  oder  späteren  Abschluß  der  Steuer- 
organe, der  Füllung,  abhängig.  Wir  setzen  nun  voraus,  daß  die 
Füllungen  sowie,  die  mittleren  Drehmomente  der  Beharrungszu* 
stände  den  Begulatorstellungen  proportional  sind: 

(2)  M^Mo  +  a{z^-z). 
Für  die  mittlere  Belastung  der  Maschine  gilt: 

(3)  z  =  0      und       M^'^MQ  +  az^ , 
Für  die  höchste  Belastung  gilt: 

(4)  2  =  -2«      und       Mmui^Mo  +  2az\ 

während  Mq  das  Drehmoment  des  Leerlaufs  =  Wr  ist. 

Was   die   Winkelgeschwindigkeit   der  Maschine   anlangt,   so 

seien  ihre  den  verschiedenen  Beharrungszuständen  entsprechenden 

Änderungen  ebenfalls  propor- 
tional  den  Änderungen  der  Be- 
gulatorstellung  (Fig.  171): 

(5)  zifj^z^if]^ . 

Führen  wir  jetzt  den  Ungleich- 
förmigkeitsgrad 


rig.  171.    Einfliiß  des  ReTulaton  anf  Dreh- 
moment und  Drehgesohwlndigkeit. 


ein,  so  geht  (5)  über  in 

(8)  z^ 


(6) 
oder 

(7) 


(J- 


2  CO 


m 


.0 


d« 


(O 


m 


dcü 


m 


Es  erübrigt  nun  noch,  eine  den  Abschluß  des  Einlaßorganes  be- 
herrschende Gleichung  aufzustellen.  Wir  betrachten  eine  Hub- 
periode, der  wir  die  von  einer  bestimmten  Anfangsperiode  an  ge- 
zählte Nummer  k  zuteilen,  und  schreiben  folgende  Gleichimg  an : 


(9) 


^^  =  ^Q^kn  +  oc 


2^0 


Die  Größen  i?jt  seien  diejenigen  Kurbelwinkel,  bei  denen  die 
Steuerung  vermöge  ihrer  besonderen  Einrichtung  unter  Einfluß 
der  Begulatorstellung  Z]t  die  Dampfzufuhr  für  den  Hub  k  absperrt. 
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Diese  Gleichimg  besagt  folgendes:  Läuft  die  Maschine  bei 
höchster  Regulatorstellung  zt  ==  +:fi,  also  leer,  so  ist 

(10)  »t  =  ^\  +  kji. 

t\  ist  demnach  die  kleinste  Füllung. 
Bei  maximaler  Belastung  dagegen  ist 

(11)  #*  +  *o  +  *^  +  «. 

i\  +  (X  ist  demnach  die  größte  Füllung  der  Maschine. 

Wir  betrachten  nach  dieser  Festsetzungen  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  während  einer  Störung  des  stationären 
Zustandes.  Dieser  Beharrungszustand  sei  gekennzeichnet  durch 
den  anfänglich  gegebenen  Tangentialwiderstand  Wq  . 

(12)  M==Wo  +  Wr==Mo  +  Wo  =  Mo  +  a(z^  -  z^) . 

(13)  Wo  =  a{z^^Zo); 

hieraus  findet  man  die  zugehörige  Begulatorstellung 

^       Wo      az^-W 
a  a 

die  zugehörige  Winkelgeschwindigkeit : 

(14)  «,„  =  «,„(l  +  .J^„-^) 
und  die  zugehörige  Füllung  zu 

Wir  fassen  jetzt  einen  Steuerungsschlußpunkt  ins  Auge,  der  un- 
mittelbar auf  einen  Durchgang  der  Kurbel  durch  die  vordere 
Totlage  folgt,  wobei  wir  die  Kurbelwinkel  von  diesem  Durchgang 
zu  zählen  anfangen.    Im  Schlußpunkt  ist  dann  {k  =  0) 

(15)  *o  =  ««  +  f'5- 

In  diesem  Augenblick  nehmen  wir  eine  Störung  des  Beharrungs- 
zustandes vor,  indem  wir  das  Tangential-Widerstandsmoment  W^ 
in  W  plötzlich  abändern. 

Dies  sind  die  für  die  Lösung  der  Aufgabe  nötigen  Voraus- 
setzungen. Die  Methode  der  Lösung  besteht  nun  darin,  daß  aus 
den  Bewegungsgleichungen  von  Maschinen  und  Regulator  für  jeden 
Steuerungsschlußpunkt  die  Größen  tj^y  2*,  zi  berechnet  werden. 
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Mit  der  weiteren  Annahme,  äaß  die  zwischen  zwei  Steuerungs- 
schlußpunkten  verfließende  Zeit  nicht  wesentlich  schwanke  und 
annähernd  gleich  der  mittleren  Hubzeit  T  der  Maschine  gesetzt 
werden  könne,  werden  diese  Gleichungen,  die  im  genauen  Falle 
transzendent  sind,  linear  und  ermöglichen  so  die  explizite  Lösung. 
Auf  die  Angabe  der  mathematischen  Methode,  die  a.  a.  0. 
nachgelesen  werden  kann,  soll  hier  verzichtet  werden.  Es  resultiert 
aus  ihr  ein  Gleichungssystem  folgender  Art: 

2t+i  =  Äi«t  +  ß^t]i  +  yiZk  +  Si  , 
(lö)  <   rii:^i  =  0C2Zk+  ß2Vk+yiZk+  d^  , 

,  4+i  «=  ÄjÄ*  +  ßa  nk  +  7z^k  +  ^8  » 

wo  die  Ä,  /^,  y,  (J  Konstante  sind.  Dieses  Gleichungssystem  läßt 
sich  so  umformen,  daß  drei  Gleichungen  folgender  Art  entstehen : 

Für  97jt+4  ^^d  ^k+4,  kommen  ganz  analoge  Gleichungen  heraus, 
so  daß  man  sich  auf  die  Untersuchung  der  Gleichung  für  2jt+4 
b^chränken  kann. 

Ein  Theorem  von  Bernoulli  erlaubt  nun,  aus  dieser  Glei- 
chung die  folgende  abzuleiten: 

(18)  z*  =  öi  +  C7,AJ-*+(7,AJ-i+0,AJ-^ 

Hier  sind  die  Ci  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmende 
Konstante,  die  X  dagegen  die  Wurzeln  der  Gleichung  dritten  Grades 

(19)  X^-Pk^-Ql-R^O. 

Die  Py  Q,  R  sind  Größen,  die  nur  von  den  eingangs  aufge- 
führten Maschinen  und  Regulatorkonstanten  abhängen  und  sich 
folgendermaßen  schreiben: 


-f  Cj  -f  Cj  +  1  , 


(20)^ 


l  «1—^2        C\  «1  —  ^2  «i-«2  /  I 

-(ejeg  +  61  +  62)  , 


-  «1  €2  27  +  Ci  Cj  , 


az^ 


y  bedeutet  hier  eine  Abkürzung  für  -^  und  ist  der  reziproke  Wert 
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der  „Durchgangszeif  Td  der  Maschine,  d.  h.  derjenigen  Zeit,  die  die 
Mckschine  braucht,  um  bei  plötzlicher  Entlastung  von  Vollast  auf 
Leergang  und  nicht  abgestellter  Dampfzufuhr  von  der  Geschwindig- 
keit cop,  —  ly®  auf  (jDin  -\-  ri^  zw  kommen.  Wie  bekannt,  muß  Td  stets 
größer  sein  als  die  Hubzeit,  damit  für  den  Fall,  daß  eine  solche  Ent- 
lastung durch  einen  unglücklichen  Zufall  (Riemenbruch,  Stromlos - 
werden  der  angetriebenen  Dynamo  usw.)  gerade  unmittelbar  nach 
einem  Steuerungsschluß  stattfindet,  die  Maschinengeschwindigkeit 
nicht  vor  dem  nächsten  Steuerungsschluß,  bei  dem  ja  der  Regulator 
erst  in  die  Störung  einzugreifen  beginnt,  unzulässig  hoch  wird. 

Femer  sind  «j  und  «2  ^^^  Wurzeln  der  für  den  Regulator 
charakteristischen  Gleichung : 

(21)  ^  ma«4-6a  +  c  =  0, 

während  c^  und  e^  abgekürzt  sind  für  e***  und  c***. 

Nach  diesen  Feststellungen  setzt  uns  Gleichung  (1 8)  in  den  Stand, 
den  Verlauf  jeder  Beharrungsstörung  im  voraus  zu  berechnen.  Wir 
sind  aber  noch  weiter  in  der  Lage,  sofort  angeben  zu  können,  ob 
die  Störung  zu  einem  neuen  Beharrungszustand  führt.  In  diesem 
Falle  muß  der  Regulator  allmählich  zur  Ruhe  kommen,  und  hier- 
für ist  notwendig,  daß  die  Größen  X  in  Gleichung  (18)  kleiner 
als  -f-1»  fther  größer  als  — 1  sind.  Denn  in  diesem  Falle  nehmen 
die  Terme  mit  C^yC^,  0^  fortgesetzt  ab  und  es  kommt  heraus: 

lim  Z]^  =  Konst. 

A.  a.  0.  sind  die  Möglichkeiten  negativer  und  komplexer  X 
erörtert,  ebenso  wie  die  Bestimmung  der  Konstanten  C^,  \md 
es  wurde  gefunden,  daß  die  Regulatorstellungen  zt  stets  reell 
sind,  wenn  auch  einige  X  komplex  sind.  Nicht  untersucht  wurde 
dagegen  der  Fall,  daß  der  Regulator  keine  Ölbremse  hat,  daß 

also  6  =  0  und  «j  =  +*|/—  >   ^2  —  "~*l/~  • 

f  m  f  m 

Rechnet  man  für  diesen  Fall  die  P,  Q,  B  um,  so  findet  sich 


(22) 


p ^  yh^^  ^  t\  +  2co8(xT  +  1  , 

Q  =  y{2Toos(xT J  —  1  —  2co8a^', 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  nun  keineswegs,  daß  die  Begulierung 
ohne  Ölbremse  sofort  unbrauchbar  wird.  Die  Durchrechnung  eines 
Beispiels  wird  dies  zeigen.  Eine  Dampfmaschine  von  500  PS 
habe  eine  mittlere  Umlaufzahl  80  pro  Minute.  Das  Trägheits- 
moment des  Schwungrades  sei 

0  =  735 .  10«  [craVkg]  , 

das  größte  Drehmoment 

M„  -  455 .  10«[cmVkg/sec-«J  , 

der  Kurbelradius  .^r      , 

r  «=  50  [cm]  , 

der  halbe  Muffenhub  des  Regulators 

«0=5  [cm]  , 

die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 

ö>m  =  8,40[8eo'i], 

die  größte  Abweichung  der  Winkelgeschwindigkeit  von  der  mitt- 
leren nach  oben  und  unten 

i70  =  0,28[sec-^], 
der  Ungleichförmigkeitsgrad  der  Regulierung 


die  mittlere  Hubzeit 
die  Durchgangszeit 

die  Größe  y 

die  Größe 


a>"*       30  ' 
T  =  0,375  [sec)  , 

Ta  =  1,905  [sec]  , 

y=  1,105  [seo-^], 


a  =  -^'^  =  455  .  105  [cm/kg/soc-2]  . 

Die  Wuraeln  der  Regulatorgleichimg  seien 

«1  =  —   8[8ec~^]  , 

Ä,  =  —  10[sec~*]  . 

Der  Regulator  ist  also  beinahe  aperiodisch  gedämpft,  da  a^  und  a^ 
ungefähr  gleich  sind. 
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DieBe  Angaben  genügen,  um  P,  Q,  B  zu  berechnen.    Es  ist: 

P=  0,88358, 
Q  ==  —0,26268, 
i?  =  —0,00535  . 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (19)  werden 

Ai  =  — 0,01910, 


;ia  =  0,45134 +  iy0,07621, 
X^  =  0,45134  —  %  yo,07621  . 

Die  Absolutwerte  sämtlicher  X  sind  also  kleiner  als  die  Einheit; 
die  Störung  wird  in  einen  neuen  Beharrungszustand  übei^eben. 
Der  genaue  Verlauf 
einer  Störung,  wenn 
die  Maschine  bei  voller 
Belastung  plötzlich 
total  entlastet  wird, 
ist  in  Fig.  172  schau* 
bildlich  dargestellt. 
Die  einzelnen  Punkte 
sind  nach  unseren  For- 
meln berechnet.  Nach 
10  Hüben,  d.  h.  schon 
nach  3,75  Sek,  ist  der 
neue  Beharrungszu- 
stand erreicht. 

Wir  wollen  jetzt 
das  Verhalten  der  Ma- 
schinenanlage untersuchen  für  den  Fall,  daß  die  Ölbremse  des 
B>egulators  abgeschaltet  wird  und  daß  das  Stellzeug  auch  keine 
nennenswerte  B^ibung  verursache,  die  als  Dämpfung  gelten  kann. 
Dann  ist  ft  =  0  zu  setzen  und  die  Größe  «  in  Gleichung  (22)  wird 

a  =  9[sec"*] . 


neammifrmlllmt 

Flg.  172.    Stabile  unstetige  Beguliening. 


Hiermit  findet  sich 


P  =  — 1,38619, 
Q= +0,19145, 
Ä  =  +  0,55967  . 
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Die  Wurzeln  der  Gleichung  (19)  nehmen  dann  folgende  Werte  an: 

Ai=  +0,58381, 

A^=: —0,87744, 

A3  =  —1,09256 . 

Da  ^3  absolut  größer  als  die  Einheit  ist,  kann  die  Regulierung 
nicht  stabil  sein  (siehe  Fig.  173).  Die  Amplituden  der  Regulator- 
bewegung der  Winkelgeschwindigkeit  der  Maschine  nehmen  fort- 
an gesetzt  zu.   Diesem  Übelstand 

kann  aber  jetzt  dadurch  abge- 
holfen werden,  daß  man  das 
Schwungrad  vergrößert,  etwa 
so,  daß  y  =  0,8  [sec~*]  wird. 
Berechnet  man  mit  diesem 
y  bei  übrigens  ungebremstem 
o^(sek'V  Regulator  von  neuem  die  Sta- 
bilitätsbedingungen, so  ergibt 
sich: 

P  =  — 1,26465, 

g=  +0,39968, 

R=  +0,68121 

und  die  Wurzehi 

k^=  +0,69940, 


— (V 

1  1 

MI 

i  1     1   1 

K     /   1    1    1 

n^^]jT~j 

/  Jtri"!/  ^  I 

f\P\                 \\ 

\-W^ 

^A 

*ü 

^  J- 

5  /dp 

0      113*667      83 

o,z 

0,1 

0 

'0.1 
'0,2 

's/m» 


Fig.  173.    Instabile  unstetige  Begulierung. 


X^  =  —0,98203  +  i  yO,00961  , 

A3  =  —0,98203  +  i  y0,00961  . 

Da  die  absoluten  Beträge  von  X^  und  i^  kleiner  als  die  Ein- 
heit sind,  so  ist  die  Regulierung  durch  die  Schwungradvergrößerung 
wieder  brauchbar  geworden.  Die  graphische  Darstellung  des 
Störungsvorganges  ist  in  Fig.  174  enthalten.  Zuerst  nehmen  die 
Regulatorausschläge  zu,  dann  wieder  ab,  um  von  neuem  zu  einem 
Maximum  zu  wachsen,  welches  aber  kleiner  ist  als  das  vorher- 
gehende. So  geht  es  fort,  bis  der  Regulator  und  damit  die  Ma- 
schine zur  Ruhe  kommt.  Hier  hat  der  Störungsverlauf  den  Cha- 
rakter einer  Schwingung  mit  abklingenden  Schwebungen.  Die 
Zeitdauer  des  ganzen  Vorganges  ist  allerdings  wesentlich  länger 
als  bei  dem  zuerst  betrachteten  und  beträgt  etwa  45  Sekunden. 
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Diese  Zeitdauer  kann  noch  erheblich 
abgekürzt  werden  durch  zweckmäßige 
Wahl  des  Regulatora.  Letzterer  ist 
wesentlich  durch  die  Zahl  «  charakte- 
risiert. Nun  ist  aber  die  Größe 

das  Produkt  der  drei  Wurzeln  i,  und 
es  steht  zu  erwarten,  daß  die  Wurzehi 
kleiner  werden,  wenn  ihr  Produkt  klei- 
ner wird.  Diese  Schlußfolgerung  ist  zwar 
nicht  mathematisch  scharf,  da  auch  noch 
P  und  Q  in  Betracht  kommen ;  da  aber 
eine  genaue  Untersuchung  hier  zu  viel 
Raum  beanspruchen  würde,  so  wollen 
wir  uns  mit  jener  genäherten  Annahme 
begnügen.  S 

B^timmen  wir  also  auf  Grund  dieser 
Annahme  «  so,  daß  R  ein  Minimum  wird. 
Die  nach  a  aufzulösende  Gleichung  ist: 

dR         ocTcosxT 
_=, __ 


If 


-  —0 


oder 

« 

T  =  tgoiT. 

Löst  man 

diese 

Gleichung  auf,  e 

o  folgt: 

T  = 

257,r,o  ==  4,489 

Berechnet  man  mit  diesem  «  T  die  Grö 

Qen  P,Q 

R,K 

findet  sich : 

P 

=      0,19195, 

Q 

=  — 0,.55965, 

R 

=      0,63483, 

und  die  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung 


30^  VIII.   Schwingungen  mit  mehreren  Freiheitfigraden, 

sind  ii  =      0,69665 , 


X^  =  —0,25235  +  i  y0,84757 , 


Ag  =  —0,25235  —  %  y0,84757  . 

Der  so  bestimmte  Schwingimgsvorgang  verläuft  nun  viel 
rascher  konvergent  als  der  vorhergehende;  man  findet,  daß  schon 
nach  ca.  30  Hüben,  d.  h.  nach  etwa  12  Sekunden,  die  Maschine 
zur  Buhe  gekommen  ist. 

Durch  Vorführung  dieser  Beispiele  dürfte  der  qualitative 
Beweis  erbracht  sein,  daß  der  Begelungsvorgang  einer  Dampf- 
maschine infolge  der  unstetigen  Einwirkung  des  Beglers  auf  das 
Ejraftfeld  auch  dann  stabil  verlaufen  kann,  wenn  die  Dampf- 
maschine vollkommen  reibungslos  und  der  Begier  ungedämpft 
ist.  Die  schon  von  Wischnegradsky  erkannte  Tatsache,  daß 
eine  Ölbremse  stets  abkürzend  auf  den  Störungsvorgang  wirkt, 
wird  hierdurch  nicht  beeinträchtigt;  die  mitgeteilten  Besultate 
dürften  aber  eine  Erklärung  dafür  bieten,  daß  öfter  Dampf- 
maschinen beobachtet  werden,  die  auch  ohne  Ölbremse  am 
Begulator  befriedigend  regulieren. 

Um  nun  auch  noch  den  Fall  des  astatischen,  mit  Bremse  aus- 
gerüsteten Begulators  zu  erledigen,  können  wir  uns  kürzer  fassen. 
Hier  sei  etwa  « ^  =  0 ;  «g  =  ^  •  ^^^  Größen  P,  Q,  R  reduziciren 
sich  jetzt  auf  c  +  2,  — 2  e  —  1 ,  e,  wo  c  =  e*^  gesetzt  ist.  Die 
drei  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  werden  dann  einfach 
(wie  man  sich  leicht  überzeugt): 

Aj    ■=    1    ,  A2    =    1    ,  Aj    =   6  . 

Dieser  Fall  muß  aber  ausgeschlossen  werden»  da  sonst  die 
Konstanten  C  der  Gleichung  (18)  zum  Teil  unendlich  werden 
würden. 

Ebenso  ist  der  Fall  des  ungebremsten  astatischen  Begulators 
(«j  =  «2  =  0)  auszuschließen,  da  hier  mit  Xi  =  1^  =  i^  =  l  die 
Konstanten  C  jener  Gleichung  ebenfalls  unendlich  werden. 

Sonach  bleibt  der  Satz  2  der  Wischnegradsky  -  Stodola- 
schen  Theorie  auch  bei  unstetiger  Begulierung  imberührt. 

Auf  die  genauen  Bedingungen,  die  für 


§  67.   Theorie  der  Sehiffseteneriing. 
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erfüllt  sein  müßsen,  hat  R.  v.  Mises^*")  aufmerksam  gemacht, 
Sie  lauten:  P  +  Q  +  ä  ^_  1  , 

und  liefern,  wenn  man  sie  nach  der  Hubzeit  T  entwickelt  und 
nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  T  beibehält,  das  Ergebnis,  daß 
die  unstetige  Regulierung  bei  kurzen  Hubzeiten  unter  denselben 
Bedingimgen  stabil  wirkt,  wie  die  stetige. 

§  67.  Theorie  der  Sehittssteaerungi«»). 

Es  handle  sich  um  ein  Schiff,  welches  zur  Drehung  des  Ruders 
eine  besondere  Rudermaschine,  und  zwar  eine  Dampfmaschine 
besitzt.    In  der  Fig.  175  ist  das  Ruder  R  in  Verbindung  mit  der 
Maschine  M  gezeichnet. 
Die    Verbindung    wird         ^ 
vermittelt     durch    das 
Querhaupt   Q,     dessen 
Endpunkte    durch    die 
beiden  Stangen  8  ver- 
schoben werden,   wenn 
sich  die  Maschinenwelle 
dreht.  Die  Verschiebung 
wird  bewirkt  durch  die 
Rechts-      und      Links- 
schrauben r  und  l,  die 
auf  der  Maschinenwelle 
sitzen. 

Zur  Einleitung  der  Bewegung  der  Maschine  wird  vom  Hand- 
steuerrad H  das  Dampfverteilungsorgan  der  Rudermaschine  ver- 
schoben. Das  Organ  ist  hier  ein  Schieber  Sy  der  von  einer  gewöhn- 
lichen Kulissensteuerung  angetrieben  wird.  Zur  Einleitimg  der 
Bewegung  der  Maschine  wird  die  Kulisse  K  aus  ihrer  Nullage 
verschoben. 

Es  ist  nun  eine  grundsätzliche  Anordnung,  daß  diese  Verschie- 
bung y  nicht  nur  mit  der  der  Handradbewegung  proportionalen 
Größe  X ,  sondern  auch  mit  der  der  Ruderbewegung  ^  proportiona- 


Fig.  176.    Schema  des  Sohiftsruders 
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len  Bewegung  z  verknüpft  wird,  und  zwar  so,  daß  die  Qleichung 
besteht : 

(1)  y  =  mx  —  nz  . 
Wenn  nun  gilt: 

(2)  z^%^, 

n 

so  findet  sich: 

(3)  y  =  mx  —  n&  . 

Die  Kulissen  Verschiebung  y  soll  nun  in  erster  Annäherung  dem 
von  der  Ruderwelle  abgegebenen  Drehmoment  M  proportional  sein. 

(4)  M=ay. 

Nunmehr  gewinnt  man  die  Bewegungsgleichung  des  Ruders: 

(5)  O^^ay-W, 

WO  O  das  auf  die  Ruderpinne  reduzierte  Trägheitsmoment  aller 
bewegten  Teile  und  W  das  in  der  gleichen  Weise  reduzierte  Moment 
aller  der  Maschinen-  bzw.  der  Ruderbewegung  sich  entgegen- 
stellenden Widerstände  ist.  In  erster  Linie  enthält  W  einen  von 
dem  Ruderdruck  herrührenden  Anteil,  den  wir  proportional  dem 
Sinusquadrat  des  Ruderwinkels  anzunehmen  haben,  einen  kleineren 
Teil,  der  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Ruders  proportional  ist, 
und  einen  konstanten  Zuschlag,  der  den  Reibungswiderständen 
der  Maschine  und  des  Rudergeschirres  Rechnung  tragen  soll. 
Wir  schreiben  also: 

(6)  W=^psinh'^  +  q^^  +r. 

dt 

Das  erste  Glied  ist  übrigens  bei  stilliegenden  Schiffen  nicht  vor- 
handen, da  p  dem  Quadrat  der  Fahrtgeschwindigkeit  proportional 
ist.  Nunmehr  gewinnen  wir  die  Bewegungsgleichung  des  Ruders 
in  folgender  Gestalt: 

(7)  ry-—-  =  amx  —  ani7  —  pBin*i7  —  q   ,    —  r, 
^  '  dt^  ^  ^  dt 

oder  wenn  wir  uns  die  der  Handradbewegung  proportionale  Größe 
x  als  eine  durch  die  Absicht  des  Schiffsleiters  gegebene  Zeitfunk- 
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tic»  f(t)  denken,   unter  Umsetzung  der  eüuselnen  Summanden: 

(8)  e-^  +  q--+a%»-^  p«n«*  =  amm  -  r  . 

Hier  bemerken  wir,  daß  das  Glied  pain^'ä  die  Wirkung  des  Buder- 
druckes  insofern  nicht  richtig  zum  Ausdruck  bringt,  als  ea  den 
Yorzeichenwechsel  beim  Durchgang  des  Ruders  durch  die  NuUage 
nicht  mitmacht.  Wir  behalten  uns  deshalb  vor,  die  Wirkung  des 
Buderdruckes  gesondert  zu  untersuchen  und  beschränken  ims  auf 
kleine  Buderbewegungen  oder  auch  auf  die  Buderbewegung  bei  still- 
liegendem  Schiff.  In  beiden  lUllen  kann  2>sin'^  fortgelassen  werden. 

Auch  die  Größe  r  nötigt  uns  zu  gesonderter  Behandlung,  weil 
sie  den  Vorzeichenwechsel  im  Nullpunkt  nicht  zum  Ausdruck 
bringt,  weshalb  wir  sie  ebenfalls  unterdrücken. 

Nach  (Uesen  Vereinfachungen  gewinn^i  wir  die  Gestalt  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erzwungener  Schwingung: 

^  d«*         dt? 

(9)  ®diF  +  ^:rf^  +  «^*  =  «^/W- 

Zur  Prüfung  dieser  DifferenUalgleichung  denken  wir  uns  f{t) 
in  eine  Fouriersehe  Beifae  entwickelt: 

(10)  '  '^^^  =-Aq  +  A^  cosäq  t  + ä^oo&2  (KQt+  ..  . 


{ 


+  Bi  sin^o  <  +  -B«  sin2  «0  ^  +  •  •  • » 
womit  sich  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleiohui\g  in 
der  Form  findet: 

(11)  #  =  tti  c'*»«  +  a«  e^'^«  +  ^^^  +  <^(t)  . 

n 

Hier  sind  //j  und  /tj  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(12)  ^.  +  |^  +  «^»  =  0 

und  0(f)  eme  w^ter  unten  zu  erörternde  Z^tfunktion.  Die  beiden 
ersten  Glieder  des  Ansatzes  für  ^,  welche  die  Eigenschwingungen 
des  Sjrstems  darstellen,  verschwinden  nach  genügend  langer  Zeit 
bei  positivem  q  unter  allen  Umständen,  so  liaß  nur  die  vom  Hand- 
rad herrührende  erzwui^ene  Bewegimg  des  Buders: 

(13)  ^  =  *"A  +  <P(0 
übrigbleibt. 

Hort,  SchwIngungBlehre.    2.  Aufl.  20 
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Aus  diesem  Ansatz  lesen  wir  ab,  daß  die  Ruderlage  sich  tat- 
sächlich proportional  (wenn  auch  erst  nach  Verschwinden  der 
Eigenschwingung)  der  Handradbewegung  einstellt,  wenn  die  letz- 
tere aus  einer  zur  Zeit  ^  =  0  eingeleiteten  rasch  erfolgenden  Dre- 
hung des  Handrades  proportional  der  Größe  x  ^  A^^  besteht ; 
die  Koeffizienten  von  /(f):  A^,  A^,  A^^  . . .,  B^,  Bg,  £3,  . . .  ver- 
schwinden in  diesem  Falle,  die  Buderlage  wird  einfach: 

iU)  »^-Ao. 

n 

Aus  dieser  Gleichung  ^kennen  wir  sofort  die  Wirkung  der  Auf- 
hebung der  Verbindung  von  y  mit  der  Buderbewegung,  also  des 
Verschwindens  der  sog.  Stellhemmung,  die  in  dem  Ansatz: 

(15)  y  — WJT  — ntf 

sich  durch  n  :=  0  bemerklich  macht.  Diese  Voraussetzung  liefert : 

ii>  =  ex? , 

also  die  Unmöglichkeit  einer  stabilen  Buderbewegung. 

Wir  erkennen  also,  daß  die  Stellhemmung  das  System 
Handrad  —  Budermaschine  —  Buder,  welches  an  sich  zwei  un- 
gekoppelte Freiheitsgrade  hat'  und  unstabil  ist,  zu  einem  gekop- 
pelten System  macht,   welches  stabiler  Bewegungen  fähig  ist. 

Was  nun  die  Zeitfunktion  ^(t)  anlangt,  so  ist  dieselbe,  wie 
die  genauere  Ausrechnung  zeigt,  eine  Föuri ersehe  Beihe,  deren 
ifctes  Glied  lautet: 

mit: 


(17) 


,  .  (an-k*e  (xl)  Bu  +  hoc^qAk 

cos  lcöi^  = 


muh  Öls  "- 


.      {(X^-h^eocDAt-koc^qBt 


Damit  diese  Gleichimg  ein  möglichst  raumgetreues  Abbild  von 
f(i)  wird,  müssen  bezüglich  der  Trägheit  O  und  der  Dämpfung  q 
die  gleichen  Bedingungen  erfüllt  werden,  die  früher  beim  Oszillo- 
graphen ermittelt  worden  sind.  Wenn  auch  auf  diese  Weise  die 
Baumtreue  erreicht  wird,  so  ist  doch  die  Zeittreue,  wie  wir  erkennen, 
bei  der  Buderbewegungsübertragung  nur  mit  Annäherung  möglich. 


§  68.  Sohiff<)Bohwiiigiingeii  im  ruhigön  Wasser. 
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IX.  Schwingungserscheinimgen  bei  Fahrzeugen. 

§  68,  Schiflsschwingungen  im  rahigen  Wasser^^'^). 

Für  das  Folgende  werde  stets  angenommen,  daß  die  Schwer  - 
längsebene  und  die  Schwerquerebene  des  Schiffes  Sym- 
metrieebenen seien. 

Bei  der  Bewegung  eines  Schiffes  kommen  zwei  ausgezeichnete 
Punkte  in  Betracht.  Dies  sind  zunächst  der  Schwerpunkt  8 
(Fig.  176)  des  Schiffes  und  der  Schwer- 
punkt A  des  Auftriebes  (der  ver- 
drängten Wassermasse),  und  es  gilt 
der  Satz,  daß  ein  Schiff  schwimmt, 
wenn  die  Verbindungslinie  8A,  die 
Schwimmachse,  senkrecht   steht. 

Bringt  man  ein  schwinamendes 
Schiff  aus  seiner  Schwimmlage,  so 
stellt  sich  die  Schwimmachse  schief. 
Die  Senkrechte  durch  den  Schwer- 
punkt A  des  Auftriebs,  die  in  der  Ruhe- 
lage mit  8A  identisch  war,  trifft 
jetzt  8A  in   einem  Punkte  M,  den   ■^^«'  "«•   Koordinaten  der  sohiffs. 

man  das  Metazentrum  nennt.  Die 

betrachtete  Buhelage  ist  stabil,  wenn  M  über  8  liegt.  Für  jede 
Schragstellung  der  Schwimmachse  gibt  es  ein  Metazentrum. 
Unter  den  Metazentren  gibt  es  zwei  ausgezeichnete,  Mi  und  Jf^, 
die  man  erhält,  wenn  man  8A  entweder  in  der  Schwerlängs- 
ebene oder  in  der  Schwerquerebene  neigt;  man  nennt  Jfj  das 
Quermetazentrum,  M^  das  Längsmetazentrum.  Stets 
liegt  das  Längsmetazentrum  M^  tiefer  als  das  Quermetazen- 
trum Ml.  Wir  betrachten  im  folgenden  nur  kleine  Schwingungen 
des  Schiffes. 

E»  sind  grundsätzlich  drei  Schwingungen  möglich  entsprechend 
den  Drehungen  eines  festen  Körpers.    Beim  Schiff  sind  dies: 

1.  Das  Bollen  ist  eine  Drehimg  des  Schiffs  um  die  Haupt 
längsachse  und  wird  gemessen  durch  den  Winkel  # . 

2.  Das  Stampfeh  ist  eine  Drehxmg  um  die  Hauptquerachse, 
gemessen  durch  den  Winkel  rp , 

3.  Das  Gieren  (Schlingern)  ist  eine  Drehung  um  die 
Schwimmachse,  gemessen  durch  den  Winkel  (p . 
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Für  diese  kleinen  Winkel  kann  man  die  Lage  der  Metazentren 
als  unabhängig  von  #  und  yj  annehmen  und  ihre  Entfernung 
von  S  mit  m^  resp.  m^  bezeichnen.  Dann  sind  die  aufrichtenden 
Stabilitätsmomente  für  Bollen  und  Stampfen 


1^1  = 


wo  Q  das  Schiffsgewicht  ist;  das  Moment  äRj  nennt  man  auch  das 
Trimmoment. 

Wir  definieren  noch  die  Schwimmebene  als  diejenige 
Schiffsquerschnittfläche,  die  durch  den  Wasserspiegel  aus  dem 
Schiffe  herausgeschnitten  wird.  Diese  Querschnittfläche  habe 
die  beiden  Hauptträgheitsmomente  J^  und  J2  für  Drehungen  um 
diejenige  ihrer  Hauptträgheitsachsen,  welche  der  Hauptlängs- 
achse resp.  der  Hauptquerachse  des  Schiffes  parallel  sind.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  Ri  und  R^  die  Entfemimgen  der  Meta- 
zentren  von  A  und  das  Auftriebsvolumen  mit  Vq,  dann  gilt  die 
Beziehung : 


(2) 


In  der  Praxis  bestimmt  man  die  Größen  mj  imd  m^  durch  den 
Kräng ungsversuch^^<>).  Verschiebt  man  eine  Last  q  quer  zum 
Schiff  um  die  Strecke  z  und  ergibt  sich  hierbei  eine  Änderung 
der  Schiffsneigung  um  1!^,  so  ist 


und  analog 

gl 

Äußer  den  kleinen  Drehungen  des  Schiffes  ii>,  v^,  9?  wollen 
wir  im  folgenden  noch  kleine  Verschiebungen  (Tauchbewegungen) 
des  Schwerpunkts  f ,  97,  C  betrachten.  Es  sei  S,  H,  Z  ein  im  Raum 
festes  Koordinatensystem,  welches  parallel  zu  den  Hauptachsen 
des  Schiffes  so  orientiert  ist,  daß  +*S'  nach  dem  Heck,  +H  nach 
Steuerbord  und  +^  senkrecht  nach  unten  zeigt. 
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Unter  diesen  Voraussetzungen  verhält  sich  ein  in  ruhigem 
Wasser  schwingendes  Schiff  ohne  Eigengeschwindigkeit  wie  ein 
Pendel  hinsichtlich  meiner  Drehungen.  Es  seien  G^,  ß^,  S^  die 
Trägheitsmomente  für  Bollen,  Stampfen  und  Gier^x;  dann 
sind  die  Differentialgleichimgen  für  die  entsprechenden  Schwin- 
gungen: 


(3) 


und  die  Differentialgleichungen  für  die  Verschiebungsbewegungen : 

g  dt^  g  dl*  g  dt* 

In  den  letzten  Gleichungen  ist  F  die  Fläche  der  Schwimm- 
ebene und  gF^  die  von  einer  Eintauchung  um  den  Betrag  C 
herrührende  Auftriebänderung. 

Die  Differentialgleichungssysteme  (3)  und  (4)  sind  ohne 
weiteres  klar,  könnten  aber  auch  auf  Grund  einer  strengeren 
mathematischen  Untersuchung  abgeleitet  werden,  wo]:auf  wir 
hier  nicht  eingehen.  Das  Hauptergebnis  ist,  daß  im  ruhigen 
Wasser  in  erster  Annäherung  das  Bollen,  Stampfen  und 
Tauchen  voneinander  unabhängige  Schwingungsvor- 
gänge sind  und  daß  das  Gieren  überhaupt  nicht  zu- 
stande kommt. 

,Bei  Ableitung  der  Formeln  (3)  und  (4)  ist  stillschweigend 
von  der  Berücksichtigung  des  Beibungswiderstandes  des 
Wassers  abgesehen  worden. 

Praktisch  läßt  sich  die  Größe  des  Beibungswiderstandes  leicht 
ermittehi  durch  Schwingungsbeobachtung  an  einem  in  ruhigem 
Wasser  rollenden  Schiff. 

Im  allgemeinen  ergibt  die  Annahme  eines  der  Winkelgeschwin- 
digkeit des  BoUens  proportionalen  Beibungswiderstandes  genügend 
genaue  Besultate.  Bssitzt  Jedoch  das  Schiff  Schlingerkiele  ,  so 
wird  der  Wasserwiderstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  pro- 
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protional.  tn  diesem  Falle  kann  man  die  Dampfimg  mittels  eines 
Modellversuches^^)  bestimmen.  Das  Verhältnis  der  Linear* 
dimensionen  von  Modell  mid  Schiff  sei  1  :  A.  Dann  verhalten 
sich  di6  Gewichte  und  Trägheitsmomente  wie  1  :  A«  und  1  :A*. 
N^men  wir  nun  den  Wasserwiderstand  des  Schiffes  zunächst 
proportional  der  nten  Potenz  der  Lineargeschwindigkeit  eines 
Flächenelementes  der  ins  Wasser  eingetauchten  Schiffsoberfläche, 
dann  wird  die  Bewegungsgleichung  des  Schiffes  für  Bollen: 

Die  Bewegung  des  Modelies  regelt  sich  dann  nach  der  Oleichung : 

<^>  x^  dl*  ^  +  ¥^[-dil '  ^  +  Ä»  T  *  =  ^  • 

Hier  ist  /x  eine  Konstante,  die  den  Zeitmaßstab  so  zu  ändern  hat, 
daß  Schiff  und  Modell  vollkonmien  geometrisch  ähnlich  schwingen. 
Damit  dies  nun  der  Fall  wird,  müssen  X  und  /x  aus  (6)  verschwinden , 
d.  h.  es  muß  werden : 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

(8)  /*  =  }^, 
falls 

(9)  »  «  2 

wird.  Also  nur  im  Falle  des  quadratischen  Widerstandsgesetzes 
kann  die  Bewegung  des  Modells  derjenigen  des  Schiffes  ähnlich 
werden. 

§  69.  Schiflsschwingungen  im  Seegang^^^). 

Die  Bewegung  eines  Schiffes  im  Seegange  ist  als  eine  er- 
zwungene Schwingung  zu  betrachten  im  Gegensatz  zu  den  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  §  30)  welche  die  freien  oder  Eigenschwingungen 
des  Schiffes  charakterisieren.  Die  schwingungserregende  Ursache 
sind  die  Meereswellen,  und  ihr  Einfluß  auf  das  Schiff  ist  im  ein- 
fachsten Fall  gegeben  durch  den  Ansatz: 

27lt 

(1)  M^^m^Q i?o sin-^r-  > 
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wo  3V  die  Wellenperiode  ist  und  ^q  die  maximale  Neigung  der 
Sohwimmebene  für  den  Fall,  daß  das  Schiff  im  Wasser  in  senk« 
rechter  Lage  festgehalten  wird.  Die  Formel  (1)  sagt  aus,  daß  das 
von  den  Wellen  auf  das  Schiff  ausgeübte  Moment  angenommen 
wird  als  unabhängig  von  der  Lage  des  Schiffes  im  Wasser,  was 
für  kleine  t!^  zulässig  wird. 

Mit  (1)  wird  die  Bewegungsgleichung  des  Schiffes 

(2)  6,-^  +  Qm,»^  gm,*o8in-y^- . 

Setzt  man  die  Periode  der  Eigenröllung  des  Schiffes  ==  Tr,  so 
erhält  man  durch  Integration  von  (2) 

(3)  1?  =  Ci  sm---  +  Cg  cos -—  +  rpTZTrl    ""  ^^"""tT  ' 

Hier  stellen  die  beiden  ersten  Glieder  die  Eigenschwingung  vor 
das  dritte  die  erzwungene  Schwingung. 

Wichtig  ist  der  Fall  des  Zusammenfallens  der  Periode  Tr 
imd  T„ .   Dann  geht  (3)  über  in 

(4)  Ci  sm  -—  +  Cjj  cos-y <i>o  coa-^  • 

Hier  zeigt  das  Glied  -— <^qCob-=— ,    daß    die    Ausschlage 

des  Schiffes  im  Falle  des  Synchronismus  unbegrenzt  zunehmen 
müssen.  In  der  Tat  hat  der  Schöpfer  der  mitgeteilten  Theorie  des 
Rollens,  Fronde,  Schiffsmodelle  auf  synchronen  Wellen  zum 
Kentern  gebracht. 

Erweiterte  und  verallgemeinerte  Untersuchungen  über  die 
Bewegung  eines  Schiffes,  welches  schräg  zu  den  Wellen  steuert, 
verdanken  wir  Kriloff .  Eine  Mitteilung  seiner  Ansätze  würde  an 
dieser  Stelle  zu  viel  Baum  beanspruchen.  Es  sei  daher  auf  seine 
Hauptarbeit  „A  general  theory  of  the  oscillations  of  a  ship  on 
waves"  verwiesen. 

§  70.  Schwingungen  und  Stabilität  von  Luftfahrzeugen. 

1.  Daß  ein  Luftfahrzeug  ein  schwingimgsfähiges  System  ist, 
scheint  auf  den  ersten  Blick  nicht  sofort  erkennbar. 

Indes  kann  wenigstens  beim  Luftschiff  das  Pendel  ebenso 
zum  Vergleich  herangeholt  werden  wie  beim  Wasserschiff,  sofern 
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man  zunächst  Schwingungen  um  eine  durch  ein  ScfaifüsBchwerpunkt 
gehende  Horizontale  betrachtet  und  von  einer  Eigengeschwindig- 
keit  des  Schiffes  absieht. 

Beim  fahrenden  Schiff  kommen  noch  die  von  der  Geschwin- 
digkeit herrührenden  Bichtkräfte  hinzu,  die  auch  die  Schwingungs- 
fähigkeit um  die  Vertikalachse  bedingen. 

Diese  Richtkräfte  infolge  der  Eigengeschwindigkeit  bestim- 
men auch  beim  Flugzeug  ganz  wesentlich  die  Stabilität ;  überdies 
sind  sie  hier  das  eigentliche  Lebenselement  des  Schwimmens,  da 
ja  die  Flugzeuge  einen  natürlichen  Auftrieb,  der  sie  im  Schweben 
halten  könnte  wie  die  Luftschiffe,  nicht  besitzen. 

Die  Schwingungsuntersuchung  knüpft  zweckmäßiger  Weise  an 
an  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Kör- 
pers, unter  Trennung  der  Schwerpunktsbewegung  von  der 
Körperdrehungii«). 

Beide  Bewegungen  werden  unabhängig  voneinander  angesetzt 
und  stehen  miteinander  nur  dadurch  in  Beziehimg,  daß  die  am 
Schwerpunkt  angreifenden  Kräfte  a  durch  ihre  Momente  auch 
auf  die  Körperdrehung  Einfluß  nehmen. 

Wir  beziehen  den  Luftfahrzeugkörper  der  Masse  M  und  des 
Gewichtes  O  auf  ein  fest  mit  ihm  verbundenes  Koordinaten- 
system X,  y,  z  nach  Fig.  177  und  178.  Die  den  Achsenrichtungen 
entsprechenden  Verschiebungen  tragen  bestimmte  Benennungen: 

kB 


C5^ 


^\  Achse 


■G-^ 


Flg.  177.    Koordinaten  des  Luftechiffs. 


a;-Richtung  (Fahrtschwankung)  =  Stoßen, 
^/-Richtung  (Seitenverschiebung)  ==  Abtreiben, 
a;-Bichtung  (Höhen Verschiebung)  =  Wogen  oder  Sacken. 
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Die  den  Achsen  entspreohenden  Drehungen  werden  durch  die 
Winkel  t?,  y,  <p  gekennzeichnet  und  wie  folgt  benannt: 

^-Drehung  um  die  Längsachse  (Seitenneigung)  =  Rollen, 
V'-Drehung  um  die  Querachse  (Langsneigung)  =  Kippen, 
9?-Drehung  um  die  Vertikalachse  =  Drehen. 


?^ 


X 


Fig.  178.    Koordinaten  des  Vlugseugs. 

Weiter  setzen  wir  voraus,  daß  die  gewählten  Achsen  die  der 
Hauptträgheitsmomente  öj,  Ög»  ^8  s^icn;  die  nach  ihnen 
genommenen  Linear-Geschwindigkeitskomponenten  seien  ViyV2yV^, 
die  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit  seien  co^,  a>2,  (o^\ 
solange  die  Drehwinkel  '9,  y^,  (f  klein  bleiben,  was  wir  voraus- 
setzen wollen,  gilt: 


(1) 


(Oi 


dt 


dxp 


*        dt 


d(p 


'        dt 


Nach  diesen  Vorbereitungen  schreiben  wir  die  Beweguugs- 
gleichungen  des  Schwerpunktes: 

|if(vi  +  (o^v^  —  (o^V2)  =  —ösinycos^  +  jS^  +  P 
M(i;2  +^8  ^1  -  o^i^s)  =  +ösind  +  S^  +  Q 

M{v^+  (OiV^  —  ö>2  Vi)  =  --öcosv;cosit>+  S^  +  B  , 

wenn  wir  annehmen,  daß  das  Luftfahrzeug  um  die  Winkel  ^,  y),  q? 
aus  der  ursprünglichen  Lage,  in  welcher  die  Schwererichtung 
parallel  zur  Z- Achse  war,  abgewichen  sei. 

In  den  Gleichungen  (2)  bedeuten  J3i,  S^y  S^  die  Komponenten 
des  Propellerschubes,  P,  Q,  B  die  Summe  aller  Komponenten  der 
Gesamt-Luftwiderstände. 
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Als  Drehungflgleichungen  benutzen  wir  die  Euierschen  Glei- 
chungen für  die  Drehung  eines  starren  Körpers  unter  Einwirkung 
äußerer  Momente  und  schreiben  sie: 

(3)  e^cb^  +  CO,  (0,(6,  -  e,)  =  ©,  +  aRa 

I  ögcia  +  o),  cü2(Ö2  -  e,) «  ©8  +  a», , 

wo  @i,  @2>  ®8  ^^®  Komponenten  des  Momentes  der  Propeller- 
wirkung, 3}li,2Sli,3Slz  ^®  Komponenten  des  Gesamtdrehmomentes 
aller  Luftwiderstandskräfte  bedeuten. 

2.  Wir  wenden  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  auf  den  einfachen 
Fall  eines  Luftschiffes  an,  welches  von  der  xy-Ebene  nicht 
abgewichen  ist  (r,  =  v,  0)^=  a>,  =  0),  und  bei  welchem  der 
Schwerpunkt  in  der  Schiffslängsachse  liege.  Außerdem  soll  der 
Propellerschub  Si  in  Richtung  der  Längsachse  verlaufen  und  stets 
der  Widerstandskomponente  P  gleich  sein.i^*) 

Dann  nehmen  die  Gleichungen  (2)  die  einfache  Gestalt  an; 

(2a)  lM{v,-co,v,)==0 

\  M(v^  +  o>sVi)'^Q  , 
während  wir  für  (3)  erhalten: 

(3a)  (93^)3  =  SR3. 

Nun  setzen  wir  voraus,  daß  sowohl  die  Verechiebegesch windig- 
keit zur  Seite  v«  =  37  sowie  .die  Drehgeschwindigkeit  o-  =  -^ 

at  ($i 

klein  seien;  dann  ergeben  sich  die  Ansätze: 


(4) 


•MM       •  -MM     (*        OC  _ 


Die  erste  Gleichung  (4)  liefert  Vi  =  konst.,  mit  welchem  Ergebnis 
die  beiden  anderen  Gleichungen  weiter  behandelt  werden. 

Die  Kraftkomponente  Q  rührt  vom  Luftwiderstand  W  her, 
dessen  Bichtimg  in  der  Tangente  der  Schwerpunktsbahn  Hege, 
'"'^tztere  bilde  mit  der  Schiffslängsachse  den  kleinen  Winkel  a . 


§  70.   SohwiDgungen  und  Stabilit&t  von  Luftfahrzeugen.         315 


Dann  enthält  Q  zunächst    einen  diesem  proportionalen  Anteil 

dcp 
=  a*  Ä .  Femer  liefert  auch  die  Drehung  -j-  einen  Beitrag  zu  Q  (vor 

at 

allem  von  selten  der  Stabilisierungsflächen),  den  wir  proportio- 

dg^  61  d(p 

nal  der  Drehgeschwmdigkeit  - .-  mit  —rr-  ansetzen. 

(tt  dt 


Also  haben  wir: 


(6) 


dqi 


Q^a^oc  +  b,f^, 


Das  Moment  hat  entsprechende  Anteile  und  schreibt  sich: 


(6) 


3)?3  =  c*a  +  6, 


dt 


Hier  ist  c^(X  die  Rieht  kraft  durch  den  Luftwiderstand  infolge 

der  Seitendrehung,  63  tt  die  von  letzterer  herrührende  Dämpfung. 

(tt 

Die  Bewegungsgleichungen  (4)  schreiben  sich  nun: 


(5) 


dt* 


..»  +  6.g. 


Zwischen  oc,  97  und    A?^ 
2/  besteht  aber  nach    > 
Fig.   179    die    Be- 
Ziehung : 

oder  mit: 

dy   .  dt] 


^( 


■l 


Fig.  170.    Zar  StobllitAtsbetraohtung  der 
LuftBCblifbewegimg. 


WO  17  die  Seitenverschiebung  auf  ein  im  Baum  festes  Koordinaten- 
system bezogen  bedeutet: 

1  di; 

Vi  dt 
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Damit  wird  aber: 


<«) 


dfp 
dt 


a 


dt' 


dt 


oder  geordnet: 


(7) 


a 


8 


M  r{'''\ r{  -\  ¥  -  «^  'P  =  Ö 


V 


Ö3 </'  -h^(r  -  c^<r  +     ^'  =  0 . 


Vi 


Zur  Ermittlung  der  Stabilitätsbedingung  für  dieses  gekoppelte 
Schwingungssystem  führt  folgende  Determinante: 

(8)  .,      ' 


Vi 


A, 


a  A*  -  6,  A  -  c« 


'8 


8 


=  0, 


d.  h.  die  Gleichung  vierten  Grades: 

( Jf  >l«  +  —  a)  ( ö,  A«  -  62  A  -  c«)  +  —  (61 A  +  a2)  A  «  0 . 
Nach  Division  mit  k  entsteht  hier: 


(Ö,  A«  -  62  ^  -  c«)  (Jf  Vi  A  +  a«)  +  61  c«  A  +  a^c»  -  0 


oder: 


V,  Jf  08  ;i^  +  (a«  »8  -  6,  Vi  M)  k^  +  (61  c2  -  feg  a«  -  Vi  c«  Jf )  A  =  0 , 
und  nach  nochmaliger  Division  mit  k  die  quadratische  Gleichung : 
(9)  v^Me^k'^  +  {a^e^-b^v^M)k  +  (61  c«  -  6,a«  -  Vj  c«  Jf)  =0 . 
Setzen  wir  nun  abkürzend: 


2p  = 


a^  ©8  —  62  ^i  -^ 


und 


viJfe, 

so  findet  sich  für  (2): 

(9a)  k^  +  2vk  +  q^ 


q'- 


61  c*  —  fe,  a*  —  Vi  c*  M 


=  0 
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und  hieraus  die  Wurzeln: 


(10)  l^.-P  +  if^ 

Im  übrigen  Bind  noch  die  Werte  der  durch  die  isweimalige  Divi- 
sion mit  X  fortgefallen^!  Doppelwurzel  mit 

(10a)  A,=0;         >l4«0 

zu  berücksichtigen. 

Damit  werden  aber  die  allgemeinen  Bewegimgsintegrale: 


{ 


9?«Eie^«'  +  i?,c^««  +  Bj  . 


Hieraus  ergibt  sich  wegen  des  Gliedes  B^Vit,  daß  wenigstens  die 
Seitenabweichung  tj  niemals  klein  bleiben  kann;  tmter  den  ge- 
nannten Bedingungen  wird  also  ein  Luftschiff  nicht  automatisch 
in  gerader  Linie  fahren  können.  Dagegen  bleiben  die  Drehungen  ip 
-stabil,  wenn 

9>P 
gilt. 

Die  Bedingungen  hierfür  sind: 

\  (*i-viilf)c«-a2  62>0. 

Damit  die  erste  Ungleichung  für  alle  Fahrtgesoh windigkeiten  v^ 
erfüllt  ist,  muß  6,  negativ  sdn,  d.  h.  der  Dämpfungsanteil  des 
Momentes  äß^  im  Ansatz  (6)  muß  das  Bestreben  haben,  einer  Ver- 
größerung der  Drehung  q)  entgegenzuwirken,  was  ja  in  Wirklich- 
keit auch  immer  der  Fall  ist. 

Die  zweite  Gleichung  liefert,  wenn  wir  das  Vorzeichen  von 
c*  umkehren: 


(13)  -c 


v^M-bi  ' 


Dieser  Ansatz  gibt  zunächst  Anlaß,   statt  —c^  -]-  y^  zu  schrei 
ben,  womit  das  Moment  3Ki  endgültig  in  die  Form  tritt: 

(14)  m,  =  -y'cc^b,^. 
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Dabei  bedeutet  der  Vorzeichenwechsel,  daß  rein  statisch  das 
Bichtmoment  y^oc  negativ  sein,  d.  h.  einer  Vergrößerung  und 

ebenso  wie  die  Dämpfung  b^  -^  entgegenwirken  mitß.    Da  nun 

weiter  in  (13)  — =7 — ^-j-  sicher  positiv  wird,  wenn,  wie  meist  der 

Fall,  die  Verschiebungsdämpfung  b^  klein  ist,  so  erfüllt  die  sta- 
tische Stabilitätsbedingung 

(14a)  y*  >  0 

auch  die  dynamische.  Die  statische  Stabilitätsbedingung  haben 
wir  damit  als  hinreichend  erkannt;  sie  ist  aber  keineswegs  not* 
wendig,  denn  nach  (13)  könnte  auch  ein  statisch  unstabiles  Luft- 
schiff (mit  negativen  y^)  dynamisch  stabil  (in  bezug  auf  die 
Drehungen)  fahren. 

3.  Benutzen  wir  nun  die  Oleichüngssysteme  (2),  (3)  zur  An- 
setzung  der  Schwingungen  eines  Flugzeuges,  so  wollen  wir  diese 
Schwingungen  wieder  als  klein  voraussetzen.  Es  sind  dann  vor 
allem  t;,»  t's»  ^i>  ^s»  ^s  Größen,  deren  höhere  Potenzen  und  Pro- 
dukte zu  vernachlässigen  sind.  Während  v^  in  einer  unveränder- 
lichen Hauptbestandteil  Vq,  die  Flugzeuggeschwindigkeit,  und 
eine  ebenfalls  kleine  Schwankung  Vi  zerfällt.^ 

Von  den  Winkeln  y)  und  '&  sei  die  Seitenneigung  d^  klein,  wäh- 
rend der  Winkel  der  Längsneigung  %p  (das  Kippen)  um  einen  festen 
Betrag  i/^q  die  kleine  Schwankimg  e  erfahre.  Dann  schreiben 
sich  die  Gleichungen  (2) 

IMv[  =•— ösinv'o   +^cosyo  +  ^i  + -P 

MXv.^  +  vo ^03)  ^+Q^  +  S,  +  Q 

-^(^3  —  ^0  <^h)  =  — ö(cosv'o  —  f  sinvo)  +  ^^s  +  Ä 
und  das  System  (3) 


(16) 


öl  «1  =  ©1  +  SW, 

^8ft>8  =  ®8  +3R8  . 


Der  Propellerzug  8  =  j^/Sf?  +  Äj  +  S|  liege  parallel  der 
X-Achse  des  Flugzeuges  im  Abstand  «3,  womit  seine  Komponen- 
ten werden:  8^  =  8,  Sg  =  /S,  =  0.  Das  vom  Propellerzug  aus- 
geübte Moment   um  die  ^-Achse  berechnet  sich  demnach   zu 
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@2  =  ^^8)  während  das  durch  die  Drehungsgeschwindigkeit  Q 
hervorgerufene  Gegenmoment  S  -^  nur  eine  Komponente  ©^  um 

die  X-Achse  in  gleicher  Größe  liefert.  Für  die  von  der  Propeller- 
wirkung herrührenden  Kraft-  und  Momentkomponenten  entstehen 
also  die  Ansätze 

• 

r  Äj  =/8,  -8,  =  0,  /Ss-=0. 

Zur  Gewinnung  der  Komponenten  der  Luftwiderstandswirkung 
P>  Q,  B,  &f3Rf^  führt  folgende  Betrachtung.  Im  allgemeinen 
kann  man  die  Widerstandskräfte  und  Momente  eines  Flugzeug- 
teiles als  Funktion  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  der  all- 
gemeinen Gestalt  /(tt*)  eines  dem  Teil  zugehörigen  Punktes  der 
Koordinaten  a,  b,  e  ansetzen.  Die  Größen  a,  b,  e  sind  Konstruk- 
tionsdaten, die  mit  den  Geschwindigkeitskomponenten  der  Flug- 
zeugbewegung Vi,  v^,  v^j  cOj,  (o^,  a>3  das  Geschwindigkeitsquadrat 
u^  wie  folgt  erklären: 

j  1i^=  K  —  CC02  —  6CO3)«  +  (v,  +  aw3  —  cö>i)» 

Für  jeden  Flugzeugteil  lassen  sich  nun  experimentell  zwei 
Funktionen  /*(tt*)  und  /»(i**)  ermitteln,  von  denen  die  eine  die 
Kraftwirkungen,  die  andere  die  Momentwirkungen  des  Luft- 
widerstandes darstellt. 

Summiert  man  nun  alle  derartigen  für  die  einzelnen  Flugzeug- 
teile ermittelten  Funktionen,  so  erhält  man  die  Gesamtkraft 
und  das  Gesamtmoment  des  Luftwiderstandes,  dessen  Kompo- 
nenten P,  Q,  B,  ß,  SR,  91  unter  der  Voraussetzung  kleiner  Schwin- 
gimgen,  die  wir  oben  gemacht  haben,  in  die  allgemeine  Gestalt 
gehen: 

P=  Pq  +  Pi  vi  +  PiV^  +  p^V^  +  7ti  (Ol   +  7t^  (0^  +  n^  ft>3 

(19)  {Q  ^Qo  +qivi  +  ft  Va  +  ^3  ^8  +  ^j  ^1  +  «8  ö>2  +  Xj  rog 
R  ^Bo  +ri  vi  +  fg  V,  +  fj  V3  +  QiCOi  +  q^  o)^  +  q^  (o^  . 

S  =    ßo  +     II  ^1  +     I2  ^2  +     Is  ^8  +  ^1  Ö>i  +  ^  0)2  +   ^  CO3 

(20)  {  a»  —  3Ro  +  nii  v/  +  ju,  v^  +  m,  v«  +  ^h<^i+ fH^i  + /h  ^3 

9?  «   9io  +    "l  ^1  +    "jl  <^«  +    "8^8  +  n  ^1  +  ^1  Ö>»  +  ^8  6>8    • 
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Wie  ersichtlich,  sind  P©»  öo>  Ä© ,  So ,  3Ko »  8lo  ^®  Widerstands- 
komponenten  bei  stationärer  Bewegung: 

(  GBinyf^  =  8q  +  Pq 


(21) 


0  = 

"Oo 

öcosvo  «- 

Äo 

SqVo 

Q    ~ 

£« 

^0«8  = 

iWio 

0- 

S«o- 

Weiter  vermindert  sich  die  Zahl  der  Beiwerte  in  (19)  und  (20) 
auf  die  Hälfte,  weil  infolge  der  Symmetrie  des  Flugzeuges  zur 
a;  «-Ebene  die  Komponenten  P,  R,  301  unabhängig  von  Vg,  (o^,  Wj 
und  Qy  ß,  91  unabhängig  von  v{,  Vj,  cog  sein  müssen. 
Somit  wird  einfacher: 


(22) 


f  P 

Q 

R 

ß 

m 

91 


ßo  +     Ig  V,  +    ^  o>i  +    Aj  ö>3 

3Ko  +  tili  ^i  +  tits  t;j   +  /i,  0)2 


Mit  (21)  und  (22)  werden  nun  die  Bew^ungsgleichungen  des 
Flugzeuges: 

M{Vi  +  Vo  tt>,)  =  * Öf  +  ga  t?2+  Xj  {>  +  x,  co, 
^(^.s  —  Vo  £)    =  f  Gsinv^o  +  ^  «'i  +  ^s «'s  +  ^i  « 

öi^^"  =I2^«     +^1*      +^^'>8 

öl  «  -=  nii  Vi  +  ntg  Vs  +  /*2  « 

©3  ft>3  =  n,  Vg    +  Vj  Ö     +  1*3  Ö>,   . 


(23) 


Dieses  Gleichungssystem  zerfällt  ersichthch  in  zwei  getrennte 
Gruppen,  nämlich: 


(24) 


und 


(25) 


I 


§  71.   Sohwingnngen  von  Lokomotiveii. 

Mvi  =  —  C ÖCOSV'o  +  Pi  ^1  +  P$^3  +  ^2  ^ 

-MCvj  —  Vo  fi)  =  +eOBmxpo  +  fj  vj  +  fg  v,  +  ^8  « 
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8 


lö8tt>J 


Von  diesen  Systemen  enthält  (24)  nur  die  Koordinaten  v^,  Vg,  f , 
also  das  Stoßen,  Sacken  und  Kippen,  welche  Bewegungen 
man  als  symmetrische  oder  Längsschwingungen  be- 
zeichnet, während  (25)  nur  Vg,  d,  co^  enthält,  das  Abtreiben, 
Rollen  und  Drehen,  d.h.  die  Komponenten  der  Quer- 
schwingung. 

Damit  ergibt  sich  der  Satz  von  der  gegenseitigen  Unabhängig- 
keit der  Längs-  und  Querschwingimgen,  deren  Stabilität  je  von 
der  Erfüllung  einer  Gleichung  vierten  Grades  abhängt.  Die  Bei- 
werte dieser  sind  Funktionen  der  Flugzeugfestwerte  in  den  An- 
sätzen (24)  und  (25),  zu  deren  Ermittlung  die  Aeromechanik 
heranzuziehen  ist,  und  zwar  sowohl  die  experimentelle  in  Gestalt 
von  Modellversuchen,  wie  die  theoretische  in  Gestalt  der  Kutta- 
Joukowskyschen  Strömungstheorie,  aus  welchen  Gebieten  eine 
Reihe  vpn  Zitaten  im  Literaturverzeichnis  aufgenommen  ist.  ^•) 

§  71.  Schwingungen  von  Lokomotiven. 

Die  Bewegung  einer  Lokomotive  ist  ein  im  Sinne  der  Dynamik 
sehr  verwickelter  Vorgang.  Auch  wenn  man  von  dem  Tender 
und  dem  nachfolgenden 
Eisenbahnzug  absieht, 
so  bleibt  noch  ein  Sy- 
stem von  einer  beträcht- 
lichen Zahl  von  Frei- 
heitsgraden  übrig. 

Zunächst  ist  der  Lo- 
komotivkessel, der  mit 
seinem  Rahmen  als 
starrer  Körper  betrach- 
tet werden  soll,  ein  System  von  sechs  Freiheitsgraden,  deren 
Koordinaten  nach  der  Fig.  180  erklärt  sind. 

Hort,  SchwingnngBlehre.    2.  Aufl.  21 


Fig.  180.    Die  Koordinaten  des  LokomotivkÖrpers. 
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Der  Rahmen  wird  unter  Vermittlung  von  Federn  von  einer 
Anzahl  Badsätze  getragen,  die  im  Bahmen  durch  Führung  gegen 
Bewegimg  in  der  x-Richtung  gesichert  sind;  dagegen  sind  Ver- 
schiebungen der  Radsatzschwerpunkte  in  der  Richtung  sowie 
Drehimgen  der  Achsen  in  der  y  2-Ebene  relativ  zum  Lokomotiv- 
körper möglich.  Schließlich  kommt  als  Freiheitsgrad  des  Rad- 
satzes die  reine  Rotation  hinzu.  Demnach  hätte  jeder  Radsatz 
vier  Grade  der  Freiheit  relativ  zum  Lokomotivkörper. 

Nun  zerfallen  die  Radsätze  der  Lokomotive  in  zwei  verschie- 
dene Elassen :  die  der  Treib-  und  der  Laufachsen.  Die  Rotations- 
freiheitsgrade  der  ersteren  ziehen  sich  durch  die  Kupplung  mit 
dem  Triebwerk  auf  einen  einzigen  zusammen,  so  daß  bei  m  Treib- 
achsen imd  n  Laufachsen  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  der  Loko- 
motive beträgt: 

6-f  3m  +  4w+  1. 

Hiervon  sind  aber  für  jeden  Radsatz  die  Bedingungen  der  dauern- 
den Berührung  mit  der  Gleisbahn  als  2  Freiheitsgrade,  also 
(m  +  n)  mal,  abzuziehen,  so  daß  endgültig  sich  als  Freiheitsgrad 

ergibt : 

/  =  7  +  m  +  2n. 

Für  unsere  Schwingungsuntersuchung  i^')  sehen  wir  nun  von 
sämtlichen  von  den  Radsätzen  herrührenden  Freiheitsgraden  ab 
und  vom  Lokomotivkörper  betrachten  wir  nur  folgende: 

Schwerpunktsbewegung  in  der  2-Richtung:  das  Wogen 
Drehungsbewegung  um  die  x- Achse:  das  Wanken 

Drehungsbewegung  um  die  ^- Achse:  das  Nicken 

des  Lokomotivkörpers. 

Die  übrigen  Bewegungen  des  Lokomotivkörpers  sind  wesentlich 
von  der  Gleisgestaltung  und  dem  Fahrvorgang  bestimmt,  die  hier 
nicht  zur  Erörterung  stehen  sollen. 

Zur  Gewinnung  der  Bewegungsgleichungen  des  Lokomotiv- 
körpers führt  am  übersichtlichsten  das  Verfahren  nach  La- 
grange. 

Die  kinetische  Energie  L  des  Lokomotivkörpers  der  Masse  M 
und  der  Hauptträgheitsmomente  ©i,  0^,  S^  ist  im  allgemeinen 
Falle  nur  kleiner  Schwerpunktsverschiebungen  xyz  und  Achsen- 
drehungen '^xp(p\ 
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Da  wir  aber  nur  das  Wogen  (i),  Wanken  {&)  und  Nicken  {tp) 
betrachten  wollen,  bleibt  für  uns ^ übrig: 

(1)  L  =  i(Jtf  i«  +  ©1  ^«  +  ©2 V'«) . 

Sehen  wir  von  Reibungskräften  ab,  so  sind  nur  die  Feder- 
und  Gewichtswirkungen  zu  berücksichtigen,  für  die  wir  eine 
Potentialfunktion  V  voraussetzen. 

Dann  werden  die  Bewegungsgleichungen: 

d  dL  dV 


(2) 


dt  6z 

dz 

d  dL 

dV 

dte^ 

dd' 

d  BL 

6V 

dt  drp  dtp ' 

Die  Potentialfunktion  V  ist  erklärt  als  diejenige  Arbeit,  die 
die  Federn  und  das  Gewicht  zu  leisten  oder  aufzunehmen  haben 
bei  einer  kleinen  Lagenänderung  des  Lokomotivkörpers  z,  ^,  yj. 

Wir  setzen  r  =  2  (n  +  m)  Federn  voraus,  die  symmetrisch 
zur  X-Achse  angeordnet  seien.  Ihre  Federspannung  in  der  Mittel- 
lage sei  /i  (ib  =  1,  2,  3  .  .  .*  r)  und  ihre  Federungszahl  c*;  ihre 
Lage  sei  gegeben  durch  die  Positionskoordinaten  Xj^,  yt  {k  =  l, 
2,  3  ...  r).    Infolge  der  Symmetrie  ist 


(3) 


^2<+l  = 

^2«  +  l) 

y2i+i  — 

—y2(i+i) 

hi+l 

/2(*  +  l) 

/.2 

^2(i+l) 

i  =  0,  1,  2  .  .  .  (n  +  m—l). 


Durch  eine  Verlagerung  des  Lokomotivkörpers  im  Betrage  z,'9,(p 
ändern  sich  aber  die  Koordinaten  x^,  yt,  2*  jedes  seiner  Punkte  in : 

a?*,  y*,  Zk  +  z  +  yk'9  —  Xtyf 

die  ite  Feder  erleidet  also  eine  Längenänderung  z  +  yt'^  —  xtip 
und  leistet  demnach  eine  Arbeit 

(4)  fk{z  +  y*^  -  xty>)  +  i  cl(z  +  yt^  -  xttp)K 
Hiermit  berechnet  sich  aber  das  Federpotential: 

(5)  V=--MgT+2^{U(z  +  yk^-Xj,yj)  +  -^cl(z  +  yk^-Xtw)^}. 

^  21* 
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Die  Ausführung  der  nach  (2)  rechts  nötigen  partiellen  Differen- 
tiationen liefert  zunächst  von  dem  linearen  Glied  unter  dem 
Summenzeichen  in  (5)  die  Ausdrücke 

Hier  bedeuten  aber  die  Summenzeichen  der  Reihe  nach  das 
Lokomotivgewicht  (Kessel  mit  Rahmen),  welches  ja  in  der  Ruhe- 
lage der  Summe  der  Federkräfte  gleich  sein  muß,  und  die  beiden 
statischen  Momente  der  Federkräfte  bezüglich  der  beiden  Ko- 
ordinatenachsen, die  in  der  Gleichgewichtsmittellage  verschwinden. 
Von  den  weiter  infolge  der  partiellen  Differentiationen  aus  (5) 
entstehenden  Summen  gilt  aber 

(6)  Zclvk^O,      Zclxuyk-=(^ 

wegen  der  durch  (3)  ausgedrückten  Symmetrie. 
Die  Bewegungsgleichungen  (2)  werden  also: 

IM'z -{- z2cl  —  yj2clxi^      —0 
e,'&  +  ^Iclyl  =0 

O^ip  +  fp Z clxl  —  z H clxj^  ==  0  . 
Mit  den  Abkürzungen: 


(8) 


24 
M 

2clXi 


=  « 


^cUl 


-ß. 


^clyl 


=  d 


2c\xt 

a 


=  j, 


Ilclxt 


-  i 


F  =   /r». 


entsteht  jetzt  das  simultane  Gleichungssystem : 

2  -f  «2  —  dey)  =  0 


(9) 


ip  +  ßw z  ==  0  . 


Danach  geht  die  Eigenschwingung  des  Wankens  unabhängig  von 
den  beiden  anderen  Komponenten  vor  sich  und  besitzt  eine 
Frequenz: 

(10)  '■    ^ 


V  = 


2jr 


§  71.   SohwinguBgen  von  Lokomotiven. 
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Das  Wogen  ist  dagegen  mit  dem  Nicken  verkuppelt.    Beide 
weisen  für  die  Frequenzen  die  biquadratische  Gleichung  Auf  : 

{2nv)^+oc  —de 


(11) 


d 


(27iy)2  +  ^ 


=  [{27iv)^  +  (x][(2nv)^  +  ß] 
-  i«  -  0  , 


woraus  sich  findet: 

2  71  Vi  ^ 


271^2 


-Y-v  ±i/m+ ' 


+  d*-(Kß, 


(12) 


'« 


=.^l/--^'4'M*+ 


Damit  das  Wogen  und  Nicken  stabil  verläuft,   müssen  v, 
und  ^2  reell  sein,  d.  h.  es  muß  gelten : 


2 


V'M 


+  d* 


oder  oc  ß  >  d* . 

Unter  Berücksichtigung  von  (8)  heißt  dies  aber: 


(13) 


2ch2cixl>[Z4xk]'. 


Diese  Ungleichung,  welche  für  k  =  l  eine  Identität  ist,  läßt  sich 
für  jfe  =  2  unmittelbar  durch  Auswerten  leicht  beweisen  und  gilt 
deshalb  auch  für  beliebiges  k,  unter  der  Voraussetzung,  daß  alle 
Federungszahlen  cl  positiv  sind. 

Wird  die  Frage  nach  den  erzwungenen  Schwingungen  gestellt, 
so  müssen  an  periodisch  wirkenden  äußeren  Kräften  neben  den 
Reaktionen  des  Kurbeltriebwerkes  die  elastischen  Durchbiegungen 
und  die  Stöße  an  den  Schienen  und  Schienen verbindimgen  i^®), 
die  unregelmäßigen,  mit  Schlingern  bezeichneten  Bewegungen  des 
Rädersystems  in  die  Reibung  eingeführt  werden,  die  von  der 
Gleislage  und  der  seitlichen  Verschiebbarkeit  der  Radsätze  her- 
rühren. 

Am  wichtigsten  unter  den  Kurbeltriebreaktionen  und  auch 
am  leichtesten  rechnerisch  erfaßbar  ist  der  stets  (wenn  der  Kurbel- 
zapfen aus  der  zylinderseitigen  Totlage  nach  unten  geht)  senk- 
recht nach  oben  wirkende  Kreuzkopf  druck ;  die  Untersuchung 
der  übrigen  Einflüsse  führt,  abgesehen  von  den  dynamischen  An- 
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Sätzen,  auf  verwickelte  Betrachtungen  aus  der  Elastizitätslehre, 
bezüglich  deren  wir  auf  die  Literatur  verweisen. 

In  erster  Annäherung  läßt  sich  der  Kreuzkopfdruck  bei  einer 
Zylinderseite  nach  Kg.  181  als  periodische  Funktion^") 

P\aiacot  | 

p . darstellen.  Die  zweite  Kur- 

Fig.  181.    Schaubild  des  Kreuzkopfdruokes.  wöhnlich     Um      -    Versetzt 

AI 

und  liefert  demnach  den  Kreuzkopf  druck  P|cosö><|.  Dem- 
entsprechend würde  die  erste  Gleichung  (7)  mit  Störungsglied 
zu  lauten  haben: 

(14)        M%  +  2 -Tel  —  v^2'cjxjbs=  P{jcosö><l  +  Isincü^l)  . 

Mit  dieser  ist  die  Gleichung  des  Nickens  zu  verbinden,  auf 
deren  rechter  Seite  als  Stönmg  das  Moment  der  Kreuzkopfdrücke 
erscheint.  Dieses  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen,  von  denen 
der  erste  analog  P{|co8cü^|  +  |sincoi|)  von  der  einfachen  Um- 
drehungsgeschwindigkeit abhängig  ist  etwa  entsprechend 

Jfi  {  cosco  f  +  I  sin  CO  f  I)  . 

Dagegen  ist  der  andere  Teil  des  Moments  von  der  doppelten 
Drehgeschwindigkeit  2  co  abhängig,  entsprechend 

Jfgdsinco^lcoscüi  -f  jcosa><|8inö>()  . 

Dieses  zweite  Moment  stellt  sich  graphisch  nach  Fig.  182  dar. 
So  schreibt  sich  die  dritte  Gleichung  (7)  für  das  Nicken  wie  folgt : 

1  ©2  V^  +  V^  -TcJ  0^  —  « -Tel  Xjfc  =  ifj  {|  coso)  <   +  '  sino)  i  |) 
[  +  M^ (1  sino)  i  I coscü  i  -f  ' cosö)  i  j  sino;  i)  . 

/'^^-r^^         v'-^^T^^x — ^  Unter    der    Voraus- 

Mf^-^^      ^^-/^^        ^^^^'  i    Setzung  ^clxi,  =  0,  die 


x^^jx       £x  sich     durch     geeignete 

loj        &       fS-      TS"  Abstimmung  der  Fede- 

Flg.  182.    Die  Momente  des  Kreuxkopfdmckes.  ^^gg^^y^^  ^2  erreichen 

läßt,  werden  Wogen  und  Nicken  voneinander  unabhängig.    Die 
Differentialgleichung  für  das  erzwungene  Wogen  schreibt  sich  dann : 

p 

(14a)  i  +  i?2  =  -^(|co8ft>«   +sm!cü«|> 


§  71.    Schwingungen  von  Lokomotiven. 


327 


mit 


Die  Funktion  rechts  hat  die  Periode 


2p  = 


71 


(Fig.  183)  und  heiße  kurz 


Mit  ihr  stellt  sich  die  er-     ^ 
zwungeiie  Lösung  von  (14  a) 
in  Gestalt  eines  bestimmten 
Integrals  dar:**®) 


Flg.  183.    Störangsfnnktion  des  Wagens. 


(16) 


^  =/.//(* 


)sinXi(t  —  ex)  doi, 


0 


2Üt 


+ 


lf(oi)coiiXAt+         —(K]d\ 
2XiSin-.---  f 


0 


oder  nach  Ausrechnung  der  Integrale: 

P]/2 

Po)  .  / 


(17) 


2=  „..o—     Vv8in(o>i  + 


71 

4 


M  Xi  {kl  —  CO  2)  sin 


71 

4iO) 


4^co 


k    71 

Hier  entstehen  für  -]  -  =  7in    oder    für  k^  =  4.(0  n,    wo  n 

4a> 

eine  ganze  Zahl  ist,  unzulässige  Beträge  für  das  Wogen.  Es  darf 
also  die  Eigensehwingungsfrequenz  des  Wogens  niemals  gleich 
dem  Vierfachen  der  Rotationsfrequenz  des  Kurbelgetriebes 
werden. 

Andererseits  wird  für  A^  =  a>  die  Koordinate  z  zunächst  den 
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Wert  ^  annehmen,  der  aber  nach  ordnungsmäßiger  Behandlung 
der  unbestimmten  Form  in 

tibergeht.    Demnach  kann  z  auch  für  A^  =  co  zu  unzulässigen 
Beträgen  anwachsen. 

Zu  ähnlichen  Ergebnissen  würde  man  auch  bei  Untersuchung 
der  übrigen  Schwingungskomponenten  und  bei  Heranziehung  der 
Wirkung  der  Schienenstoß  Verbindungen  gelangen.  Stets  müssen 
die  Perioden  der  Kurbeldrehung  und  des  Durchfahrens  einer 
Schienenlänge  (oder  ihre  ganzzahligen  Vielfachen)  verschieden  sein 
von  der  Eigen periode  des  Wogens,  Nickens  und  Wankens. 


X.  Die  Kreiseltheorie  in  der  Technik. 

§  72.  Der  Impuls  beim  symmetrisehen  Kreisel. 

1.  Die  in  der  praktischen  Technik  verwendeten  Drehbewegun- 
gen boten  lange  Zeit  hindurch  keinen  Anlaß  zu  theoretischen 
Untersuchungen,  die  über  die  einfeushsten  kinematischen 
und  kinetischen  Ansätze  hinaui^gingen. 

Zu  diesen  Ansätzen  gehört  im   wesentlichen  der 
Begriff  des  Trägheitsmoments  (Fig,  184) 

welches    auch    öfters    in    der    Form    des    Schwung- 

d.TrtgheIt6-  ÖD*  =  4  gr  Ö 

inomentes.    eingeführt  wird. 

Femer  gehört  hierher  der  Satz  von  der  Beschleunigung  der 
Drehbewegung  durch  ein  äußeres  Moment: 

dt 
und  schließlich  die  Arbeitsgleichung  der  drehenden  Bewegung: 
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In  der  Fig.  185  sind  diese  Ansätze  zusammengefaßt.  Sie  stellen  so 
ziemlich  die  ganze  Botationsdynamik  des  älteren  Maschinen- 
baues dar. 

Weitergehende  Untersuchungen  erschienen  überflüssig,  so- 
lange die  langsam  laufenden  Maschinen  der  älteren  Zeit  keinen 
Anlaß  gaben,  mit  der  Kreiselwirkung  vielleicht  zusammen- 
hängende störende  Erscheinimgen  in 
Bücksicht  zu  ziehen,  oder  solange  keine 
Aufgaben  vorlagen,  die  die  Kreisel- 
wirkung für  technische  oder  wirtschaft- 
liche Zwecke  nutzbar  machen  sollten. 

Seit  etwa  fünfzehn  Jahren  ist  nun 
die  Kreiseltheorie  ^*i)  in  den  Gesichts- 
kreis  der  wissenschaftlichen   Technik      pig.  iss.  Ältere  Maschinen- 
getreten. Wir  haben  gelernt,  aus  den  dynamik. 
Kreiseleigenschaften  in  kunstvoll  aufgebauten  Apparaten  Nutzen 
zu  ziehen,  und  es  ist  notwendig  geworden,  in  Fällen  besonders 
kühner  Rotationsvorgänge  vorsichtshalber  nach  schädlichen  Neben- 
erscheinungen zu  forschen,  die  von  den  Ejreiselwirkungen  herrühren. 

2.  Bekanntschaft  mit  den  Kreiselerscheinungen  macht  schon 
der  kleine  Junge,  der  mit  seiner  Peitsche  einen  Spielkreisel  auf 
dem  Erdboden  hin  und  her  treibt.  Eine  Erscheinung,  der  er 
allerdings  kaum  Beachtung  schenken  wird,  tritt  bei  diesem  Spiel 
am  Kreisel  zutage,  nämlich  die  Erscheinung,  daß  die  Kreisel- 
achse sich  unter  dem  Einfluß  der  Erdbodenreibung  automatisch 
aufrichtet,  wenn  sie  einmal  eine  schräge  Lage  gegen  die  Vertikale 
angenommen  hatte. 

Eine  andere  Kreiselwirkung  liegt  dem  Diabolospiel  zugrunde, 
nämhch  die  Eigenschaft,  daß  die  Achse  eines  kräftefreien  Kreisels 
im  Baume  ihre  Bichtung  beizubehalten  sucht. 

Diese  verschiedenen  Spielkreisel  sind  in  Fig.  186  dargestellt. 

3.  Die  Unveränderlichkeit  der  ICreiselachse  wird  nun  aller- 
dings in  der  technischen  Praxis  und  in  der  Natur  äußerst  selten 
beobachtet.  In  Wirklichkeit  ist  es  nur  unter  den  größten  Vor- 
sichtsmaßregeln möglich,  einen  rotierenden  Kreisel  von  der  Ein- 
wirkung äußerer  Kräfte  oder  Momente  freizuhalten.  Sind  aber 
einmal  ICräfte  oder  Momente  vorhanden,  so  kann  die  Kreisel- 
achse ihre  Bichtung  nicht  beibehalten,  sie  wird  auf  diese  Ein- 
wirkungen in  besonderer  Weise  reagieren. 
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In  Fig.  187  und  188  sind  zwei  Kreisel  gezeichnet,  die  unter  dem 
Einfluß  der  Schwerkraft  stehen.  Der  Pfeil  a  gibt  die  Richtung  des 

Schwerkraftmomentes  in  beiden 
Fällen  an.  Der  um  die  Achse  N 
gezeichnete  Pfeil  zeigt  den  Sinn 
der  Rreiselrotation,  während  der 
dritte  gekrümmte  Pfeil  die  Rich- 
tung der  Bahn  der  oberen  Kreisel- 
spitze andeutet.  Diese  Bewegungs- 
erscheinungen kann  man  mit 
Hilfe  der  kleinen  im  Handel 
käuflichen  Gyroskopkreisel  leicht 
zeigen,  wobei  wir  dahingestellt  sein 
lassen,  ob  nicht  bei  schärferer 
Beobachtung  sich  weitere  Bewe- 
gungserscheinungen zeigen  können, 
die  sich  dem  oberflächlichen  Hin- 
sehen entziehen.  Das  Beharrungs- 
bestreben der  Achse  verhindert 
das  Herabfallen  des  Kreisels;  die 
Schwerkraft  aber  äußert  sich  in 
der  langsamen  Drehbewegung 
der  KJreiselachse  auf  einem  Kegel- 
mantel. Man  nennt  diese  Bewegungserscheinung  die  Prä  Zes- 
sion der  Kreiselaohse,   die  bei  den  meisten  technischen  An- 


Fig.  186.    Verschiedene  Spielkroisel. 


Fig.  187.    Stabil  nnterstfltzter  Kreisel. 


Fig.  188.    Unstabil  unterstützter  Kreisel. 


Wendungen  die  Hauptrolle  spielt  und    sich    auch    in   der   kos- 
mischen  Präzession    der  Erdachse   in   großem  Maßstabe  zeigt. 
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4.  Um  zu  einer  rechnerischen  Verfolgung  des  Zusammenhanges 
zwischen  der  Wirkung  äußerer  Kräfte  und  der  Präzession  der 
Kreiselachse  zu  gelangen,  bezeichnen  wir  das  Produkt  aus  dem 
Trägheitsmoment  O  des  Kreisels  und  seiner  Winkelgeschwindig- 
keit  CO  mit  dem  Buchstaben  N  und  nennen 

den  Drall  oder  Impuls  des  Kreisels  oder  auch  das  Moment 
der  Bewegungsgröße.  Bei  dieser  Formulierung  des  Impulses 
setzen  wir  stillschweigend  voraus,  daß  wir  es  im  allgemeinen  bei 
Kreiseln  mit  Körpern  zu  tun  haben,  die  eine  Symmetrieachse 
besitzen,  um  welche  die  Rotation  mit  großer  Stärke  stattfindet, 
der  gegenüber  etwaige  Rotationen  um  andere  Achsen  nm:  geringe 
Stärken  besitzen.  Wir  setzen  also  voraus,  daß  die  Rotation  im 
wesentlichen  um  eine  Trägheitshauptachse  (die  Symmetrieachse 
ist  ja  eine  solche)  stattfindet,  woraus  die  Folge  fließt,  daß  wir 
den  Drall  oder  Impuls  in  der  angegebenen  einfachen  Weise 
schreiben  können.  Findet  die  Rotation  nicht  um  eine  Trägheits- 
hauptachse statt,  so  ist  die  Definition  des  Dralles  wesentlich 
komplizierter,  worauf  wir  später  eingehen  werden. 

Es  ist  nun  für  das  Verständnis  der  Kreiselwirkung  eine  ent- 
scheidende Vorstellung,  daß  wir  den  Drall  oder  Impuls  als  einen 
Vektor  betrachten,  der  im  Verein  mit  anderen  Vektoren  gleicher 
Natur  dem  Parallelogrammgesetz  der  Vektorzusammensetzung 
und  Zerlegung  ebenso  unterworfen  ist,  wie  z.  B.  die  Kraftvektoren. 

In.  Fig.  189  ist  die  Definition  des  Impulsvektors  enthalten. 
Der  Impulsvektor  N  fällt  unter  unserer  obigen  Voraussetzung 
über    die    besondere   Kreiselnatiu'    annähernd  i^N'8(ü 

zusammen  mit  der  Achse  der  Kreiseldrehung, 
d.  h.  mit  dem  Drehvektor  (o  des  Kreisels; 
die  Größe  des  Vektors  ist  numerisch 

^^         üF  w'  ,  Pig  189  z„  Definition 

der    Sinn    wird    so    festgelegt,    daß,    von  der      *»«•  »«n^ektor.. 
Spitze  des  Vektorpfeiles  aus  gesehen,  die  Drehung  im  Uhrzeiger- 
sinne erfolgt. 

5.  Der  Impulsvektor  unterliegt  zunächst  dem  Gesetz  der  Un- 
veränderlichkeit  nach  Größe  und  Richtung  bei  Abwesen- 
heit von  äußeren  Kräften.  Dieser  Satz  kann  bei  der  Verfolgung 
von  mancherlei  Erscheinungen  herangezogen  werden. 
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Eine  Person,  die  auf  einen  Drehtisch  gesetzt  ist  und  schliere 
Gewichte  in  der  Hand  hat,  beschleunigt  ihre  Drehung  um  die 
Achse  des  Tisches,  wenn  sie  die  Gewichte  durch  Armbeugen 
ihrem  Körper  nähert.  Ist  O  das  Trägheitsmoment  der  Person, 
m  die  Masse  der  Gewichte,  r^,  deren  anfänglicher  Schwerpunkts- 
abstand von  der  Drehachse,  cog  die  anfängliche  Drehgeschwindig- 
keit, dann  ist  der  Impuls  des  Ganzen 

N==(e  +  mrl)o}o.  • 
Ändert  die  Person  nun  den  Abstand  r^  in  r  ab  durch  Armbeugen, 
so  geht  die  Drehgeschwindigkeit  Oq  in  (o  über  nach  dem  Gesetz 
der  Erhaltung  des  Impulses  bei  Abwesenheit  von  äußeren  Kräften 

N  =  (6  +  mrl)  (Oq  ^  (0  +  mr^)w  . 

6.  Die  Zerlegung  des  Impulsvektors  in  Komponenten  kann 
man  zeigen,  wenn  man  der  Person  auf  dem  Drehtisch  einen 
schweren  Kreisel  in  die  Hand  gibt.  Solange  die  Kreiselachse 
senkrecht  auf  der  Drehachse  steht,  ist  keine  Einwirkung  der 
Kreiseldrehung  auf  die  Drehung  der  Person  zu  bemerken.  Wird 
aber  die  Achse  des  Kreisels  nach  oben  oder  unten  gesenkt,  so 
fällt  damit  eine  Komponente  des  Kreiselimpulses  in  die  Dreh- 
achse des  Tisches,  womit  dann  eine  Drehung  des  letzteren,  ent- 
gegengesetzt der  Drehrichtung  der  genannten  Impulskomponente, 
verbunden  ist.  Diese  Erscheinung  regelt  sich  im  übrigen  wieder 
nach  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  des  Impulses.  Ist  unter  den 
Bezeichnungen  von  Nr.  5  der  Person  ein  Kreisel  des  Impulses 
Ni  =  01  a>i  in  die  Hand  gegeben,  so  ist  der  Gesamtimpuls  des 
Systems  Person  +  Kreisel  =  N^y  wenn  die  Person  in  Ruhe  ist 
und  JVi  auf  ihrer  Drehachse  senkrecht  steht.  Schließt  Ni  einen 
Winkel  a  mit  der  Drehachse  der  Person  ein,  so  beginnt  diese 

y       sich  zu  drehen,  und  es  gilt: 

G(o  +  N^  cosa  =  0. 
In  ähnlicher  Form  ergibt  sich  der  ent- 
sprechende Ansatz  für  geradlinige  Be- 
wegungen nach  Fig.  190.  Wird  eine  Masse  m 
Fig.iw.ZumSatzvonderEr-  mit  der  Geschwindigkeit  V  von  einem  auf 
haitung  der  Bewegungsgröße,  g^y^^j^j,  fahrenden  Wagen  Unter  dem  Win- 
kel (X  gegen  die  Bahnachse  geschleudert,  so  teilt  sich  dem  Wagen 
eine  Komponente  des  Impulses  mit,  woraus  eine  Geschwindig- 
keit V  der  Wagenmasse  M  fUeßt:  Mv  +  mV  cos  a  =*  0  . 
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%  73.  Flftehensatz  und  Krelselwirkungsgesetj:. 

1.  In  Fig.  191  ist  ein  kräftiger,  aus  einem  Fahrrad  durch  Um- 
legen eines  Bleibandra  an  Stelle  des  Pneumatiks  hergestellter 
Kreisel  gezeigt.  Die  Achse  des  Bades  besitzt  an  einer  Seite  einen 
Handgriff,  am  anderen  Ende  eine  Spitze.   Man  erteilt  dem  Bade 
eine  Umdrehung  im  Uhrzeigersinne,  entsprechend  unserer  oben- 
genannten Definition,  und  wir  suchen  jetzt  die  Achse  des  Kreisels 
zu  drehen  im  Sinne  der  beiden  am  Kreis- 
umfang gezeichneten  Pfeile  aa.   Wir  üben 
damit   ein  Moment   auf   die   Kreiselachse 
aus,   und  wir  entschÜeßen  uns  nun,  dieses 
Moment  ebenfaUß  durch  einen  Vektor  dar- 
zustellen,   der    auf    der    Ebene    des   Mo- 
mentes senkrecht  steht,  und,   von  dessen    pig.  lei.  Dia  PruduioDi- 
Pfeilspitze  aus  gesehen,  die  Momentdrehung     "''"'«  ^  Krei»!«!«,. 
im  Uhrzeigersinne  erscheint.    In  der  Figur   ist  dieses  Moment 
durch  den  Pfeil  SEHdf  bezeichnet.   Setzen  wir  nun  diesen  Moment- 
vektor mit  dem  Impulsvektor  des  Kreisels  nach  der  Farallelo- 
grammregel  zusammen,  so  ergibt  sich  damit  eine  Verlagerung 
der  Kreiselachse  nach  oben,  wie  es  in  der  Figur  durch  die  ge- 
strichelten Linien  angedeutet  ist. 

Dies  ist  die  Grunderscheinung  der  Kreiselwirkung :  die  Kreisel- 
achse verlagert  sich  stets  im  Sinne  des  ihr  aufgezwungenen  äußeren 
Momentes,  falls  man  dieses  nach  der  obigen  Definition  als  Vektor- 
jrfeil  darstellt. 

Die  Berechtigung,  das  Moment  als  einen  Vektor  zu  betrachten, 
folgern  wir  aus  dem  Satz  von  der  Beschleunigung  der  Dreh- 
bewegung durch  ein  äußeres  Moment: 

«'^  =  ». 

was  man,  da  ßii>  =li  ist,  auch  Bchjeiben  kann; 
m       ™ 

oder  in  Worten:  Die  Änderungsgeschwindigkeit  des  Im- 
pulses ist  gleich  dem  äußeren  Moment.  Dies  ist  die  Aus- 
sage des  Fläobensatzes,  welche  die  auf  die  Zeiteinheit  be- 
zogene Änderung  des  Impulsvektors  dem  Momentenvektor 
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gleichsetzt.  Hiemach  setzt  sich  der  Vektor  N  mit  dem  Vektor  dN 
seiner  Änderung  zu  einem  neuen  Vektor  N  +  dN  zusammen, 
was  nach  der  Parallelogrammregel  zu  geschehen  hat. 

2.  Ganz  wesentlich  ist  nun  der  Zusammenhang  zwischen  dem 
Drall  N,  dem  Moment  3R  und  der  durch  2R  hervorgerufenen 

Winkelbewegung  der  Kreiselachse. 

In  Fig.  192  ist  ein  Kreisel  mit  dem 
Impulse  N  gezeichnet,  auf  dessen  Achse 
ein  Moment  3R  ausgeübt  wird.  Unter 
Berücksichtigung  der  Parallelogramm- 
regel ergibt  sich  eine  Verlagerung  des 
Fig.  192.  Der  Flächensatz      Impulses  N  und  damit  der  BLreiselachse 

um  den  Betrag  dN  in  Richtung  des 
Pfeiles  a.  Wenn  wir  die  Achse  von  3R  als  senkrecht  zu  N  voraus- 
setzen, so  muß  auch  dN  senkrecht  zu  N  stehen,  d.  h.  die  Be- 
wegung der  Impulsspitze  muß  sein: 

dN=^Ndxp, 

wo  dtp  die  Größe  der  Verlagerung  der  Kreiselachse  sei. 
Aus  dem  Flächensatz  findet  sich  aber: 

oder,  da  N  =  ß(o  , 

dxp 


aK=  0a> 


dt 


Diesen   Ansatz   kann   man   in   Worten  wie   folgt   aussprechen: 

Wirkt  auf  einen  Kreisel  des  Impulses  0(o  ein  äußeres 

Moment  ^  ein,  infolgedessen  sich  die  Kreiselachse  in 

einer   die   Achse   des   Momentes   enthaltenden   Ebene 

dxp 
mit   der  Winkelgeschwindigkeit     v.    dreht,  so  besteht 

der  Zusammenhang: 

dt 

Hierzu  ist  noch  anzumerken,  daß  dieser  Ansatz  nicht  gilt,  wenn 

etwa  plötzlich  auf  einen  bis  dahin  kräftefreien  Kreisel  ein  Mo- 

dw 
ment  9Jc  ausgeübt  wird.  Da  in  diesem  Falle  -j-  zu  Anfang  der 
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Bewegung  gleich  Null  ist,  so  kann  die  obige  Gleichung  nicht  be- 
stehen; wir  werden  später  erörtern,  was  in  diesem  Falle  geschieht. 
Daa  äußere  Moment  3JI  unterhält  also  eine  Präzessions- 

dw 
bewegung  -z-  der  Kreiselachse;  nach  dem  Gesetze  von  Aktion 

und  Reaktion  muß  es  im  Gleichgewicht  stehen  mit  einem  vom 
Kreisel  ausgehenden»  rückwirkenden  Moment.  Dieses  Moment 
ist  in  der  Figur  durch  den  Keil  K 

dtp 


K^^-Sco 


dt 


bezeichnet.    Es  entsteht  aus  der  Trägheitswirkung,  welche 

der  £j:eisel  dem  äußeren  Moment  3JI  entgegensetzt.  Diese  Kreisel- 

dw 
bewegung  mit  konstanter  Präzession  -j-  entspricht  der  gleich- 

wt 

förmig  beschleunigten  Bewegung  eines  Massenpunktes;  man  nennt 

sie  die  reguläre  Präzession.   Übrigens  ist  es  nicht  notwendig, 

daß  die  Achse  von  Wl  auf  der  Kreiselachse  senkrecht  steht;  sie 

kann  auch  den  Winkel  d  mit  ihr  einschUeßen.   Dann  beschreibt 

die  Kreiselachse  einen  Kegelmantel  des  Off nimgswinkels  2  ^  mit 

dw 
einer  Geschwindigkeit  -r-  sin#  ,  und  es  gilt  die  Gleichung 

3R=eü>^sin*, 
dt 

d.  h.  das  zur  Drehung  der  Kreiselachse  nötige  Moment  ist  gleich 
dem  Produkt  aus  dem  Drall  und  der  zum  Drall  senkrecht  stehen- 
den Komponente  der  Präzessionsgeschwindigkeit. 

Bei  der  regulären  Präzession  besteht  also  Gleichheit  zwischen 
dem  Moment  der  äußeren  Kräfte  und  der  Trägheit  der  bewegten 
Teüe. 

Das  oben  aufgeführte  Bückwirkungsmoment  K  tritt  auf  bei 
jeder  Neigungsbewegung  der  Kreiselachse,  auch  wenn  kein  ihm 
das  Gleichgewicht  haltendes  Moment  ^  vorhanden  ist.  In  diesem 
Falle  ist  es  der  Ausdruck  für  das  Bestreben  des  Kreisels,  seinen 
Impulspfeil  mit  dem  Pfeil  der  Neigungsbewegung  in  gleiche  Rich- 
tung zu  bringen. 

3.  Zur  Einübung  des  Kreiselwirkungsgesetzes  soll  eine  Reihe 
von  einfachen  technischen  Anwendungen  erörtert  werden. 
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a)  Die  Eisenbahnachse ^*^)  ist  vermöge  ihrer  Winkel- 
geschwindigkeit CO  als  Kreisel  zu  betrachten;  ihr  Trägheits- 
moment sei  gleich  ß ,  In  Fig.  193 
findet  sich  aus  der  Züggeschwin- 
digkeit V  unddem  Radius  r 
des  Radsatzes 

V 
CO  =  —  . 

r 


Fig.  198.    Zur  Kreiselwirkung  an  der 
EiBenbahnachse. 


Die  Bewegung  des  Radsatzes 
durch  die  Kurve  des  Radius  R 
betrachten  wir  als  eine  Präzessionsbewegung  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit 

~di^  R  ' 

Folge  dieser  Präzessionsbewegung  ist  ein  Trägheitswiderstands- 
moment des  Radsatzes 


K  =  -ß(o 


dt 


welches  mit  den  äußeren  Kräften  im  Gleichgewicht  sein  muß, 

wenn  der  Radsatz  sich  nicht  von  der  Schiene  abheben  soll.   Für 

dies  Gleichgewicht  kommt  seitens  der  äußeren  Ejräfte  nur  das 

Schweremoment  Q  l  des  Radsatzes  (ohne  Wagengewicht)  in  Frage, 

und  es  muß  sein 

dtp 


Ql^ßo) 


dt 


wenn  das  innere  Rad  sich  nicht  abheben  soll.  Nimmt  man  die 
Räder  als  Ringe  des  Gewichtes  Q  vom  Radius  r  an,  so  wird  das 
Trägheitsmoment  des  Radsatzes: 

9 
Die  Ungleichung  schreibt  sich  dann 


oder 


20  v^ 


V-  <g 


IR 
2r 
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Für  gewöhnliche  Eisenbahnen  ist  die  Spurweite  {  =  1,435  m, 
der  kleinste  vorkommende  Km'venradius  R  =  200  m,  der  größte 
vorkommende  Badhalbmesser  r  =  1  m.  Mit  diesen  Werten  würde 
eine  Eisenbahnachse,  ohne  durch  das  Wagengewicht  belastet  zu 
sein,  erst  bei  einer  Zuggeschwindigkeit  v  =  37,5  m/sec  und  dar- 
über sich  von  der  Schiene  abheben. 

b)Turbinendampfer^*'^In  den  Anfängen  des  Turbinenschiff- 
baues hatte  man  vielfach  die  Befürchtung,  daß  sich  ein  Turbinen- 
dampfer schwerer  steuern  lassen  würde  als  ein  Kolbenm/»achinen- 
dampfer  infolge  der  Kreisel- 
wirkung der  Turbine. 

Fig.  194  zeigt  ein  Schiff 
mit  eingebauter  Turbine. 

Eine  BoUbewegung  um 
die  Schiffslängsachse  kann 
keine  Wirkung  haben. 

Eine  Steuerbewegung 
S  mit  der  Drehgeschwindig- 
keit -j-  liefert  ein  Kreisel- 
di 

rückwirkungsmoment  o ,  eine 
Stampfbewegung    um   die  Schiffsquerachse  ruft  also  o  her- 
vor.   Dieses  Moment  hat  die  Größe 

dxp       ^      dyf 


c:5 


Fig.  104.    KrelBelwirkung  einer  Bchiffsturblne 
auf  die  Steuerffthigkeit. 


dt 


dt 


d'» 


und  bewirkt  eine  Winkelgeschwindigkeit  -tt  des  Schiffes 

dx^        e      ehr 
dt  ~"  ßi  ^  dt  ' 

wo  &i  das  Trägheitsmoment  des  Schiffskörpers  um  seine  Quer- 

d» 
aohse  bedeutet.    Diese  Bewegung  -7-  kann  nur  klein  bleiben, 

weil  ö  g^en  ©^  klein  ist.  Infolgedessen  bleibt  auch  das  aus  der 

d^  d^ 

Drehgeschwindigkeit  -7-  fließende  Bückwirkungsmoment  N  -7- 

klein  und  es  kann  daher  die  Steuerwirkung  8  nicht  hindern,  ob- 
wohl es  dieser  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  ist.    In  der  Tat 

Hort,  SchwingungBlelire.    2.  Aufl.  ^ 
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zeigt  die  Erfahrung,  daß  sich  Turbinendampfer  nicht  schwerer 
steuern  lassen  als  andere  Schiffe. 

Es  bleibt  nun  die  weitere  Aufgabe,  die  Beanspruchung  der 
Turbinenlager  zu  untersuchen.  In  der  Fig.  19ö  ist  der  rotierende 
Teil  einer  Turbine  gezeichnet.  Es  handelt  sich  um  eine  Laval- 
Q  p.  turbine  mit  dem  Laufradgewicht 

—^  ^    reakthn  G  =  120  kg   und  dem  Trägheits- 

radius   des    Bades    r  =  0,22  m ; 
~JY^ß^  dann  wird  das  Trägheitsmoment 


e  =  ^^  =  0,590  m  kg  sec«. 

g 

Fig.  196.    Lagerdruckerhöhnng  durch 

Kreiseiwirkung.  jjine  Drehzahl  der  Turbine  von 

19000  Umläufen  in  der  Minute  liefert  eine  Drehgeschwindigkeit 
CO  =  2000  sec~^  und  damit  eine  Impulsgröße 

N  ^  0(0  =  llSOmkgsec. 

Setzt  man  nun  eine  Steuerbewegung  des  Schiffes  mit  der  Dreh- 
et t/^ 

geschwindigkeit  -,-  =  0,2  sec  ~  ^  voraus,  so  ergibt  sich  als  Mo- 

(tt 

ment  der  Lagerreaktion 

PZ  =  öw^/  =  236mkg. 
dt 

Dieser  Wert  bleibt  trotz  der  hohen  Drehzahl  infolge  der  Klein- 
heit des  Trägheitsmomentes  S  selbst  klein. 

Etwas  anders  liegt  die  Sache  bei  der  Turbine  eines  großen 
Personendampfers,  bei  der  die  Drehzahl  250  in  der  Minute  eine 

Drehgeschwindigkeit 

2jr.250  , 

CO  =     -    -^      sec~^ 
60 

liefert.     Das    Turbinenrad    habe    einen    mittleren    Diu'chmesser 
D  =  2,9  m.    Sein  Gewicht  G,  auf  den  Halbmesser  r  =  1,45  m 

Q 

reduziert,  betrage  20  000  kg;  seine  Masse  M  =—  beträgt  dem- 

v 
nach  2000  kg/m  "^sec^.  Hiermit  ergibt  sich  das  Trägheitsmoment 

(9  =  Jfr«  =  4200  kg  m  sec« 

und  die  Impulsgröße 

N  =  00)  =  27117500  m  kg  sec. 
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Setzt  man  wieder  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Steuerbewegung 


SO  ergibt  sich  das  Moment  der  Kreiselwirkung 

Ä  =  00)  — y  =  2;i.3500mkg 

und  hieraus,  bei  einer  Entfernung  derTurbinenl(^er  von  { =  6,28  m 
eine  LagerbeanBpruchungskraft 

P  =  y  K  3500  kg. 

Dieser  Betrag,  der  etwa  */g  dee  Turbinei^ewichtes  ausmacht, 
verdient  immerhin  einige  Beachtung. 

c)DerKolIergang'**}.  InFig.  196  ißt  ein  Kolle^ang gezeichnet 
mit  eingeechriebenen  Haupt- 

konstruktionsdaten.    Alis  die-  ^•2^/st»        6 

sen  ergibt  sich  zunächst  das 
Trägheitemoment  des  Läufers 

e r*  =  30,5  m  kg  sec' 

9 

und  hieraus  das  Moment  der 

Kreiselrückwirkung  Plg.  1»S.    KreiMlwlilnrng  belai  Koll«rKana. 

=  1200  m  kg. 

Setzt  man  den  Impulapfeil  N  des  lÄufers  und  den  Drehpfeil  -r  ■ 
der  KoUei^angrotation  nach  der  Parallelogrammregel  zusammen, 
so  ei^bt  sich,  daß  die  Kreiselwirkung  sich  durch  Erhöhung  des 
Druckes   des    Läufers   auf    die    KoUergangbahn    äußern    muß. 

Dieser  Druck  findet  sich  zu  Ö  H =  1200  +  -^r- -  =  3200  kg. 

Die  Rechnung  zeigt  also,  daß  auf  diese  Weise  zum  Gewicht  des 
lAufers  ein  Betrag  hinzukommt,  der  j.nes  nicht  unerheblich 
Übersteigt. 

d)  Reibungskreisel"*).  Das  bereits  oben  erwähnte  Auf- 
richten der  Figurenaohae  des  Spielkreisels  erklärt  sich  durch  Zu- 

22* 


340 


X.  Die  Kreiseltheorie  in  der  Technik. 


sammensetzung  des  Momentes  der  Reibung  mit  dem  Impuls  des 
E^eisels.  In  Fig.  197  ist  das  untere  Ende  eines  Spielkreisels  in 
stark  vergrößertem  Maßstabe  gezeichnet.  Die  als  abgerundet  zu 
betrachtende  Kreiselspitze  ruht  bei  A  auf  dem  Boden,  und  der  Pfeil  R 


aV^ 


•^^ 


y/y'/y//^y///y''''A'A 


gibt  die  vom  Boden  herrührende  am  Kreisel 
angreif  ende  Reibungskraft  an.  Diese  Reibungs- 
kraft hat  in  bezug  auf  den  höherliegenden 
Schwerpunkt  S  des  Kreisels  ein  Moment 

dessen  Pfeil,  von  A  ausgehend,  nach  links, 
entsprechend  unserer  oben  gegebenen   Defi- 

di?- Figu^"cbrdt"  nition-  gezeichnet  ist.   Setzt  man  diesen  Mo- 
die  Beibung.  mentcnpfeil    nach    dei*    Parallelogrammregel 

mit  dem  Pfeil  N  des  Kreiselimpulses  zusammen,  angedeutet 
durch  den  Pfeil  a,  so  ergibt  sich,  wie  auch  der  Versuch  zeigt, 
ein  Aufrichten  der  Figurenachse,  womit  der  Vorgang  qualitativ 
erklärt  ist. 

e)  Geschoßstabilisierung'2®).  Ein  Geschoß,  welches  das 
Geschützrohr  oder  den  Flintenlauf  verlassen  hat,  würde  bei  Ab- 
wesenheit der  Luftreibung,  also  im  luftleeren  Raum,  mit  imd 
ohne  DraU  im  Räume  stets  der  Achse  des  Rohres  parallel  bleiben, 
müßte  also  am  Ende  der  Wurfparabel  mit  dem  hinteren  Ende 

auf  den  Boden  auf- 
schlagen. Daß  das 
nicht  der  Fall  ist, 
sondern  daß  das  Ge- 
schoß in  der  Regel 
mit  der  Spitze  sein 
Ziel  erreicht,  ist  auf 
die  Wirkung  des  Luft- 
widerstandes zurück- 
zuführen. In  Fig.  198 
ist  ein  Geschoß  ge- 
zeichnet, welches  eine 
gewisse  Neigung  a  gegenüber  der  Bahntangente  angenommen  hat. 
Setzt  man  voraus,  daß  die  Resultierende  des  Luftwiderstandes 
durch  den  Pfeil  W  dargestellt  werden  kann,  die  am  vorderen  Ende 
des  Geschosses  angreift,  so  hat  dieser  Widerstand  in  bezug  auf 


OeftchoOBtabilisierung. 
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den  Geschoßschwerpunkt  S  ein  Moment  SM.  Dieses  Moment  bzw. 
dessen  Vektorpfeil  setzt  sich  mit  dem  Drall  N  des  Geschosses 
nach  der  ParaUelogrammregel  zusammen  und  hat  zur  Folge,  daß 


sich  der  DraU  um  die  Bahntangente  im  Sinne  de.s  Pfeiles 


~di 

verlagert.  Die  Geschoßachse  muß  also  infolge  des  Dralles  und 
des  Luftwiderstandes  eine  Präzessionsbewegung  um  die  Bahn- 
tangente ausführen.  Es  ist  dies  zwar  nicht  notwendig  eine  regu- 
läre Präzession;  im  ganzen  ergibt  sich  aber,  da  die  Bahn- 
tangente im  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  ihre  Richtung  ändert, 
ein  Entlangschrauben  des  Geschosses  an  der  Bahn.  Wie  groß  hier- 
bei der  Winkel  oc  werden  kann,  lassen  wir  dahingestellt,  jedenfalls 
ist  es  möglich,  diesen  Winkel  durch  geeignete  Wahl  der  Ge- 
schoßkonstruktion und  der  Drallgeschwindigkeit  klein  zu  halten, 
f)  Fahrradstabilisierung^ä?),   p^s   aufrechte  Fahren   auf 

dem  Rade  wird  im  allgemeinen  herbeigeführt  durch  das  Steuern 
mit  Hilfe  der  Lenkstange  im  Zusammenhang  mit  gewissen  will- 
kürlichen Körperbewegungen,  d.  h. 
Schwerpunktsverlagerungen  des  Rad- 
fahrers. 

Hier  handelt  es  sich  um  die  Er- 
klärung der  Tatsache,  daß  man  auf 
dem  Fahrrad  bekanntlich  stabil  fahren 
kann,  auch  ohne  die  Lenkstange  anzu- 
fassen und  ohne  seinen  Körper  relativ 
zum  Fahrrad  zu  bewegen. 

In  Fig.  199  ist  ein  Fahrrad  ge- 
zeichnet, welches  von  seiner  senk- 
rechten Lage  nach  Unks  abgewichen 
ist.  Das  Gewicht  des  Fahrrades  übt 
dann  ein  Moment  aus,  dessen  Pfeil  3JJ 
ist.  Dieser  Pfeil  setzt  sich  mit  dem 
Pfeil  N  des  Fahrradimpulses  nach  der 
Parallelogrammregel  zusammen,  so  daß  das  Vorderrad  eine 
Steuerbewegung  nach  links  ausführt.  Infolge  der  Kreiselwirkung 
wird  also  das  Rad  veranlaßt,  in  einer  gekrümmten  Bahn  nach 
derselben  Seite  abzuweichen,  nach  der  das  Moment  des  Gewichtes 
wirkt.  Diese  Krümmimg  der  Bahn  ruft  aber  sofort  eine  Zentri- 
fugalkraft C  hervor,  die  im  Sinne  einer  Aufrichtung  der  Fahrrad- 


Fig.  199.    FabrradstabiliBierung. 
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ebene  wirkt.  Hiermit  ist  die  Erscheinung  der  Stabilisierung 
qualitativ  erklärt.  Man  kann  natürlich  die  Sache  auch  rechne- 
risch untersuchen  und  kommt  dabei  zu  dem  Ergebnis,  daß  bei 
imseren  üblichen  Fahrrädern  das  stabUe  Freihändigfahren  an 
eine  gewisse  Mimmalgeschwindigkeit  des  Fahrrades  gebunden  ist, 
entsprechend  etwa  16  km  in  der  Stunde. 

§  74.  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  seiner  Punkte« 

Bei  den  Entwicklungen  der  vorangehenden  Abschnitte  war 
ausdrücklich  vorausgesetzt,  daß  es  sich  um  symmetrische  Körper 
handeln  sollte,  die  um  die  Symmetrieachse  eine  besonders  starke 
Rotation  besitzen. 

Lassen  wir  die  Voraussetzung  der  Symmetrie  fallen,  so  müssen 
wir  auf  die  früher  aufgestellten  Differentialgleichungen  für  die 
]>rehbewegung  eines  Massensystems  zurückgreifen.  Das  Massen- 
system  soll  jetzt  ein  einziger  starrer  Körper  sein.  Dann  trifft  die 
Annahme,  daß  die  Summen  der  Momente  der  inneren  Kräfte 
verschwinden,  zu,  und  die  Gleichungen  schreiben  sich,  falls  man 
von  dem  Summenzeichen  zum  Integrationszeichen  übergeht: 


(1) 


dmiy 


dt*      ^  dtV 


=  M 


X   i 


fdmL^J^^J^]^ 
J        \    dt*  dt*) 


dt* 


y 


dt* 

d*x 
dt* 


M, 


y  • 


)- 


M,. 


-A 


y 


Fl^.  200.  Koordinaten  des  starren  Körpers. 


Wir  wollen  nun  die  lin- 
ken Seiten  von  (1)  umfor- 
men, indem  wir  von  den 
Verschiebungen  der  Punkte 
dXy  dy,  dz  zu  Drehbewe- 
gungen übergehen. 

In  Fig.  200  sei  A  ein 
Punkt  eines  starren  Körpers, 
der  sich  momentan  um  die 
Achse  OM  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit CD  drehe. 

Wir    zerlegen    nun    die 
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Winkelgeschwindigkeit  in  3  Komponenten  nach  den  Achsen  des 
Koordinatensystems,  welche  Komponenten  wir  mit  ö>j,  cOj,  co^ 
bezeichnen  wollen. 

Dann  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  Punktes  A : 

'  dx 


(2) 


dt 


dz 
l  dl 


=  co^y  —  M^  X 


Mittels  dieser  Beziehungen  rechnen  wir  die  in  Gleichung  (1)  unter 
dem  Integralzeichen  stehenden  Größen  um  und  finden: 

d^z         d^y      dö>i  ,8,8.,  /  2        s\ 

^  dt^  ~  ""dt^  =  "dT^^  +  "  ^  +  CO,  a>3  (y*  -  2«) 

+  2*1  {xy,  xz,  yz); 
d^x         d^z       dio^ 


(3) 


X 


dt^ 
d^y 


X 


di^ 
d^x 


dt^      ^  dt^ 


dt 

d(o 
dt 


(Z^  +  X*)  +  (J^i  tt>3  (2*  —  X*) 

+  2^{xy,  XZ,  yz); 

'  (x^  +  y*)  +  (Ol  CO,  (x^  -  y^) 

-{•  2^(xy,  xz,  yz)  . 


Hier  enthalten  die  Summen  2^^  2^,  2^  nur  Glieder,  die  mit 
den  Produkten  zweier  Koordinaten  behaftet  sind. 

Führen  wir  nun  die  Integrationen  über  alle  Körperelemente  dm 
aus,  so  wird: 

f (y*  +  2*)  d w  =  Ö,  ;    ((««  +  x«)  Am  =  ©2  ;    /  (aJ*  +  y*)  dm  =  Ö, ; 

wenn  wir  als  Koordinatenachsen  die  Hauptträgheitsachsen  des 
Körpers  annehmen  und  ©^ ,  ß^^  O^  die  zugehörigen  Hauptträg- 
heitsmomente sind.  Dann  nehmen  die  Gleichungen  (1)  die  Form  an : 

dcDi 


(4) 


a 


d(o 
'dt 


?  +  (0, -Öi)o),o),  =2n, . 
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Dies  sind  die  Euler  sehen  Gleichungen  für  die  Drehung  eines 
starren  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt;  sie  beziehen  sich  auf 
ein  im  Räume  bewegliches  Koordinatensystem,  nämlich  das 
System  der  Hauptträgheitsachsen,  während  das  anfängliche 
Koordinatensystem  x,  y,  z  fest  bleibt. 

§  75.  Die  Stabilität  der  krättefreien  Bewegung  eines  starren  Körpers 

nm  seinen  Schwerpunkt. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Bewegung  des  Körpers  ohne  Einfluß 
äußerer  Momente  3K^,  3Ry,  SR«  erfolge  und  daß  die  Winkel- 
geschwindigkeiten a>j  und  G)j|  klein  seien  gegenüber  o}^  und  o)^ . 
Dann  wird  die  dritte  Gleichung  (4)  des  §  53: 

oder 

fü3  =  Kon  st.  =  (I)  , 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  ausgezeichnete  dritte 
Hauptachse  ändert  sich  nicht  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen. 

Wir  wollen  nun  versuchen,  über  das  Verhalten  der  beiden 
anderen  Winkelgeschwindigkeiten  ö>j  und  cOj,  die  wir  als  klein 
voraussetzten,  Klarheit  zu  gewinnen,  insbesondere  darüber,  ob 
ihre  Kleinheit  erhalten  bleibt. 

Kürzen  wir  jetzt  ab: 

^A    -    ^-^3 

dann  kommt  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  des  §  53 

d(ß)i 


(1) 


dl  +<^"'*  =  o, 


Eliminieren  wir  jetzt  aus  (1)  ft>2,  so  wird: 
(2)  -^^ocß<o, 
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und  entsprechend 
(3) 


2 


=  Ä  /fif  tOg   . 


Aus  (2)  und  (3)  ergibt  sieh,  daß  die  Geschwindigkeiten  co^  und  o)^ 
Schwankungen  ausführen,  die  periodisch  sind,  wenn  (k  •  ß  negativ 
ist,  aber  mit  der  Zeit  wachsen,  wenn  ä  •  ß  positiv  ist.  Im  ersten 
Fall  bleiben  die  Geschwindigkeiten  io^  und  cOg  klein,  die  Bewegung 
um  die  Achse  3  ist  also  stabil,  im  zweiten  Fall  ist  sie  instabil. 
Die  Stabilitätsbedingung  lautet: 


(4) 


a.ß  = 


Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  falls 
Ö3  >  öl  >  Ö2  oder  ©1  >  e,  >  63 
ist.  Hieraus  folgt,  daß  die  Drehung 
um  eine  Hauptachse  nur  dann 
stabil  sein  kann,  wenn  das  zuge- 
hörige Trägheitsmoment  von  den 
dreien  das  kleinste  oder  das 
größte  ist;  die  Rotation  um  die 
Achse  des  mittleren  Trägheits- 
momentes ist  stets  instabil. 

Zur  Vorführung  dieser  wichtigen 
Eigenschaft  des  kräftefreien  starren 
Körpers  hat  Prof.  PrandtP^s)  die  in   t^ 


ö>2  <0 


Fig.  201   dargestellte  Vorrichtung   ent-    ^ig.  201.  Prandtis  krftftefreic 

.  i#..i  1  Kreiaelatifhängung. 

worfen  und  ausführen  lassen. 

Ein  gewöhnliches,  einem  Fahrrade  ent- 
nommenes Bad  ist  durch  Umlegen  eines 
Bleibandes  zu  einem  kräftigen  Kreisel 
gemacht  und  durch  ein  Gehänge  abcdef 
so  im  Räume  aufgehängt,  daß  es  sich  im  in- 
differenten Gleichgewicht  befindet,  daß  es  in 
seinem  Schwerpunkt  unterstützt  erscheint. 

Es  sei  nach  Fig.  202  der  Halbmesser 
des  Rades  =  IL ,  seine  am  Umfange  gleich-  ^'^'  202.  Mastenftnordiiung 

..  o-  _x  MX     -^r  ■»£-     -r^  '  A  \itim  PiandtLschen  Kreisel. 

mäßig  verteilte.  Masse  M.   Dann  ist,  wenn 

wir  die  S3rmmetrieachse  des  Rades  als  dritte  Achse  betrachten: 


346  X.  Die  Kreiseltbeorie  in  der  Technik. 

Hier  gilt  also: 

0»  >  ö, ,  0,  . 

lind  die  dg- Achse  muß  also  eine  stabile  Rotationsachse  sein, 
was  auch  durch  den  Versuch  bestätigt  wird. 

Bei  der  Prandtlschen  Vorrichtung  ist  nun  die  Möglichkeit 
geschaffen,  die  Trägheitsmomente  öj,  ög,  0^  abzuändern.  Einer- 
seits können  am  Umfange  des  Bades  zwei  Massen  \  m^,  anderer- 
seits an  den  Endpunkten  der  Drehungsachse,  im  Abstände  B^ 
vom  Schwerpunkt  8,  zwei  Massen  ^m^  angebracht  werden. 

Benutzt  man  zunächst  nur  die  Massen  -|  m^,  dann  werden 
die  drei  Trägheitsmomente 

0,  =  Jlf  Ä?  +  mi  Äf ;      0,  =  :|^Ä?  +  m,Ä?;     6>,  =|^Ä?. 

Dann  gilt  folgende  Vergleichung  der  Trägheitsmomente: 

6>s  >  02  >  Ö,  ; 

die  03-Ach8e  bleibt  also  stabil. 

Fügt  man  nun  die  Massen  |  mg  hinzu,  so  ergibt  sich: 

0,  =  l  MR\  +  m^Rl. 
Hier  gilt: 

08  >  02  >  ^x 
solange 

\  MR\  >  wj  Ki 

gut. 

Vergrößert  man  nun  m^,  so  daß  \ MSi<im^R\,   so  wird 

die  03- Achse  instabil,  und  bleibt  es,  bis  \MS{  <m^R\  —  my^ R\ 

wird.    In  diesem  letzteren  Falle  ist: 

03  <  0,  <  02  , 

das  Trägheitsmoment  08  wird  das  kleinste  von  den  dreien;  die 
Bewegung  ist  wieder  stabil. 

Bei  der  Prandtlschen  Vorrichtung  eines  kräftefreien  starren 
Körpers  hegt  also  ein  Bereich  unbeständiger  Drehbewegungen 
vor,  solange  für  die  Masse  des  B>ades  und  die  Zusatzmassen  die 
Ungleichung  erfüllt  ist: 

m^Ri>  \  MR\  >  Wj  Rl  -m^Rl  . 
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§  76.  Integratton  der  Enlersehen  DUterentialgleichungeii. 

Wir  schreiten  nunmehr  zu  der  Aufgabe,  Integrale  der  Euler- 
schen Differentialgleichungen  des  kräftefreien  Körpers  zu  gewin- 
nen, um  aus  ihnen  weitere  Eigenschaften  der  Bewegung  abzuleiten. 
Die  Differentialgleichungen  lauten: 


(1) 


Nach  Multiplikation  mit  bzw.  co^ ,  co^ ,  co^  und  Addition  findet  sich : 

.r^v  r^  dO>l      ,     j^x  ^tt>8     ,     ^  d(Oo  _ 

(2)  e,<o,-^  +  e,co,-^f  +  e,a>,-jf  =  o. 

Die  Integration  nach  der  Zeit  liefert  hieraus: 

(3)  i  [e,col  +  e,  col  +  ©3  a>i]  =  L  , 

wo  L  eine  Konstante  bedeutet.  Deren  Charakter  ergibt  sich  aus 
der  Betrachtung  der  linken  Seite,  wo  jeder  einzelne  Term  den 
Anteil  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  bedeutet,  der  von 
der  betreffenden  Komponente  der  Winkelgeschwindigkeit  her- 
rührt. Die  Gleichung  (3)  ist  demnach  nichts  anderes  als  der  Aus- 
druck des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 
Multiplizieren  wir  weiterhin  die  Gleichungen  (1)  mit  bzw. 
(Ol  Si  9  G>2  ^2  *  ^3  ^8  ^^^  addieren,  so  findet  sich : 

(4)  0la>,-^  +  eia>,-^  +  eico,-^f  =  O, 

und  nach  Integration  in  bezug  auf  die  Zeit: 

(5)  0l(ol  +  ei(ol  +  6i(ol  =  N^  . 

Hier  haben  wir  auf  der  linken  Seite  eine  Summe  von  drei  Qua- 
draten. Wir  können  daher  die  Produkte  S^  (o^ ,  G^co^ ,  öj  co^  als 
Komponenten  eines  Vektors  N  auffassen,  dessen  Natur  sich  auf 
Grund  unserer  früheren  Festsetzungen  als  Impulsvektor  offen- 
bart.   Die  Größen: 

(6)  iV,  =  (9i  Wj  ,    -AT,  =  ©8  ft>,  ,    N^=:  ©3  («3 
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sind  die  nach  den  drei  Trägheitshauptachsen  genommenen  Impuls- 
oder Drallkomponent^n,  und  Gleichung  (5)  spricht  die  Unver- 
änderlichkeit  des  Dralles  bei  der  kräftefreien  Bewegung 
aus,  welchen  Satz  wdr  bei  einfacherer  Sachlage  schon  früher  ge- 
funden haben. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  den  Gleichimgen  (1)  zurück,  so 
liefert  Multiplikation  derselben  mit  bzw.: 


2  cü]      2  cog      2  üh 


und  Addition: 

weil : 
(8) 


^   dt  ^   di 


d(i).Ä       d{cü^) 


dt 


=  m  (Ol  a>2  ^^3  > 


(o't  +  (ol  +  (o'i  = 


0) 


s 


gilt.    Hier  ist  m  eine  unveränderliche  Größe. 


(9) 


m 


-{^ 


»  .  ^- ^j  j_  ^i  -  ^i  \ 


+ 


Nunmehr  benutzen  wir  die  Gleichungen  (3),  (5)  und  (8),  um 
»ie  nach  (o'i ,  cu^ ,  oo'i  aufzulösen.    Man  findet : 


(10) 


a,?  = 


0)1  = 


co*0^e3-2L(Gt  +  (%)  +  N- 


(ol 


(6>, -ö,)(öi-6»,) 

a>»6>i  ßg  -  21,(0,  +  Oa)  +  N^ 
(0,-0,)(0,-Ö,) 

"       (03  -e,)  (03-0,) 


oder  nach  Einfühnmg  der  Abkürzungen  to*  =  m: 

(  2L(0, +0,)-iV* 


(11) 


Ö2Ö3 

2i(0,  +  0,)- 
010, 

-iV« 

2£(0, +  0,)- 

-m 

=  u 


1  » 


01©8 


=  -^2 


=    t*c 
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die  Ansätze: 

(  «)?  =  0,  6>,  («  -  «,):(©,  -  0e)  (<9,  -  Ö3)  , 
(12)  ü>^  =  6>i0j(M-Wg):(0,-6>,)(0,-0,), 

l  0)1  =  0,  0j  (M  -  «,)  :(0,  -  0,)  (0,  -  0,)  . 

Führt  man  diese  Ansätze  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so  findet  sich : 

du 


(13)  ~  =  2  f-(u  -  ui)  (u  -  u,)  (u  -  u^)  , 

oder  nach  Umkehrung  des  Vorzeichens  von  u  —  u^  und  Ausführung 
der  Integration: 

(14)  t^'   '  ^^ 


^JiK 


u)  (u  —  Ui)(u  —  u^) 


Kl 


wo  für  die  u^,  Wg»  %  ^^^  Ungleichung  gelte: 

(15)  1*3  <  1*2  <  t*i  . 

Wir  haben  also  ein  elliptisches  Integral  erhalten,  welches  wir 
auf  die  Legendresche  iJormalform  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  umzuformen  haben. 

Erweitem  wir  nun  das  Integral  rechter  Hand  in  (14)  mit  einer 
Konstanten  fo^,  die  wir  so  wählen,  daß: 

(16)  _oc<«?<-l<^<"»<+l. 

a  00 

und  setzen  wir: 

(1^)  7  =  ^'      7  =  ^-     V  =  ^-     ?=^- 

o  o  o  a 

so  geht  der  Ansatz  (14)  über  in: 

(18)  .=     1     ^"  '^ 


^ioj  /(i,  _>)(f-fV)(f-isr 

Dieses  Integral  gelte  in  dem  Intervall  f  j  f  2  zwischen  der  unteren 
Grenze  f  und  der  oberen  f^. 

Vollziehen  wir  nun  die  Transformation: 

(19)  ^  =  |---T' 

Vi   —  f2 
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80  ergeben  sich    die    einzekien  Bestandteile    des  Integrals  (18) 
wie  folgt: 

^^^  {         *'-f.  =  (^,-f,)(-^.-'«'»). 

mit: 

1  f  1  ~  f 8 


(21) 


Ä:^  fl  -  ^2  ' 


und  die  Punkte  f i ,  f  j  ,  f g  »   —  <»  (die  Verzweigungspunkte  des 
elliptischen  Integrals)  gehen  über  in  die  Punkte: 

(22)  a;  =  0,    x  =^  1  ,    a;  =  —  ,    a;  =  cx). 
Die  Gestalt  aber  von  (18)  wird: 

X 

(23)  «-  -  ■  '^'^ 


0 

Setzt  man  hier  x  =Bm*qp,  so  kann  man  schreiben: 

(24)  t  =    ,_-!_  f-r--^—  . 

ya(fi-f,)j  yi-Ä:*sinV 

0 

So  erhalten  wir  rechter  Hand  die  Normalform  F{k,(p)  des 
Legendreschen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung,  welches 
durch  Auflösung  nach  q^  die  Amplitudenfimktion  liefert: 

f  (p  =  am  {k,kt)  , 

(25)   I  ^  ^  y«^z «,  ^  y^^  _ ^  ^|/(^e,)(i^«-2i(9,) 


(9^  0g  03 


woraus  sich  weiterhin: 

(26)  a;  =  sinam«(ib,AO 
findet. 

Beim  Zurückgehen  auf  f  erhält  man: 

(27)  f  =  |,  _(f,  _f,)x=" 

und  sonach: 

(28)  u  =  o>*  =  <T  (*',  (1  -  X)  +  Ij  a:) 
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oder: 

(29)  ü)  «  y^i  cosam^  (i,  Xt)  +  v^  einam*  (k,Xt)  , 

Die  augenblickliche  Drehgeschwindigkeit  des  kräftefreien  Kör- 
pers erweist  sich  also  als  eine  elliptische  Funktion  der  2ieit,  deren 
Periode : 

(30)  ^  =  ^ 

beträgt,  wo  K  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung : 


~2 


d(p 


(31)  K=l—J^= 

J  yi-ife«sinV 

0 

bedeutet.    Für  K  gilt  die  Reihenentwicklung: 


(32) 


-J{'+a)*-+ß:!)'-+-}- 


Entsprechende  Betrachtungen  kann  man  auch  für  die  Kom- 
ponenten des  Dreh  Vektors  cüj,  a>2,  co^  anstellen,  welche  ebenfalls 
elliptische  Funktionen  der  Zeit  werden .i**) 

§  77.  Geometiisehe  Betrachtimg  der  krättefreien  Bewegung. 

In  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  des  §  76  ersetzen  wir  jetzt  die 
Konstanten  2  L  und  N*  durch  zwei  andere  /i  und  0,  so  daß  gilt : 


(1) 

Dann  ist  zu  wählen: 

und  die  Gleiehimgen  (3)  und  (5)  lauten: 


10? 


Wir  richten  nunmehr  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den  Dreh- 
vektor ö>,  der  durch  die  Komponenten  ö>i,  cöj,  Wj  bestimmt  ist 
in  dem  mit  dem  Körper  beweglichen  Koordinatensystem,  und  wir 
wollen  ermitteln,  welchen  Weg  der  Endpunkt  des  Vektors  X  =  (o^, 
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Y  —  a>^,  Z  —  oj^  relativ  zum  Körper  beschreibt.  Nach  den  Glei- 
chungen {3)  muß  dieser  Endpunkt  auf  den  beiden  Flächen  zweiten 
Grades  liegen: 

\  ©ji»  +  e?  r'  +  eiz'  =  «v*  ■ 

Diese  beiden  Flächen  bestimmen  eine  Kurve  vierten  Grades, 
und  man  bezeichnet  sie  in  der  Kinematik  nach  Voi^ang  von 
Poinsot  als  „Polodiekurve"  oder  „Polbahn".  Die  Polodie  ist 
mit  dem  sich  bewegenden  Körper  fest  verbunden  zu  denken.  Aus 
den  Gleichungen  (4)  findet  sich  durch  Multiplikation  mit  0  und 
■Subtraktion  der  ersten  von  der  zweiten: 

(5)     ei(«i  -  e}Z*  +  0,(0^  -0)7^  +  0s(<9s  -  Ö)2»  =  0  . 

Dies  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  (vgl.  „Hütte" 
1915,  Bd.  I,  S.  120)  ein  Kegel  zweiten  Grades,  der  seinerseits  zu- 
sammen mit  der  ersten  oder  zweiten  Gleichung  (4)  die  Polodie 
bestimmt  und  deshalb  Polodie-  oder  Polbahnkegel  genannt 
wird. 

Bevorzugen  wir  jetzt  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (4), 
so  stellt  sie  sich  uns  dar  als  Ellipsoid,  dessen  Hauptachsen  mit  bzw. 
1  1  1 

proportional  sind.  Das  EUipsoid  heißt  deshalb 
Trägheitsellipsoid;  die  Iteihenfolge  seiner 
Achsen  sei  durch  Ö|  >  ö,  >  0,  festgelegt. 

Es  ergibt  sich  also  die  Bahn  des  Endpunktes 
des  Drehungs Vektors  ro  im  Korper  als  Schnitt 
zwischen  dem  Trägheitsellipsoid  und  dem 
Polbahnkegel  (Fig.  203). 

Fia.aoa.TrKghens-         Kehren  wir  nun  /.urück  zur  Betrachtung  der 

^''I'TliT'T   lebendigen  Kraft. 

Iiuhnkegcl  nach  '^ 

Poin.«..  (gj  ^_  ^y2  +  Wj  0,1  +  öj  to'i  =  2  /,  . 

Den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  fassen  wir  jetzt  auf  als  das 
Produkt   des  Impuievektors  N  in   die  Projektion  des 
Drehungsvektors  w  auf  N.    In  der  Tat  ist: 
(Oa)  2L^  Na,v.as{N,o,). 
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Da  aber  sowohl  2  L  wie  auch  N  unveränderliche  Größen  sind, 
so  ist  auch  (d  cos(iV^,  o)),  d.  h.  die  Projektion  des  Drehvektors  auf 
den  Impulsvektor,  eine  unveränderliche  Größe.  Da  der  Impuls- 
vektor im  Baume  feststeht,  so  müssen  demnach  die  End- 
punkte des  Drehvektors  in  einer  zum  Impuisvektor 
senkrechten  Ebene  liegen. 

Weiterhin  legen  wir  an  das  Ellipsoid  (6)  im  Endpunkte  des 
Vektors  cd  eine  Tangentialebene  mit  laufenden  Koordinaten  ^y  t],  C- 


(7) 


!  xangenDiaieoene  mir  lauienaen  jvoot 
Öi  a>i  f  +  ©2  o>2  17  +  öj  ö>g  C  =  2  L 


und  fällen  vom  Koordinatenanfangspunkte  das  Lot  auf  sie.  Dann 
gilt  für  die  Richtungskosinus  dieses  Lotes: 

cosÄ  :  cos/?  :  cosy  =  G^co^  :  O^  (O2  *  öj  coj  , 

d.  h.  das  Lot  fällt  mit  der  Richtung  des  Impulsvektors  zusammen 
und  damit  ist  bewiesen,  daß  die  inFig.  204  gezeichnete  Ebene  E 
eine  Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  (6)  ist.  Die  ganze 
Bewegung  des  kräftefreien  starren  Körpers  kann  also  dadurch 
dargestellt  werden,  daß  das  Ellipsoid 
(6)  auf  der  Ebene  (7),  ohne  zu  glei- 
ten, rollt.  Der  Berührungspunkt, 
gleichzeitig  der  Endpunkt  des  Dreh- 
vektors, beschreibt  sonach  auf  dem 
Ellipsoid  die  Polodiekurve.  Die 
Kurve,  die  der  Berührungspunkt  in 
der  Ebene  E  beschreibt,  heißt  Her- 
polodiekurve.  Verbindet  man  ihre 
Punkte  mit  dem  Trägheitsmittel- 
punkt des  starren  Körpers,  so  erhält 
man  den  Herpolodiekegel,  der  im 
Räume  feststeht.  Die  Bewegung  kami  also  auch  so  aufgefaßt 
werden,  daß  der  mit  dem  Körper  verbundene  Polodiekegel  sich 
auf  dem  im  Räume  feststehenden  Herpolodiekegel  abwickelt. 
Bei  dieser  Bewegung  entsteht  noch  die  Frage  nach  der  Bahn 
des  Endpunktes  des  Impulsvektors  relativ  zum  Körper.  Wegen 
der  Un Veränderlichkeit  des  Impuls vektors  muß  der  Endpunkt  auf 
einer  Kugel  liegen,  und  zwar  auf  der  Kugel: 


ZL-/kjcK(H^d} 


Flg.  204.    Invarlabele  Ebene 
nach  Poinsot. 


(8)  z»  +  y«  +  Ä«  =  iyr« . 

Hort,  SchwlngungBlehre.    2.  Aufl. 
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Andererseits  muß  er  aber  auch  liegen  auf  dem  EUipsoid: 


(9) 


X»       T*       Z* 


e,  '  0, 


a 


3 


Von  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  (8)  unmittelbar  aus  der 
Impulsvektorgleichung  (5)  §  76,  während  (9)  sich  aus  Gleichung  (6) 
dieses  Paragraphen  ergibt  durch  Multiplikation  der  Glieder  der 
linken  Seite  mit  bzw. 


0, 


ß. 


» 


i 


a 


Jedenfalls  ist  die  Bahn  des  Endpunktes  des  Impulsvektors  eine 
sphärische  Kurve,  die  sich  als  Schnitt  des  EUipsoides  (9)  mit  der 
Kugel  (8)  findet.  Ist  nun  der  Radius  der  Kugel  nur  wenig  kleiner 
als  die  große  Achse  des  Trägheitsellipsoides,  so  zeigt  sich  die 
sphärische  Schnittkurve  beider  als  ein  Paät  kleiner  geschlossener, 
auf  dem  EUipsoid  um  den  Endpunkt  seiner  großen  Achse  herum 
verlaufender  Kurven,  woraus  erhellt,  daß  die  große  Achse  des 
EUipsoides  sich  niemals  weit  von  der  Richtung  des  Drallvektors 
entfernen  kann,  wenn  sie  einmal  in  ihrer  Nähe  war.  Damit  ist 
die  große  EUipsoidachse  als  stabil  auf  geometrischem  Wege  er- 
wiesen. 

Ist  dagegen  der  Kugelradius  nur  wenig  größer  als  die  kleine 
Achse  des  EUipsoides,  so  wird  in  entsprechender  Weise  auf  die 
Stabilität  der  letzteren  geschlossen,  weil  die  Kugel  für  den  Drall- 
vektor wiederum  ein  Paar  enger 
geschlossener  Kurven  als  Relativ- 
bahn um  den  Endpunkt  der  Achse 
herausschneidet . 

Ist  schließlich  der  Kugelradius 
nahe  gleich  der  mittleren  EUipsoid- 
achse, so  hat  die  sphärische  Kurve 
in  den  Endpunkten  jener  Achse 
Doppelpimkte  (siehe  Fig.  205), 
und  die  Relativbahn  des  Drall- 
vektors geht  des  geschlossenen 
Charakters  ihres  Verlaufes,  der  bei  der  großen  imd  kleinen  Achse 
(leren  StabUität  anzeigte,  verlustig.  Die  mittlere  EUipsoidachse 
ist  also  eine  instabile  Drehachse. 


Fitr.  205.    Zur  iusUibilen  Drohung  des 
krftftefreien  Körpers. 
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§  78.  Präzession  und  Nutation  beim  symmetrisehen  Kreisel. 

1.  In  Fig.  206  sei  ein  symmetrischer  Kreisel,  dessen  Figuren- 
oder geometrische  Achse  0—3  sei,  mit  seiner  Spitze  0  in 
den  Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems  x,  y,  z  gesetzt.  Der 
Kreisel  habe  um  seine  Figurenachse  eine  Winkelgeschwindigkeit 

dtp 
CO  =  — ,  das  zugehörige 

Trägheitsmoment  O^  sei 
entweder  größer  oder 
kleiner  als  O^  und  0^, 
die  übrigens  wegen  der 
Symmetrie  untereinan- 
der gleich  sind: 

Die  Achsen  dieser  beiden 
Momente  legen  wir  wie 
folgt  fest:  0—2  liege  in 
der  Ebene  ZOS  und  sei 
senkrecht  auf  08,  0—1 
sei  senkrecht  auf  der 
Ebene  ZOÄ.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten um 
die  zueinander  senkrech- 
ten „halb"  raumfesten  Achsen  0—1,  2,  3  seien  Oj  coj  (o^;  dann 
findet  sich  die  kinetische  Energie  des  Kreisels: 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Figurenachse 
gegen  OZ  mit  #,  dann  ist  offenbar: 

d^ 


Flg.  206.    Koordinaten  beim  ByrnmetrlBCÜen  EieiMl. 


(1) 


^1  == 


dt 


Bezeichnet  weiter  (p  den  Winkel,   den  die  Ebene  ZOS  mit  der 

rZ-Ebene   einschließt,  dann  ist  9?'  =  -y-  eine  in  die  Z- Achse 

dt 

fallende  Komponente  des  Drehvektors  des  Kreisels.    Da  aber 

die  -Z- Achse  keine  Trägheitshauptachse  ist,  so  zerlegen  wir  <p^ 

nach  den  Achsen  08  und  0—2,  welche  Trägheitshauptachsen  sind. 

23* 
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In  die  Achse  08  fällt  die  Komponente  9?^  cob^,  in  die  Achfle  0—2 
die  Komponente  9' sin*. 

Hiernach  findet  sich  die  Drehvektorkomponente  um  die 
Achse  0—2: 

(2)  ö>,  =  ^sin* 

und  imi  die  Achse  08: 

(3)  0>8  ==  Ö>  +  -3?  0O8*  > 

at  * 

wo  CO3  die  in  die  Figurenachse  fallende  Komponente  der  gesamten 
Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 

So  kann  denn  nun  die  kinetische  Energie  T  in  den  Winkeln 
(p  imd  *  wie  folgt  ausgedrückt  werden: 

Alle  Drehungen  werden  im  Uhrzeigersinne  positiv  gerechnet. 

Wollen  wir  jetzt  die  Bewegungsgleichungen  nach  Lagrange 
bilden,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  daß  um  die  @g-Achse  kein 
äußeres  Moment  wirkt ;  wir  erhalten  also  die  Bewegungsgleichung : 

d   oT       ^  d  (         d(p        A      ^ 

oder: 

(5a)  08  ö>3  =  ^8  (<«  +  -jf  cos^j  =  N  =-  Konst., 

d.  h.  der  Gesamtimpuls  in  Richtung  der  Figurenachse 
bleibt  konstant. 

Auf  die  ^-Koordinate  wirkt  dagegen  das  Moment  der  Schwer- 
kraft: ö«sin*;  es  ist  positiv  anzusetzen,  wenn  es,  wie  im  vor- 
lifganden  Falle  infolge  einer  Lage  des  Schwerpunkts  über  dem 
Unterstützungspunkt  vergröß?md  auf  die  *>-Koordinate  wirkt. 
Die  entsprechende  Gleichung  lautet  also: 

d'^       (d(pY  .    .        . 


(6) 


+  ©8  Icü  + -^cos^j-^sin*  =  Ö5sini>  . 
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Die  99-Koordinate  ist  wieder  von  äußeren  Kräften  unbeein- 
flußt : 

(d  /dT\       BT       ^\d^(p  d^dw  .    « 

.at^  dt  dt 


(7) 


=  e 


«,  +  ^co8^j^8m*  =  0. 


d'd^  dw 

Multipliziert  man  Gleichung  (6)  und  (7)  mit  bzw.  -tt  und  -^ 

und  addiert,  so  folgt: 


<«>    *«{^,©'+^,[§)*H)-« 


dcosi? 

^~dr 


Integriert  man  hier  von  0  bis  ^  und  setzt  fest,  daß  zur  Zeit  t  ^0 
die  beiden  Geschwindigkeiten  -r-  und  -r^-  =  0  und  der  Neigungs- 
winkel der  Figurenachse  gegen  OZ  =  ^^  sein  sollte,  so  wird  hieraus 


<»'    *«0'+(S)'--] 


ö«(cos^o  —  oos^)  . 


Diese  Gleichimg  ist  die  Energiegleichung  des  Vorganges  imd 
besagt,  daß  zwischen  der  kinetischen  Energie  des  Kreisels 
und  seiner  potentiellen  ein  Austausch  stattfindet. 

Weiter  kann  die  Gleichung  (7)  nach  Multiplikation  mit  sin  & 
sofort  integriert  werden.    Man  findet 

(10)  ©3  a>8  cos^  +  ^:j7  ^^^^  «  n  =  Konst. 

dt 

Es  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  aber  nichts  anderes  als 
die  Bewegungsgröße  des  Kreisels  um  die  OZ- Achse.  Zu  dieser 
Bewegungsgröße  liefern  nur  die  Impulse  nach  den  Achsen  OS 
imd  0—2  Beiträge. 

Der  Beitrag  der  ersteren  ist: 

der  der  letzteren: 

dt 

Die  Gleichung  (10)  sagt  aus,  daß  die  Summe  dieser  Bewegungs- 
größen konstant  sein  muß,  was  darin  begründet  ist,  daß  die 
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äußeren  Kräfte  in  bezug  auf  OZ  kein  Moment  'haben. 
Nimmt  man  zur  Integration  von  Gleichung  (10)  wieder  ab  An- 
f angsbedingu.ng : 

80  wird: 

(11)  e^dn*&  =  ^(co8i>o  -  cos^)  . 

dt 

(dwV 

Eliminiert  man  nun  aus  (9)  und  (11)  die  Größe  \-rr\  ,  so  berech- 

.     .  i  \oi/ 

net  sich: 

Im  Anschluß  hieran  und  an  den  Ansatz  (9)  findet  sich  weiter: 

(dipy_  N^  (co8i»o  -  cosi»)g 

Multipliziert  man  jetzt  Gleichung  (12)  mit  O*  sin'i?  und  er- 
setzt cosi^  durch  den  Buchstaben  u,  dann  erhalten  wir: 

(14)     e«  (^)*=  (^  -  ^o){20e8{u^  -  1)  +  N^uo  -  u)}  . 

I>en  Inhalt  der  geschweiften  Klammer  kann  man  aber  durch 
Auflösung  der  quadratischen  Gleichung: 

in  das  Linearfaktorenprodukt  {u  —  Ui)  {u  —  Wj)  verwandeln,  wo 
Ui  und  1*2  die  Wurzeln  der  Gleichung  (15)  sind.  Nach  dieser  Vor- 
bereitung wird: 


(16) 


0*  i^)=  20ea(M  -.«o)  («  -  «,)  («  -  Mj)  . 


welche  Differentialgleichung  f ür  tt  sofort  integrabel  ist,  allerdings 
zunächst  nur  so,  daß  man  die  Zeit  (  als  elliptisches  Integral  der 
Variabein  u  findet: 

(17)        t  =  Konst.  +1/ kS-  /^--=-  -  -——        , 

0 


§  78.   Präzession  und  Nutation  beim  symmetrisohen  Kreisel.       359 

welches  Integral  in  entsprechender  Weise  wie  im  §  76  durch  Um- 
kehrung eine  elliptische  Funktion  der  Zeit  für  die  Kreiselbewegung 
liefert. 

Tragen  wir  nach  (16)  mit  U  =  (u — Uq)  {u  —  Uj)  (u  —  %) 

ß    du 
208  fu 

in  (13)  ein,  so  findet  sich: 

('{uq  —  m)  du 


J.-|/. 


00  8  J 


(18)  w  =  Konst.  +    ,    -         , 

und  aus  (5  a)  in  Verbindung  mit  (13): 

dxp       N       N  N       (\  —  UQu)du 

fi\  -  '  —  ■  ■  '  ^1      ■ ■  ,     —      .m.  ■!■■  ■  I        .         — —    - 

dt        Oa       0       pOGs    (l-Ui)iÜ 
woraus  sich  der  Kreiselwinkel  v*  findet: 

(N       N\  N       f{l-u^u)du 

Damit  ist  die  gesamte  Bewegung  des  symmetrischen  schweren 
Kreisels  formal  als  Funktion  der  Zeit  festgelegt. 

2.  Aber  auch  ohne  Kenntnis  der  elliptischen  Funktionen  bzw. 
Integrale  kann  man  aua  den  bisher  entwickelten  Ansätzen  eine 
Reihe  wichtiger  Eigenschaften  der  durch  (17)  dargestellten  Kreisel- 
bewegung ermitteln. 

Zunächst  merken  wir  an,  daß  in  den  Ausdrücken  für  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (15): 


^1       ^     ^^         yiV^'^  +  8  O^e^s^  —  8  N^Oßs  Uq 
(15a)       ^>-4^^+  4008    ' 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise: 


(16b)  ^1  >  _  Z"     ,   Y^^  +  ^M^-^N^M^Uq 

1^2  2M^-  ~     2Jf2 

der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  stets  positiv  ist,  weil  er  sich  in 

der  Gestalt: 

(20)  [N^  -  2  JJf  2]2  +  4  ^2  jif  2  (1  _  ^^)  ^ 

also  als  Summe  zweier  Quadrate  schreiben  läßt;  denn  1  —  t«Q  ist 
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sicher  nicht  negativ,  weil  Uq  als  cos^o  höchstens  gleich  f  1  wer- 
den kann. 

Aus  der  genannten  Eigenschaft  des  Ausdrucks  unter  dem 
Wurzekeichen  folgt,  daß  i^  und  U2  stets  reell  sind. 

Weiter  findet  man  für: 

.     N^ 

(21)  ^1  +  ""^  =  +  2Är« 

und: 

(22)  «,-«,  =  + ^j +  -^-,  . 

Also  ist  Ui  stets  positiv,  während  ti^  auch  negativ  sein  kann. 
Femer  ermitteln  wir  den  Wert  von: 

2M*  —  N*-fR 
'~  2if«  • 

"Hier  ist  aber: 

(23)  [2M'-l!rV<S, 

also  1  —  Uj  sicher  negativ,  «Jso  u^  größer  als  -|-  1. 
Für  1  —  ttj  findet  sich: 

(24)  1       .        2M^-^N^+iE 

also  sicher  ein  positiver  Wert,  woraus  sich  ergibt,  daß  u^  kleiner 
als  +  1  ist,  solange  wir  es  als  positiv  voraussetzen  können,  was 
wir  nunmehr  tun  wollen. 

Untersuchen  wir  nunmehr  den  Ansatz  (16)  auf  seine  Vorzeichen- 
verhältnisse, so  finden  wir,  daß  einer  der  Faktoren  der  rechten 
Seite,  nämlich  u  —  Ui,  stets  negativ  ist,  weil  wir  von  %  bewiesen 
haben,  daß  es  stets  größer  als  -f  1  ist,  u  aber  als  cos^  höchstens 
gleich  +  1  sein  kann.  Damit  aber  die  rechte  Seite  stets  positiv 
wird,  weil  die  linke  als  Quadrat  dies  erfordert,  so  muß  unter  allen 
Umständen  einer  der  beiden  anderen  Faktoren  negativ,  der  dritte 
positiv  sein;  also  es  hat  zu  gelten: 

(25)  \  oder: 
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Anders  geschrieben,  findet  man  für  diese  Ungleichungen: 

oder  : 

Diese  Ungleichungen  besagen,  daß  u  stets  zwischen  Uq  und  U2 
liegen  muß.  Die  durch  den  Winkel  cosi?  bestimmte  Abweichung 
der  Kreiselachse  von  der  Vertikalen  bleibt  also  zwischen  zwei 
bestimmten  Grenzen  cosi^q  und  cos  1^2  eingeschlossen. 

Benutzen  wir  jetzt  den  Wert  von  v^: 


(27) 


w^  = 


2Jf« 


zum  Vergleich  von  u^  mit  Uq.    Nach  Multiplikation  mit  2  M^ 
und  Quadrieren  ergibt  sich: 

(28)  Ä=(JV«-2if«W2)2 

und  nach  Vereinfachimg  imd  Zusammenfassung: 

(29)  Jf  2  (1  -  wl)  =  i^  (Wo  -  ^2)  • 

Hiemach  ist  das  Vorzeichen  von  {Uq  —  u^)  gegeben  durch  das 
Vorzeichen  von  M^  =2  008.  Ist  letzteres  positiv,  dann  ist 
te^  >  tt^;  bei  negativem  M^  ist  Wj  !>  %.  Das  Vorzeichen  von  M^ 
bestimmt  sich  aber  durch  das  Vorzeichen  von  8.  Bei  positivem  s, 
also  wenn  der  Schwerpunkt  des  Kreisels  über  dem  Unterstüt- 
zungspunkt liegt,  liegt  die 
Grenze  ^2  tiefer  als  t?o  im 
Sinne  der  Rg.  207;  bei  einer 
Schwerpunktslage  imter  dem 
Unterstützungspunkt  {ß  nega- 
tiv) Hegt  die  Grenze  '^^  über  ^0  • 

Untersuchen  wir  nun  die 
Bewegung  der  Kreiselachse 
innerhalb  dieser  Grenzen 

Es    war    für    «  =  0   die  Ge-      ^^-  ^'^'    ^"***^"  untemtüteter  Kreisel. 

(d'9\  fdw\ 

schwindigkeit  I-ttI    =0  und  l-^J  =0,   d.  h.    stellt  man  die 

Bewegung  der  Figurenachse  dar  durch  die  Bewegung  ihres  Schnitt- 
punktes mit  der  in  Fig.  207  gezeichneten  Halbkugel,  so  beginnt 
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die  Bewegung  zur  Zeit   /  =  0   an    dem   Grenzparallelki*eis   mit 
dem  Polabstand  <^o»   ^^^  zwar  senkrecht  zu  jenem  Kreise.    An 


und: 


dem  anderen  Grenzparallelkreis  wird  wieder  1  -7- )    =0 

no^  (^\  =  ^  cos^o  -  cos^^i  _  N  ^Q  —  «1^ 

^    '  \dth      e         sin^i^g  0  (1  -^  • 

Hiernach  berührt  der  die  Bewegung  der  Figurenachse  dar- 
stellende Punkt  den  Grenzkreis  i>  =  ^j  >  ^^^  zwar  mit  einer  Be- 
wegungsrichtung im  Uhrzeigersinne,  also  rechtläufig  (vom  Pol  der 
Halbkugel  aus  gesehen),  wenn  Uq  —  u^,  d.  h.  8  positiv  ist.  Da  aber: 

d<p       iV  cos^o  —  cosd 
dt  ^  ß         sin«*  " 


(31) 


niemals  das  Zeichen  wechseln  kann,  so  bleibt  die  Bewegung  des 
Punktes  zwischen  den  Grenzkreisen  dauernd  fortschreitend  und 
setzt  sich  aus  lauter  Bogen  zusammen,  die  den  Grenzkreis  ^  =  (^2 
senkrecht  treffen  und  den  Grenzkreis  1?  =  &^  berühren,  wie  in 
Fig.  207  dargestellt. 

Der  andere  Fall  des  negativen  Uq  —  u^,  also  des  unter  dem 

Unterstützungspunkt  liegenden 
Schwerpimkts,  liefert  eine  ähn- 
liche Bogenkurve,  aber  so,  daß 
der  Grenzkreis  &  =  il^j  über  dem 
V  Grenzkreia  9  =  &q  liegt.  Die 
"  Fig.  208  gibt  einen  Überblick 
über  diese  Bewegung,  die  man 
als  rückläufige  Präzession  be- 
zeichnet. 

3.  Wir  untersuchen  jetzt  den 
Fall,  daß  wir  einen  Kreisel  vor 
uns  haben,  bei  welchem  der  Drall  N  eine  so  beträchtliche  Größe 
besitzt,  daß  der  Quotient: 

Jf«         008 

2N^~   iV« 


Fig.  208.    stabil  nntentützter  Kreisel. 
Der   Pfeil   bei  i-^\  ist   umgekehrt  zu 
denken. 


(32) 


gegenüber  der  Einheit  als  klein  betrachtet  werden  kann.   Dann 
wird  man  im  Ansatz  (15b)  für  «^  schreiben: 


Wo    =    - 

*      2Jf» 
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WO  wir  wegen  der  Kleinheit  von   «^^  die  Wurzel  angenähert  aus- 
ziehen können: 

*      2MH        [    ^     \N*      iV«  7.1 
oder: 

(33)  ^«  ==  ^0  —  ^  • 

Es  ist  also  die  Folge  unserer  Voraussetzung  (32),  daß  die  beiden 
Grenzkreise  der  Kreiselbewegung  sehr  nahe  aneinander  rücken. 
Demnach  wird  die  durch  die  Koordinate  9  bestimmte  Bewegung 
des  Kreisels  nur  kleine  Ausschlage  haben  können,  die  wir  durch  ^ 
bezeichnen;  es  sei: 

(34)  u  =  u^  +  S. 

Weiterhin  ist  auch: 

^0  -  ^  =  j^,  =  ^ 

eine  kleine  Größe,  während  für  Ui  —  u^  =  U  diese  Aussage  nicht 
gelten  kann,  denn  Uj^  wird  nach  Ansatz  (15b)  sehr  groß: 

Demnach  wird : 

(36)  C^  =  ^i-^~^!- 

Jetzt  gehen  wir  auf  das  Integral  der  Bewegung  (16)  zurück, 
in  dem  wir  einsetzen: 

(37)  tt  —  tio  =  f  —  d,      u  —  Ui  =^  S  —  U ,      u  —  u^  =  ^  . 
Dann  nimmt  -das  Integral  (17)  die  Gestalt  an: 

(38) 


t  =  Konst.  +  ]/^  1-^  Jl^ 


0 

Der  Wurzelausdruck  geht  hier,  wenn  man  f  und  d  gegen  U  ver- 
nachlässigt, über  in  Yü(d  ~  f)  f ,  und  das  Integral  liefert  mit 
der  Anfangsbedingung  S  =  d  für  t  =0  die  Arcussinusf unktion : 


t 


]^2^,ü{'^  +  '"''^(^-V)\ 
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oder  nach  Einführung  des  Näherungswertes  für  ü  aus  (36)  und 
Umkehrung  der  Arcussinusf unktion : 


(39) 


|  =  |(l  +  cos|^'). 


Diese  Zeitfunktion  hat  die  Periode: 

(40)  T^2n^. 

Gehen  wir  wieder  auf  die  t£- Werte  zurück,  so  findet  sich: 

(41)  «  =  «,  +  ^«i(l  +  cosf.)  =  «,  +  |(l  +  cos^). 

womit  die  Nutationsbewegung  des  Kreisels  gewonnen  ist,  die 

mit  der  kleinen  Amplitude  -^  vor  sich  geht. 

4.  Greifen  wir  jetzt  auf  Gleichung  (10)  zurück: 

(42)  Ngo&'»  +  0  ^  sin«^  =  n  , 

dt 

so  bestimmt  sich  zunächst  die  Integrationskonstante  n  durch  die 
Pestsetzung:  für  i>  =  ^q  soll  sein  -=-  =  0;  die  Figurenachse  soll 

also  die  Bewegung,  wie  oben  vorausgesetzt,  senkrecht  gegen  den 
Grenzkreis  i^o  beginnen.    Dann  ist: 

n  =  N  oos^o  , 
und  es  wird: 

.  d(p  ^  N  cos^o  ~*  cosi?  ^  N  Uq  ^  u 

Setzt  man  hier: 

Wo  —  w  =  d  —  f 

und  schreibt  näherungsweise  1  —  tto  für  1  —  u^,  so  findet  sich: 
(44)  d<p    _N  d-S 

^^  dt     ei-ui 

oder  mit  ö  =»  -^^  : 
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d<p    g/~°°"-e 

dt       N      8in«i?o 
und   nach  Integration   mit  der  Anfangsbedingung  <p  =0  für 
t=0: 

Diese  Gleichung  liefert  die  Präzession  der  Kreiselachse,  die  aus 
einer  mit  der  Zeit  proportional  fortschreitenden  Wanderung  der 

VA    ~\~    Va 

Figurenachse  in  einem  Kegelmantel  der  Öffnung ^ —  um  die 

Vertikale,  mit  darübergelagerten  periodischen  Schwankimgen  der 

kleinen  AmpUtude  ~  besteht.  Man  nennt  diese  Bewegung  eine 

pseudoreguläre,  weil  sie  bei  oberflächlicher  Betrachtung 
große  Ähnlichkeit  mit  der  regulären  Präzession  hat,  die  wir 
im  nächsten  Paragraphen  behandeln. 

§  79.  Die  reguläre  Präzession  beim  sjrmmetrischen  Kreisel. 

Den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  waren  ein  raum- 
festes Koordinatensystem  XYZ  und  ein  „halb^raumfestes  Sy- 
stem 12  3  zugrunde  gelegt,  und  die  für  den  Kreisel  abgeleiteten 
Ansätze  bezogen  sich  auf  seine  Bewegimg  gegenüber  dem  „halb''- 
raumfesten  System. 

Wir  wollen  nun  ein  bewegliches  „kreiselfestes**  Koordinaten- 
system einführen,  welches  an  der  Drehimg  des  Kreisels  teilnimmt. 
Ein  solches  erhalten  wir,  wenn  wir  eine  seiner  Achsen  r  mit  der 
Achse  3  zusammenfallen  lassen  und  das  Kreuz  der  beiden  anderen 
Achsen  pqin  der  1,  2-Ebene  gegen  das  Kreuz  der  Achsen  1  und  2 
durch  den  Kreiselwinkel  v^  orientieren. 

Dann  hängen  die  „halb**raumfesten  Drehgeschwindigkeiten 
co^,  cüj,  ö>3  mit  den  kreiselfesten  Drehgeschwindigkeiten  wie  folgt 
zusammen  : 

IODp  ==  a>i  cos  y;  +  coj  sin^ ; 
(Oq  =  —coismxp  +  cüj  cos^ ; 

oder: 
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(2) 


da  d(p       f.   , 

cüp  =  -=-  cosw  +  -f-  sinv  Bmw ; 
dt  dt 


0>q  = 


dd^    ,  d<p 

dt  dt 


dtp      dcp 


Hier  sind  cOp,  cog,  cOf  nicht«  anderes  als  die  Komponenten  des 
Drehvektors  (o  in  dem  auf  die  Trägheitshauptachsen  bezogenen 
Koordinatensystem  (§  74),  die  wir  früher  mit  (o^,  co^,  (o^  bezeich- 
net haben. 

Wir  fragen  nun  nach  der  Möglichkeit  einer  regulären  Prä- 
zession  des  Kreisels,  d.  h.  einer  Bewegung,  die  bei  konstanten 

dw  dw 

n  =  Pq   und   konstanten   Winkelgeschwindigkeiten    -j-  imd  -7- 

vor  sich  geht.  Es  soll  also  der  Kreisel  gleichförmig  um  seine 
Achse  rotieren,  imd  diese  soll  gleichförmig  einen  Kegelmantel 
der  Öffnung  2  &q  beschreiben.  Der  analytische  Ausdruck  für  diese 
Bedingungen  ist: 


(3) 


1^  =  ft 


0  > 


d(p 

---  =  V  • 

dt      ' 


dyj 
~di 


wo  fi  die  Drehgeschwindigkeit  um  die  Figurenachse  und  v  die 
Drehgeschwindigkeit  der  letzteren  um  die  Vertikale  bedeutet. 
Dann  wird: 

(4)    a}p  =  V sini^Q  sint/^ ;    (Oq  =  v sini?o  cosy; ;    cOf  =  ßi  +  v cobSq  . 

Nun  ziehen  wir  die  Euler  sehen  Gleichimgen  für  den  nicht  kräfte- 
freien Fall  heran  (§  74),  indem  wir  sie  für  co^,  co^,  co^  =  o)p ,  cw^ ,  <ü^ 
und  Öj,  ©2,  ©3  ==  <y,  ©,  ©3  umschreiben. 

do)^ 


(5) 


f) 


dt 

dcOr 

dt 


=  9J?,. 


Aus  diesen  Gleichungen  bestimmen  sich  die  Komponenten  9Kp 
und  3}lq  des  Schweremomentes  in  Bezug  auf  die  kreiselfesten 
Achsen,  unter  Berücksichtigimg  von  (3)  und  (4): 
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(6) 


+  (^3  —0)v(ji  +  vcoB&o)  sin??o  cosy' , 
SMj  =  —  Ofi  V  sin  i>o  s^^V 

+  (0  —  öj)  v(;i  +  V coB^o)  sini^^o  ^^ V'  • 
Nun  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des  Schwerkraftmomentes 
Qa  sin^o  ^^^  den  kreiselfesten  Komponenten  3Wp  und  SD?,  in  bezug 
auf  das  raumfeste  System.  Nach  der  Figur  des  §  78  fällt  die  Achse 
des  Momentes  ö«sini>o  mit  der  Achse  Ol  zusammen.  Demnach 
wird,  wie  aus  Fig.  209  des  näheren  ersichtlich : 

(7)  ÖÄsin^o  =  SRpCosv'  —  2R,sinv'  , 
d.h.  unter  Einführung  von  (6): 

(8)  ÖÄsindo  =f?,/ivsin#o+  (Ö»  —S)v^QO%\\mu\  . 

Hier  ist  O,  mit  positivem 
Vorzeichen  einzuführen,  wenn 
der  Schwerpunkt  über  dem 
Unterstützungspimkt,  mit  ne- 
gativem, wenn  er  darunter 
liegt. 

Dieser  Ansatz  ist  die  Bedin- 
gung für  das  Zustandekommen 
einer  regulären  Präzession  bei 
einem  symmetrischen  Kreisel 
mit  den  Trägheitsmomenten 
0,  und  0,  der  mit  dem  Impuls 
N  =  ß^fi  um  die  Figurenachse  unter  einem  Winkel  t%  gegen  die 
Vertikale  aufgesetzt  wird  und  einen  Drehanstoß  seiner  Figuren- 
achse um  die  Vertikale  von  der  Größe  v  erhält,  wenn  das  wirkende 
Schweifemoment  Os  sin  &q  im  Sinne  der  Figur  des  §  78  ist. 

Der  Ansatz  umfaßt  sowohl  den  früher  gegebenen  Fall  (§  73) 

des  mit  seiner  Achse  eine  Ebene  beschreibenden  symmetrischen 

Kreisels: 

dyf 


Fig.  200.    Banmfeste  und  Krelselfeste 
'  Komponenten  des  Schweremomentes. 


(9) 


3W=0co 


dt 


wenn  man 


1^ 


0 


setzt. 


TT 

2' 


08==m, 


(JÜ  = 


/« 


dyj 
dt 
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Ebenso  ist  in  ihm  der  Fall  des  Kugelkreisels  mit  O^  =  S  ent- 
halten: 

(10)  G.=  0(o^. 

Benutzt  man  den  Ansatz  (8),  um  bei  einer  durch  O^,  ß,  fi, 
G»  9»  '^0  gegebenen  Kreiselbewegung  nach  der  Geschwindigkeit  v 
der  regulären  Präzession  zu  fragen,  so  ergeben  sich  entweder 
zwei  Werte  von  v  oder  keiner,  je  nachdem  die  Quadratwurzel: 

(11)  ]/ßi//«-4e«(0-(93)cös^ö 

reell  oder  imaginär  wird.  Imaginär  kann  die  Wurzel  aber  nur 
werden,  wenn: 

(12)  «  >  e.  (i  +  j^S^^j , 

d.  h.  wenn  es  sich  um  schlanke  Kreisel  handelt,  bei  denen  das 
äquatoriale  Trägheitsmoment  das  axiale  um  einen  gewissen 
Betrag  überwiegt. 

Handelt  es  sich  um  einen  Kugelkreisel  {ß^  =  &),  so  ist  nur 
eine  Präzessionsgeschwindigkeit  möglich. 

Im  Falle  reellen  Wurzel  wertes  (11)  nennen  wir  die  absolut 
größere  der  beiden  Präzessionsgeschwindigkeiten  v^  und  v^  die 
schnelle,  die  kleinere  die  langsame  reguläre  Präzession. 

Der  Gedankengang  der  obenstehenden  Untersuchung  ist  also 
der,  daß  aus  den  Euler  sehen  Gleichungen  die  Komponenten  des 
äußeren  Momentes  berechnet .  werden,  welches  auf  den  Kreisel 
einwirken  muß,  damit  die  gewollte  reguläre  Präzession  zustande 
kommt.  Die  Euler  sehen  Gleichungen  liefern  hiernach  die  kreisel- 
festen Komponenten  des  Drehmomentes;  diu-ch  eine  Transforma- 
tion auf  ein  raumfestes  Koordinatensystem  wird  ihre  raumfeste 
Resultierende  ermittelt,  die  mit  dem  von  der  Schwerkraft  her- 
rührenden Moment  gleichgesetzt  wird. 


§  80.  Die  ki'äftetreie  Bewegung  des  symmetrischen  Kreisels. 

Die  Entwicklungen  des  §  76  werden  für  den  symmetrischen 
Kreisel  mit  ß^^  =  ß^  =  ß  unanwendbar.  Denn  aus  den  dort 
gegebenen.  Ansätzen  (3)  und  (5)  findet  sich 
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_  20L-JV« 

"'''  -  ©3  ( 0  -  e~) ' 

woraus  sich 


(2)  -?  - 


,      ,  ,    ,  ,    ,     2L{e^  +  e)-N» 


(3)        .    -M  =  o>*  =  a>{  +  0)1  +  0)1  = 


ea. 


ergibt.  Der  Gesamtdrehvektor  ^ü  ist  demnach  konstant,  wo- 
durch die  Integration  (14)  in  §  76  unausführbar  wird  (wegen 
du  =  0).  Es  ist  aber  nicht  schwer,  über  die  Gestalt  der  Polhodie 
und  der  Herpolodiekurve  bzw.  den  entsprechenden  Kegel  Auf- 
schluß zu  gewinnen. 

Offenbar  ist  die  Polodiekurve  das  Kreispaar,  das  auf  dem 
TJmdrehungsellipsoid 

(4)  0(Z2  +T^)+e^Z^  =  2L 

durch  das  Ebenenpaar 

20L— i\^2 

herausgeschnitten  wird.  Der  Folodiekegel  ist  demnach  ein  Kreis- 
kegel mit  dem  halben  Offnvmgswinkel  (x-: 


(6)  *««  =  l/V_-20z;--0 


Andererseits  ergibt  sich  aus  (6a)  §  77  wegen  a>  =  konst.,  daß 
auch  cos  {N ,  a>)  unveränderlich  sein  muß.  Demnach  ist  auch  der 
Herpolhodiekegel  ein  Kreiskegel  mit  dem  halben  Öffnungs- 
winkel ß: 

2L 

(7)  cos^  =  cos(iV^,  o))  =  ^^—  . 

N  0) 

der  stets  spitz  sein  muß,  weil  cos/?  wegen   des  stets  positiven 

Wertes  von  N  o)  =  Qo)^  niemals  negativ  werden  kann. 

Für  den  symmetrischen  kräftefreien  Kreisel  geht 

also  die  allgemeine  Poinsotbewegung  in  das  Abrollen 

zweier  Kreiskegel  aufeinander  über. 

Um  nun  auch  die  Bewegung  der  Figurenachse  des  Kreisels 

kennenzulernen,    greifen    wir    auf   das   raumfeste   Koordinaten- 
Hort,  SchwingungBlehte.    2.  Aufl.  24 
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System  XYZ  und  das  kreiselfeste  Koordinatensystem  p^q^r 
zurück,  die  wir  in  §  79  miteinander  verknüpften,  wobei  wir  die 
Dreh  Vektorkomponenten  cd^  cüg  cog  nimmehr  durch  (Op  (Oq  co,  zu  be- 
zeichnen haben. 

Zunächst  lassen  wir  den  unveränderlichen  Impulsvektor  A^ 
m*t  der  Z- Achse  zusammenfallen  und  merken  seine  Richtungs- 
kosinus relativ  zu  den  Achsen  des  beweglichen  Systemes  pqr  mit 


e 


CO, 


N 


©3J1V 

N 


an.  Vermöge  der  Winkel  tf  und  ip,  die  die  gegenseitige  Lage 
der  beiden  Koordinatensysteme  angeben,  finden  sich  aber  die- 
selben Richtungskosinus  zu 

sin^siny^,       sindcosy;,       cosd  . 
Es  gilt  also: 

(8)    sm^smy^  =  ~^     J     smi/cos^;  =  -    ■ 


N 


N 


C081>  =  -A 


N 


Weiter  gewinnen  wir  aus  den  Ansätzen  (2)  im  §  79  durch  Auf 
lösung : 


(9) 


dt 


=  cOp  cos  1p  —  cüq  smt/; 


-TT  =  ~r-a  {(OpSmyj  +  (Ogcoayf) 
dt        sini7     .  «        ' 


dyj 
~dt 


cos# 


=  COf  — 


sm 


—  {(Op  sin  yj  +  (Og  cos  yj) 


Aus  der  dritten  Gleichung  (8)  findet  sich  cosi?  für  die  ganze  Be- 


wegung unveränderlich  cos^o  =^ 


N 


die  Figurenachse    be- 


schreibt also  einen  Kreiskegel  um  die  Impulsachse.   Femer  findet 
sich  aus  der  zweiten  Gleichung  (9)  mit  den  Gleichungen  (8) 

d(p  ^  iV0(a>?  +  füj)       N 
dt  " 


(10) 


iV-'  -  ei  (jo'i 


9 


Demnach  wird  der  Kreiskegel  seitens  der  Figurenachse  mit  der 

d(p 
gleichförmigen  (Präzessions-)Gre8chwindigkeit  -   -  =  v  durchlaufen 
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und  wir  haben,  wenn  als  Anfangsbedingung  (für  t  =  0  soll  9?  =  0 
sein)  gilt: 

(11)  (p  =  Vt, 

Weiter  ergibt  sich  aus  der  dritten  Gleichung  (2)  des  §  79 

Demnach  erweist  sich  die  in  die  Figurenachse  fallende  Kompo- 
nente -j-  des  Dreh  Vektors  als  Konstante  (ju),  und  die  dritte  Glei- 
ch 

chung  (2)  des  §  79  kann  nun  geschrieben  werden : 
oder 

(13)  ©3  /i  +  (6)3  -  (9)  V  C03  0^  -  0  . 

Dies  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Bedingung  der  regulären 
Präzession  im  Falle  8  =  0  nach  Gl.  (8)  §  79,  d.  h.  die  allgemeine 
Bewegung  des  kräftefreien  symmetrischen  Kreisels  ist 
eine  reguläre  Präzession.  Ein  symmetrischer  Kreisel,  der 
in  seinem  Schwerpunkt  unterstützt  wird,  beschreibt  also  mit 
seiner  Figurenachse  unter  allen  Umständen  einen  Kreiskegel, 
dessen  Achsenrichtung  im  Räume  ganz  beliebig  gewählt  werden 
kann.  Im  übrigen  ist  die  Bewegung  durch  die  Konstanten  /i,  r,  ^0 
gekennzeichnet,  die  durch  den  Ansatz  (13)  mit  den  Trägheits- 
momenten des  Kreisels  und  miteinander  verknüpft  sind. 


§  81.  Die  allgemeine  Bewegung  des  Kagelkreisels. 

Die  bisher  betrachteten  Bewegungen  des  schweren  symme- 
trischen Kreisels  waren  sehr  spezieller  Natur  infolge  der  ein- 
fachen Anfangsbedingimgen,  die  ihnen  zugrunde  lagen. 

Im  §  78  wurde  ein  Vorgang  untersucht  (Fig.  207  und  208), 
bei  dem  die  Figurenachse  des  Kreisels  ihre  Bewegung  im  Raum 
ohne  irgendwelche  Anfangsgeschwindigkeit  begann.  Er  kenn- 
zeichnete sich  als  Zusammen  Wirkung  einer  Nutation  mit  einer 
Präzessionsbewegung,  die  mittels  eUiptischer  Funktionen  eine 
periodische  Darstellung  erfuhren. 

24* 
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Bevorzugen  wir  jetzt  statt  der  schiefwinkligen  Projektion  der 
Kreiselspitzenbahn  nach  Fig.  206/207  eine  rechtwinklige,  parallel 
zur  Schwere  auf  die  Horizontalebene  durch  den  Kreiselunter- 
stützungspunkt, so  liefert  der  instabil  unterstützte  Kreisel  eine 
Kurvenprojektion  nach  Fig.  210,  der  stabil  unterstützte  nach 
Fig.  211,  wobei  vorausgesetzt  wurde,  daß  der  Drall  N  des  Kreisels 


Flg.  210. 


Fig.  211. 


nach    oben  gerichtet  sei.    Die  beiden  den  Winkeln  i?q  und  #j 
entsprechenden  Grenzkreise  sind  durch  ihre  Radien  r^  und 


2 


gekennzeichnet. 

Betrachten  wir  jetzt  allein  den  stabil  unterstützten  Kreisel, 
so  hatten  wir  bereits  die  Bewegungsart  ermittelt,  die  sich  ein- 
stellt, wenn  der  Drall  N  unbegrenzt  zunimmt.  Wir  erhielten  so 
die  pseudoreguläre  Präzession,  bei  der  der  Grenzkreis  fj  ganz 
nahe  an  Tq  heranrückt  und  die  Bewegung  der  Kreiselspitze  auf 
sehr  kleine  Nutationen  und  Schwankungen  der  Präzession  hinaus- 
kommt.   Siehe  hierzu  Fig.  212. 

Es  Hegt  nun  nahe,  nach  den  Be- 
wegungsformen zu  fragen,  die  ent- 
stehen, wenn  der  Drall  N  unbegrenzt 
abnimmt,  etwa  durch  Abnahme  der 
Drehgeschwindigkeit  jn  um  die  Figuren- 
achse i'^*). 

Offenbar  wird  im  Falle  /i  =  0  der 
B^reisel  ein  gewöhnliches  sphärisches 
Pendel,  dessen  Spitzenkurve  beim  Fehlen 
jeglichen  seitlichen  Anstoßes  nach  Fig.  213  eine  ebene  und  in 
unserer  Projektion  ein  Durchmesser  des  Kreises  mit  dem 
Radius  Tq  werden  muß. 


Fig.  212. 
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Es  ist  nun  nicht  schwer,  von  Fig.  213  den  Anschluß  an  Fig.  212 
bei  wachsendem  N  zu  finden.  Die  Spitzenkurven  müssen  für 
sehr  kleines^  von  Null  verschiedenes  N  sich  aus  flachen  Bögen 
zusammensetzen,  die  sich  auf  dem  Grenzkreis  r^  in  Spitzen  zu- 
sammenfügen, während  sie  sämtlich  einen  kleinen  Grenzkreis  r^ 
berühren  (Fig.  214). 


Fig.  213.  Fig.  214. 

Wächst  jetzt  N,  so  werden  die  Bögen  nach  Fig.  216  schärfer 
gekrümmt,  der  <3renzkreis  r^  wird  größer,  bis  der  Übergang 
(über  Fig.  211)  zu  Fig.  212  erreicht  ist. 

In  den  Figuren  nach  der  Reihenfolge  213,  214,  216,  211,  212 
haben  wir  nun  die  Grundlagen  gefunden,  um  die  Bewegungen 
besprechen  zu  können,  die  aus  eiixem 
seitlichen  Anfangsstoß  ±^v  der  Figuren- 
achse im  Sinne  von  Fig.  205  oder  von 
§  79  (3)  hervorgehen. 

Zunächst  verwandelt  sich  die  ebene 
Pendelbewegung  nach  Fig.  213  unter 
Einfluß  des  anfäjiglioh  schwachen  Dreh- 
stoßes +:  V  in  eine  sphärische  nsrch  Fig.  216 ; 
die  Spitzenkurve  berührt  jetzt  den 
äußeren    imd    den   inneren    Grenzkreis  ^^  ^^^' 

imd  ist  in  sich  geschlossen,  so  lange  die  Ausschläge  i>  nicht  zu 
groß  werden.    (Für  einen  bestimmten  Wert  von  v,  nämlich 


(1) 


V  = 


WO  l  die  reduzierte  Pendellänge  des  B[reisels  bedeutet,  beschreibt 
die  Kreiselspitze  den  Kreis  r^,  welch  letzterer  Ansatz  für  be- 
liebiges #Q  gilt.) 
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Mit  dem  gleichen  schwachen  db^  kommt  man  weiter  von 
Fig.  214  zu  zwei  neuen  Bewegimgsformen. 

Erstlich  wird  das  negative  v  sich  der  rückläufigen  Präzession 
in  Fig.  214  addieren,  die  Spitzen  abrimden  und  den  Durchmesser 
des  inneren  Grenzkreises  vergrößern  (Fig.  217).  Die  Spitzenkurve 
hat  dabei  in  jedem  Zweig  zunächst  zwei  Wendepunkte. 


Fig.  216. 


Fig.  217. 


Stärker  negatives  v  verstärkt  die  lückläufige  Präzession,  die 
Spitzenabrundung  und  die  DurcÜmesservergrößerimg,  während 
die  beiden  Wendepunkte  näher  zusainmenrücken.  Bei  einem 
negativen  v  von  gewissem  Betrage  berührt  die  Spitzenkurve  den 
inneren  Grenzkreis  so,  daß  sie  dort  eine  vierpunktig  berührende 
Tangente  hat.  Infolgedessen  müssen  die  einzelnen  Bögen  der 
Spitzenkurve  fast  gerade  gestreckt  erscheinen  (Fig.  218). 


Fig.  218. 


Fig.  219. 


Geht  man  in  der  Richtung  negativ  wachsender  v  weiter,  so 
werden  die  einzelnen  Kurvenbögen  überall  kor  kav  gegen  den  inneren 
Grenzkreis,  die  rückläufige  Präzession  verstärkt  sich,  bis  der  erste 
(und  damit  jeder)  Kurvenbogen  gerade  den  Winkel  n  umspannt. 
Dann  erhält  die  Kurve  eine  geschlossene  ellipsenähnliche  Gestalt 


§  81.    Die  aügemeine  Bewegung  des  Kugelkiekel«. 
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(Fig.  219).  Es  ist  bemerkenswert,  daß  diese  figürlich  sehr  einfache 
Bewegungsform  beim  gewöhnlichen  sphärischen  Pendel  (If  =  0) 
nie  auftreten  kann,  sobald  endliche  Ausschläge  betrachtet  werden. 
Noch  weiter  ins  Negative  wachsendes  v  vergrößert  den  Um- 
spannungswinkel  der  Kurven  zweige  und  den  inneren  Gtenzkreis 
Fig.  220,   bis  schließlich  im  Fall^  des  Kugelkreisels  für 

die  reguläre  Präzession  eintritt  (Fig.  221). 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


In  entsprechender  Weise  kann  man  von  jeder  der  Kurven- 
gestalten Fig.  216,  211,  212  zur  regulären  Präzession  hin  ge- 
langen,   sobald    man  v 

von  Null  bis  —  —  ab- 
nehmen läßt.  Zwischen 
dem  Drall  N  und  dem 
Drehstoß  — v  besteht 
dann  die  Hyperbel- 
gleichung —N  V  =  Q  8, 
wonach  die  Kurve  in  ^ 
Fig.  222  gezeichnet  ist. 
Jeder  Punkt  der  v-N- 
Ebene  bezeichnet  einen 
Bewegungszustand    des 


220.219  2f8  217  i  M  223  2Ztt 
Sphärisais 


7^ 


— »■ 


Fig.  222.    Prazessionshyperbel  des  Kugelkreisels. 


vorgelegten  Kreisels,  von  denen  einige  durch  die  angeschriebenen 
Zahlen  mit  den  zugehörigen  Bildern  identifiziert  sind. 

Es  erübrigt  nun  noch,  von  Fig.  214  in  Richtung  der  posi- 
tiven V  weiterzugehen.   Zunächst  beginnt,  bei  genügend  kleinem 
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+v,  die  Bewegung  wieder  im  Punkt  A  tangential  an  den  äußeren 
Kreis,  und  die  Eigenschaft  der  Spitzenkurve,  nach  Kg.  214,  den 
inneren  Grenzkreis  links  von  sich  zu  lassen,  bleibt  erhalten, 
während  die  Spitzen  sich  abrunden.  Das  bedeutet,  daß  die 
Spitzenkurve  rechtsläufige  und  linksläufige  Schleifen  abwechselnd 
aufweist,  etwa  nach  Fig.  223.  Der  innere  Grenzkreis  ist  dabei 
kleiner  als  in  Fig.  217. 

Läßt  man  nun  den  Seitenstoß  v  weiter  positiv  zunehmen,  so 
gelangt  man  bald  zu  einem  Wert-,  bei  dem  der  innere  Grenzkreis 
sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  (Fig.  224). 


Fig.  223. 


Flg.  224. 


Weiter  wachsende  Werte   +v  lassen  die  Kurvenbögen  sich 

wieder  mehr  erweitem.    Es  tritt  wieder  ein  Hüllkreis  auf,  der 

von  den  Schleifen  umfaßt  wird,  wie  in  Fig.  226  gezeichnet  ist. 

Wächst  schließlich  v  gegen  +oo  hin,  so  drängen  sich  innerer 

Hüllkreis  und   Kurvenschleifen  gegen  den   äußeren   Grenzkreis 

zusammen,  der  bei  v  =  +oo  tatsächlich 
erreicht  wird.  Hiermit  ist  die  Bewegung 
der  schnellen  regulärenPräzession 
gegeben. 

Es   erübrigt   nun   noch,    die    Bewe- 
gungen kurz  anzumerken,  die  eintreten, 


wenn  man  v  über  — 


Ga 


weiter  ins  Ne- 


gative wachsen  läßt.  Dann  überschreitet 
^^'  ^^'  die   Spitzenkurve   den   äußeren   Grenz- 

kreis, in  dessen  Nähe  sie  übrigens  mit  kreisähnlicher  Gestalt 
dauernd  bleibt,  um  für  v  =  —oo  wieder  in  K2  (und  damit  in  die 
schnelle  reguläre  Präzession)  überzugehen. 
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Um  den  ZusammenhaDg  der  Bewegungen  des  schweren  sym- 
metrischen Kreisels  mit  denen  des  Kugelkreises  zu  gewinnen, 
greifen  wir  auf  Ansatz  (8)  in  §  79  zurück,  indem  wir  dabei,  ent- 
sprechend der  vorausgesetzten  stabilen  Unterstützung  des  Krei- 
sels, für  Os  das  negative  Vorzeichen  wählen: 


(3) 


i'MÖs-  ö)cosdo  +  /ivÖ3  ^-Ga. 


Durch  diese  Gleichung  ist  ein  Zusammenhang  zwischen  den  Dreh- 
geschwindigkeiten jbL  und  V  gegeben,  den  wir  jetzt  untersuchen 
wollen. 

Ohne  die  Allgemeinheit  wesentlich  einzuschränken,   können 
wir  hier 

(4)  (©3  -  ß) cos^o  =  ^  ;       Ö3  =  1  ;       08=1 
setzen  und  erhalten 

(5)  rM+/iv  =  -l. 

Diese  Gleichung  zwischen  ^  und  v  stellt  eine  Hyperbel  dar  nach 
Fig.  226,  deren  im  zweiten  Quadranten  liegender  Ast  allen  mög- 
lichen regulären  Präzes- 
.t'V''  sionen  entspricht,  die  also 

bei  positivem  fÄ  nur  ent- 


Fig.  220.    PitzesBioiishyperbel  des  abgeplatteten 

Kreiäels. 


Fig.  227.    Abgeplatteter 
Kreisel. 


stehen  können,  wenn  der  Dreh  stoß  v  negativ  gewählt  wird. 
Der  im  vierten  Quadranten  liegende  Hyperbelast  liefert  dem- 
gegenüber nichts  Neues. 

Der  gezeichneten  Figur  liegt  positives  A,  also  die  Annahme 
O3  >  ö  zugrunde.  Es  handelt  sich  also  um  einen  sog.  abgeplat- 
teten Kreisel  (Fig.  227),  bei  dem  das  Trägheitsmoment  um  die 
F.  A.  größer  ist  als  das  äquatoriale. 
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Setzt  man  dagegen  A  negativ  voraus,  so  gelangt  man  zum 
verlängerten  Kreisel  (Fig.  228),  dessen  Präzessionsh3ri)erbel  in 
Fig.  229  gezeichnet  ist. 

Den  Übergang  vom  abgeplatteten  zum  verlängerten  Kreisel 
bildet  aber  der  Kugelkreisel,  dessen  schon  in  Fig.  222  mitgeteilte 


--arcfgha) 


•hV 


Fig.  228.    Verl&Dgerter 
Kreisel. 


Fig.  229.    FrAEessioDshyperbel  des  verUngerten 

Kreisels. 


Präzessionshyperbel  sich  nunmehr  genauer  erklärt,  insbesondere 
mit   Bezug  auf  das   Auftreten   einer   schnellen   Präzession   mit 

Analytisch  läßt  sich  diese  Präzession  aus  dem  Ansatz  (3)  ge- 
winnen, indem  man  nach  v  auflöst.  Man  erhält  dann  zwei  Wur- 
zeln, die  beide  bei  positivem  A  stets  negativ  sind.  Die  der  Null 
näher  liegende  von  ihnen  wird  nun  für  zd  =  0  unbestimmt,  die 
andere  unendlich.  Die  Unbestimmtheit  wird  nach  bekannten 
Regeln  beseitigt,  wodurch  man 

Qs 

d.  h.  die  langsame  reguläre  Piäzession  des  Kugelkreisels  erhält. 

Geht  man  vom  verlängerten  Kreisel  {A  <0)  aus,  so  wird 
man  auf  entsprechendem  Wege  zum  gleichen  Ergebnis  geführt. 

Wird  im  Ansatz  (3)  G  8  =  0  gesetzt,  so  gelangen  wir  schließ- 
lich zur  regulären  Präzession  des  kräftefreien  symmetrischen 
Kreisels,  welche  der  Gleichung 

v[v  (©3  -  9)  cosi?o  +  ,"©3]  =  0 

entspricht.  Man  hat  diese  Bewegung  die  natürliche  kräfte- 
freie Bewegung  des  Kreisels  genannt  und  sie  mit  der  gerad- 
linigen gleichförmigen  Bewegung  eines  Massen punktes  verglichen. 


§  82.   Die  PräzeasioDsbeweguDg  der  Erde. 
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§  82.  Die  Prazessionsbewegung  der  Erde  ^'^). 

Die  theoretische  Behandlung  der  Kreiselbewegung  ist  an- 
gebahnt worden  durch  die  Entdeckung  einer  kosmischen  Er- 
scheinung, nämlich  des  Vorrückens  der  Frühlings-Tag-und-Nacht- 
gleiche. 

Der  Tatsachenstoff,  wie  er  dem  Beschauer  von  der  Erde  aus 
sich  darstellt,  ist  in  der  Fig.  230  enthalten. 

Danach  bewegt  sich  die  Sonne  im  Qegenzeigersinne  um  die 
Erde  in  einer  (ebenen)  Kreisbahn,  der  Ekliptik,  deren  Achse 
um  den  Winkel  d  =  23^5  (Schiefe  der  Ekliptik)  gegen  den 
Erdäquator  geneigt  ist.    Die  Äquatorebene  der  Erde,  die  durch 


y^  Moment  der 
.^  ^    Sonnertan^ 
V  #      Ziehung 


Fig.  230,    Sonnenansiebung  und  Erdpifizeseion. 

die  Erddrehung  festgelegt  wird,  und  der  der  Himmelsäquator 
entspricht,  schneidet  die  Ebene  der  Ekliptik  in  einer  Geraden, 
der  Knotenlinie,  deren  Durchstoßpunkte  auf  dem  Himmels- 
gewölbe Äquinoktialpunkte  heißen.  Derjenige  dieser  Punkte, 
den  die  Sonne  beim  Übertritt  von  der  südlichen  Himmelshälfte 
über  den  Äquator  hinweg  nach  der  nördlichen  durchschreitet, 
heißt  das  Frühlingsäquinoktium  oder  Frühlingsknoten. 
Die  Ebene  der  Sonnenbahn  ist  mm  schon  seitens  der  antiken 
Astronomie  zusammen  mit  der  in  ihr  liegenden  Richtung  zum 
Frühlingspunkt  zur  Grundlage  des  ekliptikalen  Koordi- 
natensystems zur  Festlegung  von  Stemörtem  an  der  Himmeis- 
kugel  benutzt   worden.     Die   hiemach   sich   ergebenden   beiden 
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Sternkoordinaten  sind  die  Länge  X  und  die  Breite  ß,  zwei 
Winkel,  die  in  der  Fig.  230  eingezeichnet  sind. 

Schon  Hipparch  (um  146  v.  Chr.)  wußte,  daß  die  Längen 
aller  Sterne  in  gleichem  Maße  zunehmen  und  konnte  auch  schon 
ziemlich  annähernd  den  jährlichen  Betrag  dieser  Zunahme  er- 
mitteln auf  Grund  der  Vergleichung  seiner  Stemlängen  mit  denen, 
die  Chris tyllos  und  Timocharis  150  Jahre  vor  ihm  gemessen 
hatten.  Die  Längenzunahme  in  diesem  Zeitraum  fand  Hipparch 
zu  2^ 

Dieser  Erscheinung  entspricht,  da  die  Stemlängen  auf  der 
Ekliptik  im  Gegenzeigersinne  gerechnet  werden,  eine  Bewegung 
des  Frühlingspunktes  im  Uhrzeigersinne,  eine  Prä  Zession  des 
Frühlingsknotens,  die  einer  Präzession  der  Erdachse  entspricht 
und  deren  jährlicher  Betrag  heute  mit  ziemlicher  Annäherung 
zu  50  Bogensekunden  ermittelt  ist. 

Newton  führte  (1687)  die  Präzessionserscheinung  auf  die 
Anziehungskräfte  zurück,  die  Sonne  und  Mond  auf  die  ab- 
geplattete Erde  ausüben;  wir  werden  im  folgenden  einen  Weg 
zeigen,  wie  man  die  Abplattung  der  Erde  aus  der  Präzessions- 
geschwindigkeit ihrer  Achse  berechnen  kann. 

In  der  Fig.  230  ist  durch  den  Pfeil  angedeutet,  wie  die  Sonnen- 
gravitation die  der  Abplattung  entsprechende  äquatoriale  Massen- 
anhäufung der  Erde  in  die  Ekliptik  zu  ziehen  sucht,  welche  Wir- 
kung nach  den  früheren  Regeln  den  Hinzutritt  eines  Momenten- 
vektors zum  Drehvektor  fx  des  Erdkreisels  und  damit  eine  Prä- 
zessionsbewegung in  dem  in  Fig.  230  gezeichneten  Sinne  zur  Folge 
haben  muß.  Die  Gravitation  des  Mondes  wirkt  in  entsprechender 
Weise,  wobei  man  die  Mondbahnebene  angeneüiert  als  mit  der 
Sonnenbahnebene  zusammenfallend  annimmt. 

Die  Untersuchung  dieser  Gravitationswirkungen  gelingt  nun 
auf  Grund  einer  Vorstellung,  die  von  Gauß  stammt.  Danach 
kann  man  jene  Wirkungen  der  Massen  m^  und  fn,  von  Sonne 
und  Mond,  die  in  ihren  Bahnen  in  den  Zeiten  Ti  und  T^  um 
die  Erde  umlaufen,  ersetzt  denken  durch  die  Wirkung  gleich 
großer,  längs  den  Bahnen  gleichmäßig  verteilter  Massen,  solange 
die  Periode  der  wirkenden  Ursache  (der  Gravitation  der  um- 
laufenden Himmelskörper)  klein  ist  gegen  die  Periode  der  be- 
wirkten Störung  (der  Präzession  der  Erdachse).  Diese  letztere 
Periode  (das  Platonische  Weltjahr)  beträgt  etwa  26  000  Jahre, 
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ist  also  viel  größer  als  die  Umlaufzeiten  von  Sonne  und  Mond 
(Fig.  231). 

Diese  Körper  können  also  bezüglich  der  Gravitation  auf  die 
äquatoriale  Massenanhäufung  der  Erde  als  zwei  Ringe  gedacht 
werden,  die  wir  den  Sonnenring  und 
den  Mondring  (mit  den  Radien  r^ 
und  fg)  nennen  werden. 

Auch  die  Massenanhäufung  am  Erd- 
äquator werden  wir  durch  einen  gleich- 
förmig  mit   Masse    belegten    Ring,    den 
Erdring   mit    der  Masse   m   und    dem       vig.23i.  Erdbewegung  und 
Radius  B  ersetzen,  derart,  daß  dieser  Ring  Pi*toni«he8  weitjiir. 

zusammen  mit  einer  Kugel  des  Trägheitsmoments  S  die  richtigen 
Trägheitsmomente  C  (um  die  Drehungsachse)  und  A  (um  einen 
Äquatordurchmesser)  des  Erdellipsoids  ergibt. 
Dann  ist  anzusetzen: 


{r= 


=  ö  +  mR* 
e  +  imR^ 

und  hieraus  zu  berechnen: 

(2)  {^-'     B^- 

e  =  2ii-(7. 

Es  wird  unser  Ziel  sein,  den  reziproken  Wert  der  Abplattung 
oder  EUiptizität  der  Erde,  d.  h.  die  Größe  -^ ,  zu  ermitteln. 

Hiennit  sind  alle  Elemente  gewonnen,  die  uns  in  den  Stand 
setzen  werden,  zunächst  die  Drehmomente  3Ri  und  3R2  von  Sonne 
imd  Mond  zu  finden,  welche  die  Präzession  der  Erdachse  mit 
der  Drehgeschwindigkeit  v  nach  der  früher  entwickelten  Regel: 

(3)  3Sli+^2^0jüLv  sin*  +  {C—A)  v«  cosi?  sind 

zur  Folge  haben.    Hier  gestattet  uns  die  Kleinheit  von  v  gegen- 
über /i  und  der  geringe  Betrag  der  Differenz  C  —  A  gegenüber 
von  C  das  zweite  Glied  rechts  fortzulassen  und  einfacher  zu 
schreiben : 
(3a)  aWi  +  2»2  =  C^i" »^  sin*  . 
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Zur  Berechnung  der  Momente  machen  wir  die  Sonnenbahn- 
ebene  zur  xy-Ebene  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems, 
dessen  x-Ächse  mit  der  Knotenlinie  zusammenfällt  imd  zum 
Frühlingspunkt  hin  positiv  gerechnet  wird  (Fig.  232). 


Fig.  282.    Koordinaten  des  Systems  Sonne,  Erde,  Mond. 

Von  der  x-Achse  aus  geben  wir  den  einzelnen  Sonnenring- 
punkten  Xi,  y^  z^  die  im  Uhrzeigersinne  positiv  gezählten  Amipli- 
tuden  yjy^  und  können  danach  ausdrücken: 

(4a)  a?!  =  fi  cosv^j  ;       yi=  fi  sin^^j  ;       «j  =  0  . 

In  entsprechender  Weise  finden  wir  für  die  Mondringpunkte: 

(4  b)  x^  =  Tg  cosv^g  ;       y«  =  »"g  sinv^g  ;      «^  =  0  . 

Für  die  Erdringpunkte  x^  y,  z  wählen  wir  eine  von  der 
Knotenlinie  aus  in  der  Äquatorebene  im  Uhrzeigersinne  positiv 
zu  zählende  Amplitude  (p  und  haben  danach: 

(5)      X  =  B cos(p  ;       y  =  R sin 9? cosd  ;       z  =  Rsintpsm^  . 

Die  einzelnen  Sonnen-  und  Mondringpunkte  sind  die  Träger 
der  Elementarpotentiale  dV^  und  rfF,  auf  den  Erdring,  vermöge 

der    ihnen    anhaftenden    Massenelemente    dm^  =  —  dy^^    und 
dm^  =«  ^  dip^  sowie  des  dem  einzelnen  Erdringpunkte  anhaften- 


271 


m 


den  Massenelementes  dm  =  7r—dw  . 

2:71 

Unter  Heranziehung  der  allgemeinen  Gravitationskonstante  / 
ist  zu  schreiben: 
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(6) 


dnudm       .  matn   _       _ 
^2  4ji2^2 


wo 

(7) 


2)2]i 


-  -)'  +  (Vi  -  yY  +  {z 

2  r^i? /Sfji 
(mit  der  Abkürzung  S^  =  cosy;!  co8<7?  +  sin^'i  sin  9?  cos  i^  (8) ) 


die  Entfernung  des  Sonnenringpunktes  x^,  y^,  z^  vom  Erdring- 
punkt o;,  ^,  z  bedeutet.  Die  entsprechenden  Ansätze  für  das 
Mondringpotentiai  ergeben  sich  aus  (6)  und  (7)  durch  Ersetzung 
des  Zeigers  1  durch  2. 

Aus  (6)  findet  sich  das  Gesamtpotential  Vi  durch  doppelte 
Integration  längs  des  Sonnenringes  und  des  Erdringes: 


2  .-r         2  .T 


(8) 


6       6 


1 


Diese  Integration  ist  ausführbar,    wenn  wir    "     nach   den   Po- 

tenzender  kleinen  Größe  —  {R  =  Erdradius,  r^  =  Erdbahnradius) 
entwickeln :  ^ 


(9) 


1 

^1 


1 


r,  L 


,  +  ^.s,+  l{^]\^,-l(^X 


2  \r, 


2\r,J 


und  höhere  als  quadratische  Glieder  vernachlässigen.    Dann  ist 
die  Integration  zurückzuführen  auf  die  Ermittlung  der  Integrale : 

(10)        fSi  dipi  =  0       und       jS'f  d  11^  =  71  (cosS  ^-  +  sin»  9  cos«  d)  , 


/' 


0 


von  denen  das  zweite  bei  nochmaliger  Integration  über  (p  den 
Wert: 

27C       2,71 

(11)  [dcpfS'tdii^^  =  71^1  +  coss^) 

d 
liefert. 


0 
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Mit  (9),  (10)  und  (11)  berechnet  sich  jetzt  das  Gesamtpotential 
des  Sonnenringes  auf  den  Erdring 


oder 


4  7i*ri 


471«  + 


(12)      =/ 


77ii  m 


1  + 


m 

\ri/ 


8 


(1  +  cos«  &) 


1   /ä\« 


2 


+    ... 


und  entsprechend  für  den  Mondring: 


(13)    F,  =  / 


9719712 


l  +  |(-*)'(l+o«.'») 


-i(fr+-i 


Aus  diesen  Potentialansätzen  erhalten  wir  die  Momente,  die 
die  Koordinate  i7  zu  beeinflussen  suchen,  durch  Differentiation 
nach  dieser: 

cFi  -    .771,  771Ä« 


(14) 


SKi  =    ,'  -  =  -  J/^-^^cosi^sin^ 


r? 


r^  ^Vo  „     ,1712  mR^  Q       •         Q 

3R2  =  - .  a-  =  -  I  /  -    -^  —  cosd  sini?  . 


6i> 


ri 


a;,.  =  _?/((7-^)co8.?(5+^« 


Hiermit  schreibt  sich  Gleichung  (3) : 
(15) 

(^ ^ 

weil  771  =  2  —  j,9       nach  Gleichung  (2)  war. 

Nun  gilt  aber  nach  dem  dritten  Kepl ersehen  (3esetz: 


'^)' 


(17) 


WO  M  die  Erdmasse  bedeutet. 
Aus  (16)  findet  sich 

m,        /2  7r\« 

weil  M  neben  der  großen  Sonnenmasse  tti^  zu  vernachlässigen 
ist,  und 

7712       /2  M « 


(18) 
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Mit  (17)  und  (18)  geht  (15)  über  in 
(19)       C^r  =  -6.'iC-Ä){±  +  -^f^^)cos^ 

WO  nun  die  Bewegungskonstanten  der  drei  in  Wechselwirkung 
stehenden  Himmelskörper  einzusetzen  sind. 

Es  ist  die  siderische  Umlaufszeit  der  Erde: 

Ti  =  366,24  Stemtage. 

die  siderische  Umlaufszeit  des  Mondes: 

Tg  =  27,40  Stemtage; 

das  Verhältnis  der  Mondmasse  zur  Erdmasse: 

mg  :  itf  =  1 :  82  ,       mithin  m^:  M  -\-  m^  =  1 :  83 

die  Präzessionsgeschwindigkeit  der  Erde: 

50      ^  ,..«..  2 TT.  50 

V  =  - --  ^—  Bogensekunden  im  Sterntag  = 


366,24       ^        -^  -  6        3ßß  24  •  360  •  69  •  60  ' 

die  Drehgeschwindigkeit  der  Erde,  da  der  Stemtag  die  Zeit- 
einheit sein  und  Uhrzeigerbewegungen  als  positiv  gelten  sollen: 

/i  =  —  2  TT 

die  Schiefe  der  Ekliptik: 

d  =-  23°,5  . 
Es  findet  sich  nun,  daß  die  reziproke  EUiptizität  der  Enle 


(20) 


C  ßjiUl     ,         m^         U        a 


aus  zwei  Teilen  o^  imd  a^  besteht,  deren  Verhältnis  sich  be- 
rechnet zu: 

«1.02= J-^'t^^^»^^- 

Den  Anteil  a^  ermitteln  wir  nun,  indem  wir  nur  das  erste  Glied 
der  Klammer  in  (20)  zum  Ansatz  bringen,  zu: 

_  6  71^ '  366,24  >  360  -  60  >  60  cos  23°,5  _  q-  . 
^^  ""  471«.  50.  (366,24)«  ""      ' 

Hurt ,  SchwingnngMlehre.    2.  Aufl.  25 
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und  hiemach: 

Also  wird  schließlich: 

a  =  fi~  2  =  »1  +  «2  =  ^ö  • 

Schreibt  man  den  Ansatz  (20)  in  der  Qestalt 

so  sieht  man,  daß  die  Präzession  v  sich  aus  zwei  Teilen 

67Z*  C-A   l 
Vi  =  - 

und 


Vi  - 

^      c    r?'"""' 

Vt- 

6n»C      A       m,         1 
/.        C7       Jf  +  m,  21  ''°^*^ 

zusammensetzt,  von  denen  der  erste  mit  v^  =  16  Bogensekunden 
im  Jahre  von  der  Sonne,  der  zweite  mit  Vg  =  34  Bogensekunden 
vom  Monde  herrührt.  Die  Mondanziehung  hat  also  einen  erheb- 
lich stärkeren  Einfluß  auf  die  Präzessionsgeschwindigkeit  als  die 
Sonnenanziehung.  p 

Die   vorstehende   Berechnung  von    ^- j    beruht    auf  der 

Kenntnis  einer  Anzahl  astronomischer  Konstanten,  von  denen 
2^1  und  T^,  '^'y  jj,,  V  sehr  leicht  durch  Beobachtung  bestimmbar 
sind.  Anders  steht  es  dagegen  mit  dem  Verhältnis  der  Mond- 
masse zur  Erdmasse  m^  :  M,  Diese  für  die  Astrodynamik  sehr 
wichtige  Größe  ist  der  unmittelbaren  Beobachtung  nicht  zugäng- 
lich und  in  Wirklichkeit  kann  man  sie  nur  mittelbar  errechnen 
aus  einer  anderen  bei  der  Erdbewegung  zutage  tretenden  Kreisel- 
wirkung, nämlich  der  Nutation  der  Erdachse,  die  mit  Hilfe 
der  Verlagerung  von  Steinörtem  der  Beobachtung  ziemlich  leicht 
zugänglich  ist.  Wir  verweisen  bezüglich  dieser  Erscheinung  auf 
die  Literatur'®^*).  Jedenfalls  aber  bietet  schon  die  Ermittlung  der 
Erdelliptizität  aus  der  Präzession  ein  besonders  geeignetes  Bei- 
spiel der  Anwendung  höherer  Dynamik,  bei  welchem  neben  der 
Kreisellehre  und  den  Grundtatsachen  der  sphärischen  Astronomie 
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die  selten  geübte  Ableitung  eines  Drehmomentes  aus  einem  Potential 
und  die  Vorstellung  von  6a  u  ß  zur  Auswertung  säkularer  Störungen 
zu  Worte  kommt,  welch  letztere  durch  die  Kühnheit  und  Anschau- 
lichkeit ihrer  Konzeption  einen  Ingenieur  besonders  fesseln  muß. 

§  83.  Kreiselstabilisierong  Ton  Fahrzeugen. 

Der  Kreisel  hat  im  Fahrzeugbetriebe  bisher  Anwendung  ge- 
funden zu  dynamischen  Stabilisierungen  sowohl  von  Gleichge- 
wichtslagen wie  von  Bewegungsvorgängen. 

Bei  der  Stabilisierung  von  Gleichgewichtslagen  kann  die 
Kreiselwirkung  die  sein,  'daß  sie  die  Bichtkraft  der  Eigenschwin- 
gung um  die  Gleichgewichtslage  verstärkt  (Schiffskreisel,  Flug- 
zeug) oder  sogar  labile  Gleichgewichtslagen  stabil  macht  (Ein- 
schienenbahn). Oft  wird  der  Stabilisationsvoigang  mit  einer 
Dämpfung  verbunden  entweder  im  gewöhnlichen  Sinne  (Schiffs- 
kreisel), oder  die  ,,Dämpfung'^  wird  auf  mechanischem  Wege 
schwingungsfördemd  eingeführt  (Einschienenbahn).  Diese  Kreisel- 
wirkungen können  auch  gegenüber  periodischen  Störungen  günstig 
in  Erscheinung  treten  (Schiffskreisel). 

Handelt  es  sich  um  die  Stabilisierung  von  Bewegungsvor- 
gängen, so  wird  meistens  die  Erhaltung  einer  bestimmten 
Richtung  gefordert.  Das  bekannteste  Beispiel  ist  der  Torpedo- 
geradlaufapparat. Entweder  spielt  hierbei  die  Kreiselanord- 
nung die  Rolle  eines  Relais,  welches  die  Steuerung  betätigt 
(Whiteheadtorpedo),  oder  die  stabilierenden  Kräfte  werden  vom 
Kreisel  unmittelbar  auf  den  laufenden  Torpedo  übertragen 
(Howelltorpedo). 

Zur  Klasse   der  Bewegungsstabili-        s^^  j.j/^^     K       '>*^' 


/         hintan 


sierungen  gehört  auch  die  Wirkung  des    ^     i^  ^" 

Geschoßdralles  in  der  Ballistik i").     &Bord  'stBord  vom 

I.  Die  Stabilisierung  von  Gleich- 
gewichtslagen sei  zunächst  am  Schiffs- 
kreisel von  Schlick  erörtert. 

Die  Schlicksche  Einrichtung^  ist  „     ^  «.'„.,  .. 

.  ,         -    ,  °  Fig.  283.  Schema  des  Ereiflelschiffefl. 

folgende  "•) : 

In  Fig.  233  sei  in  einem  Schiff  ein  Kreisel  von  einem  Frei- 
heitsgrade so  aufgehängt,  daß  sein  Schwerpunkt  S  um  das  Maß  A 
unter  der  Aufhängeachse  AA  liege.  Die  Achse  AA  sei  senkrecht 
zur  Sjmimetrieebene  des  Schiffes. 

25* 
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Erfährt  dieses  z.  B.  im  Seegang  eine  Krängung  t?  im  Sinne 
des  Pfeiles  a,  so  setzt  sich  der  zugehörige  Impuls  mit  dem  Im- 
puls N  des  Kreisels  nach  der  Parallelogranmiregel  zusammen :  os 
ergibt  sich  eine  Neigung  der  Kreiselachse  mit  der  Winkelgeschwin- 

digkeit  -^  im  Sinne  des  Pfeiles  b  (nach  achtem),  infolge  des 
zum  Pfeil  a  gehörigen  Momentes  N  -=-  . 

Die  hieraus  hervorgehende  Neigung  der  Kxeiselachse  liefert 

/im 

wiederum  ein  Moment  N  ~-  ,  dessen  Pfeil  sich  mit  dem  des  Im- 

dt 

pulses  N  zusammensetzt  und  eine  Verlagerung  der  Kreiselachse 
nach  Backbord  zur  Folge  hat.  Diese  Verlagerung  greift  aber  ver- 
möge der  Achse  ÄA,  auf  der  ihr  Pfeil  senkrecht  steht,  auf  das 
Schiff  selbst  über  und  ist  dessen  anfänglicher  Rollbewegung  ent- 
gegengesetzt. Der  Kreisel  übt  also  auf  das  Schiff  eine  Rück- 
wirkung aus  in  Gestalt  eines  die  Rollbewegimg  hemmenden  Mo- 

mentes  —  iv -7-  . 

dt 

Die  rechnerische  Behandlung  des  Schiffskreisels  gestaltet  sich 
wie  folgt: 

Bezeichnet  J  das  Trägheitsmoment  des  Schiffes,  Q  sein  Ge- 
wicht, H  die  metazentrische  Höhe,  so  wird  die  freie  Schwingungs- 
gleichung des  Rollens  (ohne  Kreiselwirkung)  : 

(1)  J~  +  QH&  =  0. 

Die  Kreiselwirkung  besteht,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  in 

einem  der  Rollung  entgegengesetzten  Moment  —N~f7  >  welches 

in  der  Schwingungsgleichimg  durch  Hinschreiben  auf  der  rechten 
Seite  zu  berücksichtigen  ist: 

In  entsprechender  Weise  findet  sich  für  den  Kreisel,  dessen  Trägheits- 
moment (einschließlich  Rahmen)  um  die  Achse  AA  gleich  /  sei,  bei 
dem  Gewicht  q  und  dem  Schwerpunktsabstand  Ä,  die  Schwingungs- 
gleichung sofort  mit  dem  von  der  Rollung  herrührenden  Moment 


§  83.   Kreiselstabilisierung  von  Fahrzeugen. 


389 


Durch  Division  mit  J  bzw.  /  gehen  (2)  und  (3)  über  in: 


(4) 


+  c*q>  =  +  ö> 


dt 
d& 


dt'    '  '  ''        '  "  dt' 
Aus  (4)  entspringt  für  i?  folgende  Differentialgleichung: 

(5) 


^^*  +  (C^  +  c«  +  fico)^  +  C2c«i>  =  0. 


dt*^ 


dt' 


Ein  genau  gleicher  Ansatz  gilt  für  (p. 
Die  allgemeine  Lösung  von  (5) 

4 

(6)  i^=^^Ai^^^ 

oder  die  entsprechende  für  (p 


(7) 


<p=^^i«^' 


erfoidert  die  Bestimmxing  von  X  aus  der  Gleichung  vierten  Grades: 
(8)  A*  +  (C7»  +  c«  +  Q(o)  A«  +  (7«c«  =-  0 

während  für  die  Konstanten  Ai  und  Bf  gilt: 

5?  (oßJ  +  C«) 


(9) 


AI 


ü(l}  +  c*)' 


Die  aus  (8)  folgenden  Wurzeln  sind  samtlich  imaginär  und 
lauten  mit  den  Abkürzungen: 

rC2  +  c2  +  ßo>  =  2p 
wie  folgt: 


(11). 


^  =  -  f-  P  +  fp*"^T* 
^  =+K-p-yp«^^» 


\x^  =  -^|-p-ip*-q* 
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oder  mit 

(12)  ,  -  P  +  Vp^^g«  •=  -  ^J 


j  -p  + 
\  -p- 


auch 

(13)      ^i  =  +  »^a;    ^  =  — »^a;    ^  =  +  »^6;    ^4  =  — »A^. 

Durch  eine  einfache  Zwischenrechnung  findet  sich  aus  (8), 
(10),  (12): 

(14  a) 


i?a  -  c«       (XI  -  c«)^ 
und 

A?-0«         X\Qm 


(Üb) 


Aj  -  c«    (a;  -  c»)*  • 

Wegen  (13)  reduziert  sich  aber  (9)  auf  die  beiden  Werte: 


(15)         ^^  =  i\I^AE£*       und        ^.4       ■|/a>A'>-C» 


oder  nach  (14a)  und  (14b): 


^^         T~  T~-±*3J_c«'         7^  ~  ;i~' ~  ±  *  ITT 


Durch  Einsetzen  der  Werte  (13)  in  die  Ansätze  (6)  und  (7) 
gehen  diese  über  in: 

(17)  f  *  =  ^sin  {X^t  +  /i)  +  .l'sin  (i,  t  +  ;m/) 


J^=^sin(Aaf 
(99  =jBsin(^< 


^-y)  +Ä'sin(A6<  +  vO. 


Es  lagern  sich  also  zwei  Schwingungen  übereinander  mit  den 
Schwingimgsdauem 

(18)  T.-^.  n  =  ^- 

von  denen,  Ab,  A^  <  A*  ,  T'a  d^e  längere  ist. 

Durch  Einsetzen  von  (17)  in  die  Ausgangsgleichungen  findet 
man  leicht  für  die  Phasenverschiebungen  fifA^  vvi 


(19)  { 


(cos/*  +  sinyM)*  =  (cosv  —  siny)* 
(co8/i'  +  sin/i')^  —  (ccsv'  —  sinrO* 
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aus  denen  folgt: 

Mithin  erfolgen  die  beiden  Schwingungen  des  Schif- 
fes und  des  Kreisels  gegeneinander  mit  einer  Phasen- 
verschiebung von  90°. 

Da  man  es  durch  geeignete  Wahl  der  Konstanten  des  Kreisels 

dahin  bringen  kann,  daß  die  lange  Schwingungsdauer  -y-   größer 
wird  als  die  Schwingungsdauer  des  Schiffes  ohne  Kreisel 


""Hq 


so  ist  der  eine  Zweck  des  Kreisels,  die  Rollungen  zu  verlangsamen, 
erfüllt. 

Geht  man  nun  mit  Schlick  dazu  über,  den  Schiffskreisel  zu 
dämpfen,  etwa  durch  Anbringung  eines  Flüssigkeitskataraktes 
nach  Fig.  233,  bei  dem  man  durch  Drehen  des  Ventiles  die  Flüssig- 
keitszirkulation zwischen  den  beiden  Zylinderhälften  beliebig 
regulieren  kann,  und  berücksichtigt  man  auch  die  Dämpfung  der 
SchiffsroUung  selbst  durch  den  Wasser-  und  Luftwiderstand,  so 
hat  man  die  Ansätze  (1)  und  (2)  auf  der  linken  Seite  zu  ver- 

d&  d^ 

vollständigen  durch  die  Glieder  B -j-  bzw.  b-j-  wie  folgt: 

dt  dt 


(20) 


Diese  beiden  Ansätze  umschreiben  die  freien  Schwingungen 
des  aus  Schiff  und  Kreisel  bestehenden  Systems.  Die  Stabilitäts- 
bedingungen finden  sich  aus  der  Forderung,  daß  die  Gleichung 
vierten  Grades: 

JX^  +  BX  +  QH    NX  ! 

-NX  jX^  +  bX  +  qh\^^ 

keine  Wurzeln  mit  positiven  reellen  Anteilen  aufweisen  darf,  die 
übrigens  bei  dem  System  Schiff-Kreisel  im  allgemeinen  stets  als 
erfüllt  angesehen  werden  darf. 
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Will  man  auch  die  erzwungenen  Schwingungen  (Schiff  im 
Seegang)  untersuchen,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  ersten 
Gleichung  (20)  noch  ein  periodischer,  dem  Einfluß  der  Meeres- 
wellen auf  das  Schiff  Rechnung  tragender  Ausdruck,  etwa  P  coso  t 
für  einfache  harmonische  Bewegung,  hinzuzufügen. 

Der  Untersuchung  des  Gleichungsaystems  (20)  ist  eine  aus- 
gedehnte Literatur  gewidmet,  auf  die  wir  verweisen.  Deren  Er- 
gebnisse bestätigen  im  allgemeinen  die  praktischen  Erfahrungen, 
die  durch  die  Fig.  234  und  235  näher  beleuchtet  werden. 


,_/MMf   Krsee/  , 


Flg.  231.     UDleidrückuDg  der  Flg.  235.    Dtniphuig  du  SchwinsunsB- 

ScliiOHchwlngnngea  dnich  die  weiten  dee  Schiffet:  I  ohne  EiBlsel; 

KrelBelwIrkung.  II  mit  Knliel. 

Bei  einer  der  AusfOhrungen  des  Schlickschen  Schiffskrei.sels 
beim  Dampfer  „Silvana"  waren  folgende  zahlenmäßigen  Verhält- 
nisse zu  wählen: 

e  =  850  000  kg  5  =  6000  kg 

Ä  =  0,4  m  Ä  =  0,02  m 

7-555  000  mkg/sec'  j  -  150  mkg/scc* 
Ausgedehntere  Verwendung  hat  der  Schlicksche  Schiffskreiael 
nicht  gefunden,  weil  er  eine  aufmerksame  Steuerung  im  Betriebe, 
namentlich  im  schweren  Seegang  erheischt,  und  vor  allem  weil 
der  Schlingertank  von  Frahm***)  eine  wesentlich  einfachere 
Anordnung  bei  gewünschter  Leistungsfähigkeit  bietet. 

Aus  ähnlichen  Gründen  hat  sich  die  Verwendung  des  Kreisels 
zur  Stabilisierung  von  Flugzeugen,  insbesondere  zum  Schutz 
gegen  seitliches  Kippen,  trotz  vieler  Versuche  nicht  einführen 
können. 

II.  Mach  der  Erörterung  des  Schiffskreisels  können  wir  uns  bei 

der  Stabilisierung  der  Einschienenbahn  ^  (Fig.236)  kürzer  fassen. 

Der  Ein  schienen  wagen  wird  ebenso  wie  das  Schiff  als  Sohwin- 

gungssystem  betrachtet,  das  jedoch  labil  ist,  weil  sein  Schwer- 

l>unkt  über  dem  Unterstütz ungspunkto  liegt. 
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(21) 


Seine  Gleichung  lautet: 


dt* 


-QH{^  =  -N 


d(f 
dt 


iiaks 


^rtniHv^ 


Das  Minuszeichen  beim  Gliede 
QH^  ist  hier  das  Kennzeichen 
der  Labilität. 

Für  den  Kreisel  liegen  nun 
zwei  Möglichkeiten  vor:  ent- 
weder kann  er  im  Wagen  so 
aufgehängt  werden,  daß  sein 
Schwerpunkt  unterhalb  des 
Unterstützungspunktes  liegt 
(stabile  Aufhängung),  oder  die 
Aufhängung   kann   wie   in    Fig.  233   labil   gewählt   werden. 

Die  theoretische  Untersuchung  zeigt,  daß  bei  der  Einschienen- 
bahn nur  die  labile  Aufhängungsart  des  Kreisels  möglich  ist ;  seine 
Gleichung  muß  also  lauten: 


Fi«.  2S6.    EiDBchlenenb&hn. 


(22) 


Denn   aus    (21)    und    (22)   findet   sich   die   charakteristische 
Gleichung : 

Jk^-QH        NX 
-Nk     jk^-qh 

die  entwickelt  liefert: 


(23) 


=  0 


(24) 


Jjk*  +  {N*  -  Jqh  -  jQH)  X^  +  QHqh==0  . 


Sollen  hier  vier  rein  imaginäre  Werte  A  entspringen,  so  müssen 
alle  Bei  werte  positiv  sein.  Dies  wäre  aber  beim  absoluten  Gliede 
nicht  der  Fall,  wenn  h  im  Ansatz  (22)  positiv,  stabiler  Kreisel- 
aufhängung entsprechend,  eingesetzt  wäre. 

Abgesehen  hiervon  muß  natürlich  sein: 

N*-Jqh'-jQH>0 
imd  die  Diskriminantenbedingung  von  (24)  erfüllt  werden: 

(N^  -  Jqh  -  qhJ)*>4QHqhJj  . 
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(25) 


{ 


Ein  so  beschaffenes  System  würde  also,  konstantes  N  und 
absolute  Abwesenheit  von  Dämpfungen  vorausgesetzt,  dauernd 
stabil  schwingen. 

Die  Dämpfungen  aber,  die  wir  ganz  analog  wie  beim  Schiffs- 
kreisel durch  die  Glieder  B-^-  und  b-~-  einführen  können,  haben 

dt  dt 

aber,  ganz  entgegengesetzt  ihrer  sonst  bekannten  Wirkung,  bei 
der  Einschienenbahn  wiederum  Labilität  zur  Folge. 

Dies  sieht  man  wieder  aus  der  charakteristischen  Gleichung: 

Jjk^  +  (Jb  +  jB)P  +  (N^-QHj  -  qhJ  +  Bb)  A« 

-  (QHb  +  qhB)k  +  QHqh  =  0  . 

Denn  das  Glied  mit  X  muß,  wenn  Stabilität  möglich  sein  soll, 
unbedingt  positiv  sein,  was  nur  zu  erreichen  ist,  wenn  von  den 
Dämpfungskonstanten  B  und  b  die  eine  negativ  gewählt  wird. 
Das  bedeutet  aber,  daß  die  eine  der  beiden  Koordinaten  ^  und  q? 
des  Systems  von  einer  Kraftwirkung  beeinflußt  \*'ird  derart,  daß 
sie  den  Ausschlag  t?  oder  (p  zu  vergrößern  sucht  proportional  der 
augenblicklichen  Geschwindigkeit. 

Auf  der  Einführung  einer  derartigen  negativenDämpfung 
beruht  das  Einschienenbahnsystem  von  Brenn  an  und  sein  Pa- 
tent. Die  Wirkung  wird  dadurch  erreicht,  daß  der  Kreiselrahmen 
innerhalb  des  Wagens  durch  motorischen  Antrieb  künstlich  in 
seiner  jeweiligen  Bewegungsrichtung  beschleunigt  wird.  Nur  so 
ist  es  möglich,  den  Wagen  zu  stabilieren,  indem  durch  die  Be- 
schleunigung des  Kreiselrahmens  die  den  Wagen  aufrichtenden 
Momente  verstärkt  werden.  Andererseits  muß  aber  der  Wagen 
selbst  genügend  gedämpft  sein,  damit  in  Gl.  (26)  das  Glied  mit  A^ 
bei  negativem  b  positiv  gemacht  werden  kann,  sonst  wäre  die 
Stabilisierung  ebenfalls  unmöglich. 


ca  500  cm. 


Gendlwf- 


V\g,  2S7.    Whiteheadtorpedo. 

IIT.  Der  Behandlung  des  Torpedogeradlauf apparates  ^•) 
schicken  wir  einige  Angaben  über  eine  ältere  Torpedobauart, 
etwa  aus  dem  Jahre  1900,  nach  Fig.  237  voraus. 
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Die  Maschineostärke  eines  solchen  Geschosses  betrug  etwa 
60  PS,  die  Propellerumlaufzahl  lOOO/min,  die  größte  Schußent- 
fernung 600  m,  die  LaufgeschwiDdigkeit  15  m/sec. 

Der  Hauptteil  des  Geradlaufapparates  ist  ein  kardanisoh  auf- 
gehängter Kreisel  (Fig.  238),  dessen  Achse  in  die  Schußrichtung 
fällt.   Weicht  der  Torpedo  aus  irgendeinem 
Grunde  aus  dieser  Richtung  in  horizontaler  '  ^^"^ 

Ebene  ab,  so  sucht  der  Kreisel  diese  Kich- 
tung  beizubehalten.  Seine  Achse  macht 
demnach  eine  Relativbewegung   innerhalb  "a^m^  - 

des  Torpedogehäuses,  deren  Kräfteäber- 
schuß  benutzt  wird,  um  das  Steuerventil  der 
Budermaschine  des  Torpedos  zu  betätigen.    ^'B-  ^-  ßerj^taui.ppirmt 

Einen  Überblick  über  den  Zusammen- 
hang des  Steuerungsvorganges  mit  der  Kreisel  Wirkung  und  die 
StabiUtätsbedingungen  liefert  die  folgende  Betrachtung. 

In  Fig.  239  sei  der  Torpedo  des  Trägheitsmoment«  J  um  die 
Vertikale  um  den  Winkel  x  aus  seiner  Laufrichtung  LL  ab- 
gelenkt ;  das  Ruder  sei 
um  den  Winkel  y  ge- 
1^.  Das  der  Buder-  ■ 
legung  entsprechende, 
auf  das  Schiff  steuernd  y  "/ 
wirkende  Moment 
setzen  wir  y  propor- 
tional und  wir  nehmen  eine  Dämpfung  B  ^  der  Schitfsbewegung 
an.  Dann  entspringt  folgende  Differentialgleichung  fOr  den 
eigentlichen  Steuerungsvorgang : 

d^x  dx 

Die  Kreiselachse  im  Torpedo  kann  nun  der  ursprünglichen 
Laufrichtung  LL,  in  die  er  eingestellt  gewesen  sein  möge,  nicht 
genau  parallel  bleiben;  sie  wird  vielmehr  infolge  der  Beibunga- 
kräfte,  die  die  kardanischen  Binge  auf  sie  übertragen,  und  des 
Widerstandet,  den  das  Steuerventil  der  Budermaschine  bietet, 
kleine  Abweichungswinkel  von  LL  zeigen,  die  in  horizontaler 
Ebene  mit  &,  in  vertikaler  mit  tp  benannt  sein  mögen. 


Tig.  £30.    Zum  SteueivorgMig  btiin  Wblteh««ltorpedo. 
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Der  ICreisel  habe  den  Drall  N  und  seine  beiden  Trägheits- 
momente, die  den  Koordinaten  i>  und  (p  entsprechen,  seien,  ein- 
schließlich der  von  den  kardanischen  Bingen  herkommenden 
Trägheits Wirkungen,  öj  und  ©g»  ^^  Kräfte,  die  auf  die  karda- 
nischen Ringe  wirken,  mögen  den  Charakter  linearer  Dämpfungen 
haben,  was  auch  hinsichtlich  des  Widerstandes,  den  das  dreh- 
schieberartige  Steuerventil  der  Rudermaschine  der  Relativ- 
bewegung der  Kreiselachse  im  Torpedogehäuse  bietet,  gültig  sei. 

Dann  gilt  für  das  Ausweichen  der  Kreiselachse  in  horizontaler 
Ebene  die  Gleichung: 


(3)  «r.,:-  +  6*^  -iv^.r-o. 


und  in  vertikaler  Ebene: 

dt^-  +"*(£«       ^  dt 

■ 

(}  und  (ff  sind  absolute  Koordinaten  im  Räume,  &  —  x  ist  die 
relative  Koordinate  in  horizontaler  Ebene  gegenüber  dem  Tor- 
pedo; (p  ist  gleichzeitig  relative  Koordinate  in  vertikaler  Ebene, 
weil  der  Torpedo  in  vertikaler  Ebene  keine  Bewegung  ausführt. 
Der  Relativdrehung  •&  —  x  entspringt  die  Steuerwirkung;  die 
Ruderlegung  y  ist  proportional  ihrem  Zeitintegral: 

t 

(4a)  y^\Q{0  —  x)di 

0 

oder  nach  Differentiation: 

(4)  ^^  =  i>(.?-r). 

Die  vier  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  und  (4)  beherrschen  den 
ganzen  Steuervorgang,  dessen  Stabilität  abhängt  von  den  Vor- 
zeichen der  Wurzeln  X  der  charakteristischen  Gleichung: 

JX^  +  Bk 

Q  •  .  ^  -0. 


a 

0 

0 

X 

Q 

0 

0 

0,  X^-lrhX 

+NX 

0 

NX 

Ot  X^  +  btX 

-btX 

I 

1         0 

Die  Untersuchung  dieser  Gleichung  und  die  Entwicklung  der 
Bewegungsintegrale  ergibt  so  kleine  Schwingungen  des  Kreisels 
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um  seine  Mittellage,  daß  die  Verdrehung  des  Steuerventils  tat- 
sächlich der  Abweichung  des  Torpedos  aus  der  Lauflinie  LL 
proportional  wird. 

Der  Kreisel  eines  Obryapparates,  der  zu  dem  oben  ge- 
kennzeichneten Torpedo  gehört,  zeigt  folgende  Konstanten: 
Schwungringdurchmesser:        76  mm 
Gewicht :  800  g 

Drehgeschwindigkeit:  9000  Umdrehimgen/Min. 

Gegenüber  dem  Whiteheadtorpedo  braucht  der  Ho- 
welltorpedo,  der  eine  verfehlte  Bauart  darstellt,  nur  kurz 
besprochen   zu   werden. 

Eigenartig  ist  bei  dieser  Bauart  nach  Fig.  240  zunächst  der 
Schraubenantrieb,  der  von  der  lebendigen  Straft  eines  sch^weren. 


Fig.  240. 

mittschiffs  angebrachten  Schwungrades  (ca.  150  kg)  besorgt  wird. 
Die  erforderliche  anfängliche  Umdrehungszahl  10  000  in  der 
Minute  wird  dem  Rade  vor  dem  Abschuß  von  außen  durch 
Kupplung  mit  der  Welle  einer  Dampfturbine  erteilt;  die  Ab- 
nahme der  Laufgeschwindigkeit  des  Torpedos  infolge  Abnahme 
der  lebendigen  Kraft  des  Schwungrades  wird  durch  automatische 
Erhöhung  der  Schraubensteigung  gegen  Ende  des  Laufes  aus- 
geglichen. 

Gleichzeitig  mit  dem  Antrieb  hat  das  Schwungrad  als  Kreisel 
die  Seitenstabilierung  zu  besorgen.  Diese  Wirkung  kommt  nach 
Fig.  241  zustande  bei  einer  seitlichen  Drehung  der  Torpedoachse 
im  Sinne  des  Pfeiles  a^,  in-  ^y" 

dem    sich    der    dieser    ent-  ^^^  ^  yy     '^ 

sprechende    Drehvektor    o^  ^^\^/^  ^1    ^  ^ 

mit    dem    Impulsvektor   ^  N    k^ 

des    Schwungrades    zusam-  ^**'  ^*^' 

mensetzt.  Daraus  ergibt  sich  eine  Krängung  des  Torpedos 
im  Sinne  des  Pfeiles  Aj.  Der  dieser  Drehung  entsprechende 
Vektor  h^  =  k^  setzt  sich  wieder  mit  N  zusammen,  wodurch  eine 
zu  o^  entgegengesetzte  Seitenablenkung  \  hervorgerufen  wird. 
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Man  kann  auch  die  Differentialgleichungen  für  die  Schwin- 
gungen der  Torpedoachse  um  die  Laufrichtung  leicht  aufstellen. 

Ist  (p  die  Koordinate  für  die  Seitenabweichung,  tp  die  für  die 
Krängung,  J^  das  Torpedoträgheitsmoment  um  die  vertikale 
Achse,  Jg  ^^^  ^^  ^^^  Längsachse,  dann  gilt  für  die  Bewegung 
in  der  9?-Richtung: 

'^^  dfi^^  dt  "^ 
und  in  der  ^-Richtung: 

'''  dt»       ^  dt       ^' 

Durch  Entfernimg  von  <p  ergibt  sich  als  Schwingungsgleichung 
der  Torpedoachse  in  der  Seitenrichtimg 

d^(p      jy*  ^9^  _  ^ 

Jt^      J^  di^     ' 

deren  allgemeines  Integral  mit  -y~j-  =  c^  lautet : 

J1J2 

q)  =  A  +  jBcos et  +  Csin c t . 

Aus  diesem  Ansatz  sieht  man,  daß  eine  zu  irgend  einer  Zeit 
vorhandene  Seitenabweichimg,  die  z.  B.  durch  eine  zufällige 
Krängung  hervorgerufen  werden  kann,  wie  sich  aus  dem  Anblick 
der  Vektorpfeile  in  Fig.  241  sofort  ergibt,  bestehen  bleiben  muß. 
Deshalb  ist  der  Howelltorpedo  von  der  Marine  der  Vereinigten 
Staaten,  bei  der  er  eingeführt  war,  wieder  verlassen  worden  *''). 
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Die  Orientierungsaufgaben,  die  sich  der  E[reiseltechnik  bieten, 
können  entweder  örtlicher  oder  terrestrischer  Natur  sein. 
Bei  den  ersteren  handelt  es  sich  meistens  um  die  Ermittlung 
der  Lotlinie  oder  des  Horizontes  relativ  zu  einem  Fahrzeug  bei 
Bewegungen  des  letzteren  innerhalb  eines  kleinen  Bereiches  der 
Erdoberfläche.  Die  terrestrische  Orientierung  dagegen  er- 
streckt sich  auf  Bewegungsvorgänge  in  ihrer  Beziehung  zum 
Erdmeridian  und  beruht  auf  den  Wirkungen  der  Relativbewegung 
zwischen  Kreisel  und  Erde  (Kompaßkreisel).  Wir  widmen  ihr 
also  einen  besonderen  Abschnitt  und  besprechen  im  gegenwärtigen 
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lediglich  die  wichtigsten  Anwendungen  des  Kreisels  für  Zwecke 
der  örtlichen  Orientierung. 

I.  Der  künstliche  Horizont  von  Pleuriais. 

Eine  wichtige  Aufgabe  der  Ortsbestimmung  auf  See  fordert 
die  Festlegung  der  Gestimhöhe,  d.  h.  des  Winkels  SBH,  wo  S 
den  Stern,  B  den  Beobachter,  H  die  Richtung  zum  Horizont 
(Fig.  242)  bedeutet.  Gemessen  wird  der  Winkel  mit  Hilfe  des 
Sextanten,  der  durch  eine  dop- 
pelte Spiegelung  a,  b  das  Bild 
decr  Sternes  mit  dem  Bild  des 
Horizontes  zur  Deckung  bringt. 
Die  Höhe  h  ergibt  sich  hierbei 
als  doppelter  Drehwinkel  2  (X  des 
Spiegels  a  aus  seiner  auf  BH 
senkrechten  Lage. 

Dieses  Verfahren  ist  nur  an- 
wendbar bei  hellem,  ruhigem  Wet- 
ter. Bei  Nebel  oder  Sturm  versagt  der  natürliche  Horizont,  so  daß 
man  zum  künstlichen  übergehen  muß.  Einen  solchen  hat  der 
französische  Kapitän  Fleuriais  (1886)  angegeben.  Dieser  Hori- 
zont wird  geliefert  durch  einen  schweren  sjonmetrischen  Kreisel 
nach  Fig.  243. 


'•^ 


Fig.  242.    Ptiniip  des  Spiegelaextenten. 


G^rascoptscher  Morizont  nach  Fl^ria/s 

Fig.  248. 

Auf  dem  Rande  des  Rotationskörpers  sind  diametral  einander 
gegenüber  zwei  plankonvexe  Linsen  angeordnet,  die  gegenseitig 
auf  ihren  einander  zugekehrten  Planseiten  enthaltene  schwarze 
Striche  in  das  Sextantenfemrohr  abbilden.  Im  Femrohr  sieht 
man  dann  den  schwarzen  Strich  als  Horizont  und  daneben  in 
der  üblichen  Weise  an  a,  6  abgebildet  den  Stern  ^S^. 

Das  Instrument  wirkt  also  nach  dem  Gesetz  der  Erhaltung 
der  Richtung  der  Kreiselachse  bei   Abwesenheit   von   äußeren 
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Kräften.  Insofern  der  Luftwiderstand  und  die  Spitzenreibung 
Kräfte  ausüben  können,  ist  der  Kreisel  mit  der  Erscheinung  der 
Präzession  behaftet;  außerdem  richtet  sich  die  Kreiselachse  in- 
folge der  Spitzenreibung  auf. 

Diese  Einflüsse  sind  bei  der  Beobachtung  des  Horizontstriches 
zu  berücksichtigen,  was  große  Übung  verlangt.  Der  Fleuriais- 
sche  Horizont  ist  in  der  französischen  Marine  eingeführt. 

II.  Das  Kreisellot  dient  zur  Festlegung  der  Lotlinie  und 
damit  des  Horizontes  auf  Flugzeugen,  deren  Schräglage  damit 
auch  in  der  Dunkelheit  beurteilt  werden  kann. 

Das  Lot  besteht  aus  einem  Kreisel  mit  senkrecht  stehender,  in 
einem  kardanischen  Gehänge  gelagerter  Figurenachse ;  sein  Schwer- 
punkt liege  um  das  Maß  h  unter  dem  Mittelpunkt  des  Gehänges. 

Befand  sich  die  Figurenachse  zu  irgendeiner  Zeit  in  der  Richtung 
der  Schwere,  so  liegt  Anlaß  zur  Abweichung  aus  dieser  nur  vor  im 
Falle  des  Vorhandenseins  äußerer  Kräfte  neben  der  Schwerkraft. 

Im  Flugzeugbetriebe  kommen  außer  den  beim  Fleuriais-Hori- 
zont  genannten  Reibungskräften  besonders  störend  die  Beschleu- 
nigimgswirkungen  der  Flugzeugbewegung  x  in  Frage,  nämlich  die 

eigentliche    Massenwirkung    m  -7^  ^^nd     die     Zentrifugalkraft 

dxY 

— j  ,  wo  Q  den  augenblicklichen  Bahnradius  bedeutet. 

Die  Summe  dieser  Beschleunigungskräfte  werden  wir  im 
folgenden  mit  K  und  als  unveränderlich  nach  Größe  und  Richtung 
annehmen,  wie  in  der  Fig.  244  gezeichnet. 

Zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  orientieren  wir 
die  Figurenachse  durch  ihre  nur  kleinen  Abweichungen  '&  imd  i/» 
von  der  Ijotlinie.  Die  diesen  Koordinaten  entsprechenden  Träg- 
heitsmomente der  Kreiseftinordnung  seien  J^  und  J^  (einschließ- 
lich der  Anteile  der  kardanischen  Ringe),  die  äußeren  Momente 
3R^  und  3Jl^, .  Die  Beschleunigungskraft  K  sei  in  horizontaler 
Ebene  gegen  die  v'-Ebene  um  den  Winkel  oc  geneigt. 

Dann  werden  die  Bewegungsgleichungen  einfach 


m  /( 
Q  \ 


(1) 


^^dt^+'^dt-'^^^ 
^  d*w       „  d&      ^ 
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Die  rechts  stehenden  Momente  enthalten  die  Wirkung  des 
Kreiselgewichtes  O  und  der  Beschleunigungskraft  K  und  lauten : 


(2) 


r3K,^  =  -  ÖÄi?  +  ü:&cosa  , 


Fig.  244.    Kreisellot 


Nach  Division  der  Ansätze  (1)  durch  J^  bzw.  J^  und  Ersetzen 
der  rechten  Seiten  von  (2)  durch  —Oh~ß^  bzw.  —Ohyj  entspringt 
das  neue  Gleichungssystem: 


(3) 


dt 
wo  die  Koordinaten 


id^^'^         2  ci   ,         dtp  _r. 


+  01^)—  fOg 


d^ 
dt 


0, 


-       ^      Kh  ,  Kh 

n  =s  P —  cosA      und      ^»  =  »/'  -  -     —  co^CK 


Hort,  Schwingungslebre.    2.  Aufl. 


26 


402  ^-  I^^  Kreiseltheorie  in  der  Teohnik. 

sich  auf  die  konstante  Abweichung  der  Kreiseiachse  von  der  wahren 
Lotlinie,  die  bei  nicht  vorhandenem  Drall  durch  die  Beschleu- 
nigungskraft K  hervorgebracht  wird,  als  Anfangslage  beziehen. 

N  N  -i  fÖh 

Dabei   haben   die   Größen    Wj  =  -=r- ,  Wg  =  ^ »  ö^  =  1/  —  ; 

lÖh 
Og  =  ]/ ~T~  ^^^  Dimension  von  Winkelgeschwindigkeiten. 


Das  System  (3)  liefert  zur  Bestimmimg  seiner  allgemeinen 
Lösung 

für  X^  die  Determinante 


(5)  i  ^'  + "'  "*'  ^ 

aus  der  sich  zunächst  A*  findet  neben: 
...  ^'  _  -  ^J  ^' +  ^2 

^    ^  ^2  ,,,^    ^2  +  ^2 


=  0, 


ö?  +  Ö2  +  ö>i  ^2    ,    I  l(P\  +  ^2  +  a>i  ö^a)*  —  4öif  al 


n\         ;»  =  —  "A  ~^_"2  T  "'i  "^2    I    1/(^1  +  ^ 

Da  aber  hier  das  Glied  {p\  +  o\  +  (o^  co^)^  unter  der  W/ürzel  das 
andere  beträchtlich  überwiegt,  weil  (o^  und  (o^  den  großen  Drall 
des  Kreisels  enthalten,  so  kann  die  Wurzel  angenähert  aus- 
gezogen werden  und  wir  finden 


(8) 


2  l         —  V         (af  +  aj  +  a>i  a>2)VJ 


Denmach    entspringen    für    k^   zwei    negative    Näherungswerte, 

nämlich 

2  2 

(9)      >l?  =  -  ^2- r-^^T,-—     und     kl^-(o\  +  ol  +  io,co,). 

Diese  Werte  entsprechen  zwei  Schwingungsdauem 

Ti  =  -^       und     Tg  =  -y- , 

von  denen  Tg,  falls  nur  der  Drall  N  so  groß  gemacht  wird,  daß 
^1  "h  ^2  gegenüber  lo^  (o^  verschwindet,   unmerklich  klein  wird. 


1 
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Für  die  Lösung  von  ^  und  yi  bleibt  also  nur  T^  bzw.  X^  übrig 
und  wir  können  genügend  genau  schreiben: 


(10) 


^=,9-   —  cos(%  =  J[ie-*^>'  +  ^2«^*^*' » 


Die  Beziehung  (6) 

A^ (o^  k]  +  ai 

Bi  o>8  Ä?  +  o'i 

o      •> 

verwandelt  sich  aber  wegen  des  Näherungswertes  i.  =  —     ^^ 

(Ol  COj 

und  mit  Bezug  auf  die  Erklärung  für  Oi ,   ag ,   co^ ,   cog  ^^ 

-   =-1 

woraus  folgt: 

Ai  =  %Bi  ;         ^2  =  —»^2  » 

so  daß  wir  statt  (10)  erhalten: 

fTh 
i> ^cos«  =  A^e-^^^^  +  -42  6+*^»' , 

Nach  Einführung  der  zyklometrischen  Funktionen 

e+a»«  ^  jjog^^  ^  ^  »sin^i  <  , 

e-»^i^  =  cosJli  t  —  1  sin/li  i 

und  mit  den  neuen  Konstanten 

Ai+A,  =  A\       i{A,-A,)==A' 


1'/ 


findet  man 


V —  cosa  =  A  cosAi  t  +  il  smXi  < , 

K  h 

W ^sina  =  — ^''cos^i  t  +  ^'sinA,  i  , 
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* 

aus  welchen  Ansätzen  sich  durch  beiderseitiges  Quadrieren  und 
nachheriges  Addieren  ergibt: 

(*  — — cosaj    +U~-  -sinaj    =4'«  +  ^''«, 

d.h.  die  Kreiselachse  beschreibt  bei  unveränderlicher 
und  unveränderlich  gerichteter  horizontaler  Beschleu- 
nigungskraft eine  reguläre  Präzession  um  die  schein- 
bare Lotlinie. 

Der  halbe   Öffnungswinkel  des  Präzessionskegels  tg  i^q  wird 

tg^o  =  ^ 

oder  im  Falle  die  Kraft  K  eine  reine  Zentrifugalkraft  der  Fhig- 
zeuggeschwindigkeit  V  in  der  Bahnkrtimmung  q  ist: 

9Q 

Bei  Flugzeugen  sind  Bahngeschwindigkeiten  von  40  m/sec  in 
Krümmungen  von  40  m  Radius  keine  Seltenheit.  Damit  wird  aber 

40-40 

was  einer  scheinbaren  Lotabweichung  von  über  76°  entspricht. 
In  solchem  Falle  dürfte  aber  das  Kreisellot  keine  auch  nur  an- 
nähernd genügende  Orientierungsmöglichkeit  bieten. 

Diese  Präzession  des  Kreisellotes  tritt  zurück  bei  reinen  Flieh- 
beschleunigungen, da  deren  Wirkungen  bei  den  raschen  kleinen 
Wendungen  des  gewöhnlichen  Rechts-  und  Linkssteuems  sich 
heraiisheben  und  bei  langsam  beschriebenen  größeren  Kurven 
durch  die  Dämpfung  des  Kreiselpendels  hintangehalten  werden. 
Dagegen  lassen  die  kurzen,  meist  immer  in  derselben  Richtimg 
wirkenden  Beschleunigungen  rascher  Böenstöße,  die  vom  Flieger 
langsam  pariert  werden,  einen  einseitigen  Einfluß  auf  das  Kreisel- 
lot zurück  und  veranlassen  dieses  zu  einer  Präzession,  die  oft 
erhebliche  Abweichungen  von  der  wahren  Lotlinie  zur  Folge 
haben  kann. 

III.  Der  geringe  Erfolg  der  bisherigen  Versuche,  auf  Flug- 
zeugen den  wahren  Horizont  anzeigen  zu  lassen,  hat  bewirkt, 
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daß  man  sich  in  der  Praxis  mit  Instrumenten  begnügt,  die  dem 
Flieger  angeben,  ob  sich  sein  Flugzeug  in  der  richtigen  Quer- 
neigiingagleicligewichtalage  befindet  und  ihm  überdies  ein  Urteil 
darüber  ermögÜchen, 
in  welcher  Kurven- 
krümmung er  gerade 
fliegt. 
Ein 


wirksames  Instru- 
ment dieser  Art  ist 
der  Steuerzeiger 
von  Drexler"»). 
Sein  wesentlicher  Teil 
ist  nach  Fig.  246  ein 
Kreisel  i,  mit  längs- 
Schiffs  gerichtetem 
Drall,  dessen  Rah- 
men 2  um  die  Schiffs- 
querachse  drehbar  ist. 
Die  Rahmendrehung 
im  Instrument  über- 
trägt sich  durch 
eine  Stangen  Verbin- 
dung 3—4  auf  einen  Zeige 
erhält  durch  eine  Feder  6  eine 
Riohtkraft  relativ  zum  Gehäuse 
des  Instrumentes. 

Steuert  jetzt  das  Flugzeug  mit 
der  Bahngeschwindigkeit  V  und 
der  Querneigung  cp  in  horizontaler 
Ebene  eine  Kurve  mit  dem  Krüm- 
mungsradius e,  so  wird  damit 
dem    Kreiselrahmen    eine    Dreh- 

V 
geschwindigkeit  v==— coap     um 


V 


Fig.  2. 


die  Flugzeug- Vertikale  aufgezwun- 
gen, auf  die   er   mit   einem  Mo-  " 
ment  Nv  antwortet.    Dieses  wird  von  der  Feder  6  aufgenommec 
deren   Spannkraft  nach  Fig.  246   mit   dem   Zeigeranschlag   vei 


X.  Die  KruiBclthcorie  in  der  Teobnik. 


knüpft  ist.  Ist  X  die  Feder- 
länge im  gespannten  Zu- 
stand, so  wird,  wenn  x  groß 
ist  gegen  die  Länge  der 
1  ingespannten  Feder,  die 
Spannung  F  mit  x  pro- 
portional 

Das  Moment  in  bezug  auf 
den  Zeigerdrehpunkt  ist 
aber 
Fh  —  fhx  =  farmna.  . 
Diesem  tfoment  hält  die 
am  Hebelarm  b  cobix  an- 
greifende, vom  Deviationa- 
moment       des       Kreisels 

JVvsinl-^  — «1      herrüh- 
rende Kraft  P  der  Stange  3 
Nvcmoc       Nv 
6coaix  b    ' 

wenn  c  =  b,  ist  das  Gleich- 
gewicht : 

farmna  =-P6oos« 
=  Nvooaa 
oder 

VNcoaq' 
l.or  ■ 
Hier  stehen  aber  rechts, 
abgesehen  von  der  Quer- 
neigung 91 ,  neben  der  ziem- 
lich gleichbleibenden  Flug- 
geschwindigkeit F  lauter 
Äpparatkonstanten,  woraus 
sich  die  Eigenschaft  des  In- 
strumentes, durch  größere 


e(ga- 
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Zeigerausschläge  schärfere  Krümmungen  anzuzeigen,  ergibt.  Geht 
das  Flugzeug  aus  der  Krümmung  wieder  zum  Geradeausflug 
über,  so  verschwindet  Nv  und  die  Federkraft  bringt  den 
Kreiselrahmen  widerstandslos  in  seine  Mittellage  zurück,  weil 
er  in  bezug  auf  das  Flugzeug  nur  einen  Freiheitsgrad  hat. 

In  Verbindung  steht  übrigens  mit  dem  Steuerzeiger  ein  Pendel- 
neigungsmesser (Ziffer  9  auf  Fig.  245  und  Fig.  247),  der  libellen- 
artig als  Glasrohr  mit  einer  flüssigkeitsgedämpften  Stahlkugel 
ausgebildet  ist.  Beim  regulären  Kurvenflug  muß  die  Stahlkugel 
ihre  Mittellage  einnehmen,  während  der  Zeiger  des  Instrumentes, 
wie  oben  dargelegt,  Aufschluß  über  die  Größe  der  augenblick- 
lichen Kurvenkrümmung  gibt.  Diese  beiden  Angaben  genügen 
aber  für  eine  sichere  Steuerung  des  Fahrzeuges. 

Die  am  Steuerzeiger  übrigens  noch  vorgesehene  Nachdreh- 
vorrichtung  (Ziffern  7,  *,  10  auf  Fig.  24ö)  für  die  LibeUe  hat  die 
Aufgabe  einer  Korrektur  der  regulären  Kurvenlage,  wie  sie  durch 
die  Eigenart  mancher  Flugzeuge  bedingt  ist  und  steht  außer  Be- 
ziehung zu  den  Erörterungen  dieses  Abschnittes. 

§  86.  Der  Kompaßkreisel. 

Das  Verdienst,  zuerst  auf  den  Kreisel  als  Hilfsmittel  zur 
Orientierung  an  der  Erdoberfläche  hingewiesen  und  die  erste 
Grundlage  zu  den  für  die  Lösung  der  Aufgabe  nötigen  theore- 
tischen Betrachtungen  gelegt  zu  haben,  gebührt  Foucault^*®). 

1.  Von  den  Kreiselanordnungen,  die  er  behandelte,  interessiert 
ims  heutzutage  zunächst  die  in  Fig.  248  dargestellte.  Ein  Kreisel 
ist  mit  seiner  Figurenachse  AB  in  einem  Bügel  ADB  gelagert, 
der  von  einer  Stange  DE  getragen  wird.  Die  letztere  steht  senk- 
recht auf  AB  und  kann  sich  in  der  Hülse  eines  Statives  sehr  leicht 
drehen.  Wie  in  der  Figur  gezeichnet,  wird  das  Stativ  so  auf  der 
Erdoberfläche  aufgestellt,  daß  ED  in  die  Zenitlinie  fällt;  die 
Kreiselachse  AB  kann  sich  dann  nur  in  der  Horizontalebene 
(Tangentialebene  an  die  Erdoberfläche)  bewegen. 

Die  Erddrehung  cd  wird  im  Sinne  unserer  früheren  Definition 
durch  einen  vom  Erdmittelpunkt  nach  dem  Südpol  hin  gerich- 
teten Pfeil  dargestellt.  Dieser  Drehvektor  wirkt  auf  den  Kreisel 
ein,  und  zwar  wenn  der  Apparat  unter  einer  geographischen 
Breite  q)  aufgestellt  ist,  mit  einer  zum  Enlmittelpunkt  gerichteten 
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Komponente  cd  sin  9?  und  mit  einer  in  der  Meridianebene  nach 
Süden  gerichteten  Komponente  CÜCO899. 

Die  Komponente  (o  sin  9?  ist  diejenige  relative  Winkelgeschwin- 
digkeit, mit  der  sich  die  Erde  unter  dem  Kreisel  hinwegdreht; 
da  wir  die  Führung  der  Stange  im  Stativ  als  reibungslos  an- 
genommen haben,  hat  sie  keinen  Einfluß  auf  die  Bewegung  den 
Kreisels  in  der  Horizontalebene. 


Nordpol 


Fig.  248.    Horizontkrelsel. 


Dagegen  ist  die  Komponente  0)  cos  7^  eine  Winkelgeschwindig- 
keit, die  dem  Kreisel  von  Seiten  der  Erddrehung  aufgezwungen 
wird.  Sie  hat,  wenn  die  Kreiselachse  einen  Winkel  \p  mit  dem 
Pfeil  ö)  cos 99  einschließt,  nach  unserem  Hauptkreiselsatz  ein 
Moment  zur  Folge  von  der  Größe 

K  =  N 0}  C0S9P sin V'  , 

welches  bestrebt  ist,  die  Kreiselachse  in  die  Richtung  von  w  cos 9?, 
d.  h.  in  die  Meridianebene  zu  drehen.  Die  Achse  des  Moments  k 
fällt  mit  der  Lotlinie  zusammen  imd  sucht  den  Winkel  ip  zu  ver- 
kleinem.   Es  wirkt  beschleunigend  auf  die  drehbaren  Teile  des 
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Apparates,  deren  gesamtes  für  die  Drehung  in  Betracht  kommen- 
des Trägheitsmoment  «7  sei.  Dann  haben  wir  für  die  Bewegimg 
der  Kreiselachse  in  der  Horizontalebene  die  Differentialgleichung 

(1)  J~T^  =  —Ncoco&wHinw  . 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  eine  Schwingungsgleichung,  deren 
Form  wir  für  kleine  Ausschläge  ip  schreiben  können 

(2)  .J  +  ,^,,^0. 

mit 

.       Na>coBw       G  uwcoBw 

^Z    . — 

"^  ~     J     ""       J 

Die  Kreiselachse  muß  also  eine  Schwingung  um  den  Meridian 
in  der  Horizontalebene  vollziehen  und  wird  sich,  bei  geeigneter 
Dämpfung,  nach  einiger  Zeit  in  den  Meridian  einstellen.  Die 
Schwingungsdauer,  die  mit  einer  derartigen  Anordnung  zu  er- 
reichen ist,  findet  sich  zu 

271 


T^ 


X 


Um  einen  Anhalt  für  die  Größenordnung  der  Schwingungs- 
dauer zu  erhalten,  genügt  es,  die  Trägheitsmomente  C  und  J 
einander  gleich  und  cos 93  =  1  (am  Äquator)  zu  setzen.  Dann 
wird  X'=YJiü),  wo  /i  bei  18  000  minutlichen  Umläufen  des 
Kreisels  =  200  •  2  Ji  und  a>  =«  2  7r/24  •  60  •  60  zu  setzen  ist.   x  er- 


ji 


hält  dann  den  Wert  -7-^  und  es  wird  T  =  2ff2  ==  12^2  =  17  sec. 

y72  ^        ^ 

Zur  Abschätzung  der  Größe  des  Richtmoments  K  setzen  wir 
einen  Schwungring  von  1000  g  Masse,  reduziert  auf  4  cm  Träg- 
heitsradius, voraus;  dann  wird 

C=  1000.4«=  16000  cgx 
und  ^  ^2 

K  =  CiLi(o  =  -^-  =  2200  dyn  •  cm  =  2,2 gx  •  cm. 

Es  ist  klar,  daß  ein  Kreiseleffekt  von  solcher  Kleinheit  den 
Wirkungen  der  Reibung  (die  hier  außer  Ansatz  blieben)  gegen- 
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über  nicht  zur  Geltung  kommen  kann,  woraus  die  Schwierigkeit, 
derartige  Konstruktionen  brauchbar  herzustellen,  klar  zutage 
tritt. 

2.  Eine  zweite  Kreiselanordnung,  die  ebenfalls  Foucault^^) 
behandelte,  ist  in  Fig.  249  dargestellt.  Hier  findet  sich  die  £j*eisel- 
achse  AA  in  einem  kreisförmigen  Ring  AB  AB  gelagert,  der  seiner- 


Nori(pof 


N'Cft 


Flg.  249.    Meridiankreisel. 


seits  um  eine  zum  Parallelkreis  parallele  Achse  BB  drehbar  in 
einem  Gestell  DE  angeordnet  ist.  Die  Kreiselachse  kann  sich 
also  nur  in  der  Meridianebene  bewegen. 

Bildet  sie  in  dieser  mit  dem   Horizont  der  Winkel  ^,    so 


n 


schließt   sie  mit  der  Erdrotation  den  Winkel  #  +  ^  —  9?  ein. 

Dann  wird  das  Moment,  welches  die  Kreiselachse  in  die  Rich- 
tung von  CO  zu  drehen  sucht: 


71 


K=^-l^iomx\i>^    - 


.) 
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Entsprechend  der  vorher  behandelten  Kreiselanordiiiing  ergibt 
sich  hier  als  Schwingungagleichung : 


(3) 


rf(» 


\-  N  ma\ 


■  -H  ö  - 


=  0. 


In  diecsein  Falle  vollzieht  die  Kreiselachse  in  der  Meridianebene 
ihre  Schwingung  um  die  zur  Erdachse  parallele  Richtung  von  lo, 
würde  also  nach  Einstellung  in  die  Ruhelage  die  geographische 
Breite  zu  ermitteln  gestatten. 


Fl«.  IW.    Prinzip  dn  Kompiükrgiwls. 

3.  Die  heute  als  Kompaßkreisel  benutzte  Anordnung  ist 
eine  Kombination  der  beiden  Foucaultscheii  Versuchskreisel, 
mit  einer  Abänderung,  die  gleich  besprochen  werden  wird.    Eine 
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bloße  Vereinigung  der  beiden  Buuarten  würde  einen  eymme- 
trischen  Kreisel  von  drei  Freiheitsgraden  in  einem  kardanischen 
Ringsystem  ergeben,  deaaen  Achse  sowohl  in  der  Horizontal- 
wie  in  der  Meridianebeno  beweglich  ist.  Diese  Eigenschaft  hat 
der  heutige  Schiffskreiselkompaß  (von  Anachütz-Kämpfe)"*) 
ebenfalls,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  die  Kreieelachae  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  des  kardanischen  Bingsystems  geht, 
sondern  tiefer  liegt. 

In  Fig.  250  ist  das  Prinzip  der  Anordnung  dargestellt.  BB 
imd  ED  sind  die  beiden  kardanischen  Achsen,  M  sein  Mittel- 
punkt. Die  Kreiselachse  AA  ist  durch  eine  Stange  mit  Bügel 
an  der  Achse  BB  aufgehängt,  auf  der  sie  im  übrigeu  senkrecht 
steht.  Der  Schwerpunkt  des  ganzen  um  BB  drehbaren  Apparat- 
teiles mit  der  Masse  ra  liegt  um  die  Strecke  M.S  =  o  tiefer  als  M. 
Die  Drehungen  der  Bügelebene  BDB  bzw.  deren  Normalen  MQ 
gegenüber  der  Meridianebene  werden  durch  den  Winkel  v'  g^" 
messen,  der  positiv  genommen  wird,  wenn,  wie  in  der  Figur,  das 
Nordende  der  Normalen  von  BDB  Westabweichung  zeigt. 

Die   Erhebungen   der   Kreiselachse   AA    bzw.    deren    Paral- 
lelen MF  über  den  Horizont  werden  durch  den  Winkel  ^  ge- 
messen, und  zwar  gelten  die   Erhebungen  des  Nordendes  der 
Kreiselachse  positiv. 

In  der  Figur  ist  der 
Deutlichkeit  halber  das 
Südende  der  Nadel  als 
über  den  Horizont  er- 
hoben angenommen. 

In  Fig.  251  ist  eine 
diesem  Schema  entspre- 
chende Ausführung  dar- 
gestellt. Daskardanische 
Ringsystem   ist   ersetzt 
<Iurch  einen  Schwimmer 
S(an  dem  der  Kreisel  Ä 
hängt), derineinemring- 
Flg.  261.   KompBQkiei»!  oadi  AiiBoiiQti-K»mpiB.     förmigen,    mit    Queck- 
silber   Q    gefüllten    Ge- 
föß  K  beweglich  ist     Diese  Aufhängung  liefert  sofort  die  Dreh- 
möglichkeit um  eine  Vertikale  wie  auch  in  der  Meridianebene. 
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Die  Ebene  MAA ,  die  die  Kreiselachse  enthält,  dreht  sich  im 

Raum    Tim    den    Erdradius    mit    einer    Winkelgeschwindigkeit 

.  dw  ...  • 

o>sm9?  +  --T7;  es  ist  dies  eme.  Winkelgeschwindigkeit,    die  wir 

als  Präzessionsgeschwindigkeit  der  ICreiselachse  auffassen  können. 
Schließt  nun  die  Kreiselachse,  wie  in  der  Figur  gezeichnet,  mit 
der   Achse   der   Präzession    (hier   der  Erdradius)  einen  Winkel 

—  —  1?  ein,  so  findet  sich  als  Folge  der  Präzession  das  Moment 
der  Kreiselwirkung  um  die  Achse  BB: 

iV8in(|-i>)(c«8in9,  +  g 

Dieses  Moment  tritt  mit  dem  Trägheitswiderstand  Öj  -r--    des 

Kreisels  (nebst  Schwimmer)  um  die  Achse  BB  und  dem  Moment 
der  Schwere  Wirkung  mga  sini?  nach  dem  Ansatz  zusammen: 

(4)  Si    —  +  m^asin^  =  -^cosi^lcüsin^?  +  -p) 

Femer  betrachten  wir  die  Bewegung  der  Kreiselachse  AA  in 
der   Vertikalebene.     Es   ist   dies   eine   Präzessionsbewegung   im 
Räume  um  die  Achse  BB  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cocos^? 
,   d& 

Da  der  Impuls  N  auf  BB  senkrecht  steht,  gilt  als  Moment 
der  Kreiselwirkung 

N\cocoQ(p6myj  +  —  I 

um  die  Achse  MS.  Dieses  Moment  setzt  sich  mit  dem  Trägheits- 
widerstand  des  Kreisels  um  die  Achse  MS  :  O-z-^   und  einem 

Widerstandsmoment  zusammen,  welch  letzteres  durch  folgende 
Konstruktion  vermittelt  wird. 

Der  in  einem  Gehäuse  umlaufende  Kreisel  saugt  radial  Luft 
an,  die  er  durch  einen  tangential  gerichteten  Grehäuseansatz  c 
(Fig.  251  und  252)  wieder  ausstößt. 
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Die  Mülldung  des  Ansatzes  wird  durcti  eine  an  einem  Arm 
pendelnd  aufgehängte  Platte  ao  teilweise  verdeckt,  daß  bei  senk- 
rechter Stellung  des  Armes 
MS  die  an  den  beiden 
lÄngsaeiten  der  Platte 
verbleibenden  Offnungen 
a  und  b  für  den  Luft- 
strom gleichgroß  werden, 
üo  daß  dieser  kein  Mo- 
ment um  MS  hervor- 
bringen kann. 

Neigt  sich  jedoch  MS 
um  den  Winkel  ö,  so 
werden  die  beiden  Off- 
nungen a  und  6  ungleich 
groß  tmd  die  beides  aus* 
tretenden  Luftstrablen  er- 
zeugen ein  Drehmoment 
vonder  Größe  e»  um  MS. 

Die  Differentialglei- 
reiiea  chüng  füT  die  Koordinate 
y  lautet  dann: 

(5)  «^f +  r,>_  -Jv(,»co»,.™,.  +  -^*). 

In  den  Ansätzen  (4)  und  (5)  betrachtet  man  nun  &  und  y> 
als  kleine  Winkel  und  findet  durch  Entfernung  von  »?  für  ip  die 
Differentialgleichung : 

(6)  ©01  ^'  +  {e,Nu>coB<p  +  f>mga  +  -ä")^'  +  ^^j-^ 

+  Nmgao}coBfpL+      '"""'^    )  =  0- 
\         mgacoa(p/ 

Gegenüber  dem  Quadrat  des  Kreiseldralls  N^  sind  die  mit  O 
und  ©1  behafteten  Glieder  klein  und  können  daher  gegenüber 
dem  Gliede  mit  N'^  vernachlässigt  werden,  womit  die  Kreisel- 
schwingungsgleich  nng  um  den  Meridian  entsteht: 

F  dw   ,  0)mgae.0B(p(      ,       rsinw    \       „ 


O 
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Diese  Schwingimg  erweist  sich  als  gedämpft  infolge  der  eigen- 
artigen Luftstromdämpfung,  die  oben  beschrieben  wurde.  Gleich- 
zeitig hat  aber  diese  Dämpfmig  zur  Folge,  daß  die  Schwingung 
aus  der  Anfangslage  yf^  —  'tpo 

et 


(7a)  V  +  V'o  =  Vi  «    2^cos- 


27lt 


T 


nicht  genau  um  den  Meridian  als  Nullage  erfolgt,  sondern  um 

eine  um  den  Winkel  v^o  =  ~^ >  ^- h-   (wegen  des  Minus- 

mga 

Zeichens)  nach  Osten  verlagerte  Ebene.  Diesen  Fehler  des  Kreisels 
nennt  man  den  Breitenfehler,  der  als  systematischer  Fehler 
tabellenmäßig  vorausberechnet  werden  kann;  er  beträgt  z.  B.  für 
eine  ausgeführte  Dämpfung  in  9?  =  60°  Nordbreite  v'o  =  ^,2°. 
Für  diesen  Kompaß  möge  mg  =  1,6kg,  a  =  0,11  m  gewählt 
sein;  dann  findet  sich: 

mga       2,2  1,76 

'  ^  ^^  •  ~ti^  =  360  "  ^"  1,732  =  ^-^^  •  ^^     f'"^«^  • 

Femer  möge  entsprechend  Ansatz  (7)   die  gedämpfte  Schwin- 
gungsdauer des  Kreisels 

(8)  T--  *" 


\ 


/mga(ocoQ(p         e^ 


N  4i^2 


70  Minuten  betragen  haben. 

Aus  ^  =  4200  8eo  und  c  =  3,92  •  10"' mkg  kann  man  (für 
a>  =  0,725  •  10"*)  den  erforderlichen  Kreiseldrall  berechnen.  Wir 
erhalten  mit  mgacocosq)  =  6,36«  10"^mkg  aus  (8): 

(2^)^  10-6  =  ¥ö_:  1^^(3,^10-0 

(4,2)«'  N  4N^ 

oder 

2,24iV2~6,36i^  =  -3,85. 

Für  N  bestehen  also  zwei  Werte 

N^  =  1,97     und     N^  =0,87 

Mit  dem  größeren  von  beiden  berechnen  wir  die  ungedämpfte 
Schwingungsdauer : 
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To  =  2  Tri/ — 2:rr  |A|3  *  10»  =  3500  sec./m. 

f  mga(ocoB(p  \  6,36  ' 

=  rd.  58  Minuten, 

also  um   12  Minuten  kürzer  als  die  gedämpfte.    Das  logarith- 

mische  Dekrement  A  =  -^^  ,  welches  für  den  Dämpfungsverlauf 

3  92  •  10" ^ 
maßgebend  wird,  berechnet  sich  dabei  zu  A  =  0,5« 

.  4200  =  4,2.  ^'^'^ 

Nach  Verlauf  einer  Schwingung  ist  dann  die  Amplitude  auf  den 
e'^'^ten  Teil,  d.  h.  auf  etwa  1,5  v.  H.  des  Anfangswertes,  herab- 
gesunken.   Der  kleinere  Drall  gibt  eine  größere  Dämpfung. 

Völlig  abweichend  in  der  Größenordnung  berechnet  sich  die 
Schwingungsdauer  um  die  Achse  MO  (Fig.  250),  die  der  Kreisel- 
achse angenähert  parallel  ist,  da  die  Winkel  d  stets  klein  bleiben. 
Diese  Schwingungsdauer  berechnet  sich  aus  dem  Trägheits- 
moment ©2  um  MO  xmd  dem  Richtmoment  mga  der  Schwer- 
kraft wie  folgt: 


^2  =  27rl 


/  (9 

/     ^2 

mga 


02  ist  etwa  gleich  dem  Trägheitsmoment  ©^  um  die  Achse  BB 
und  ungefähr  halb  so  groß  als  das  Trägheitsmoment  ö  des  Systems 
um  die  Vertikale.  Setzen  wir  das  gesamte  Systemgewicht  gleich 
30  kg  und  den  Trägheitsradius  gleich  15  cm,  so  wird 

^.        ^         Ö        1    30-0,0225       „  ,.    ,^   ,      , 

Öl  ==  Ö2  =  -  =  2  .      -^^—  =  3,45  .  10-2  mkgsec« 

Oben  war  mga  =  0,176 mkg.    Dann  wird 


Tg  =  2^Vr"7"^^^"^  ==  2.Tl'Öa96  =  2,8  sec. 

0j   gegenüber   steht   das   scheinbare  Trägheitsmoment   um    die 
Vertikale,  welches  sich  aus  (8)  mit  f  =  0  zu 


N  1,97.10^.2       ^,^^^     , 

£  = =  — -TT^^-     -  =  54500  mkgsec« 

(ocos^.  0,725  ^^ 


findet. 
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Betrachten  wir  nun  nach  (4)  auch  die  Schwingungen  des 
Kreiselsystems  um  die  Ost- Westrichtung  BBy  so  findet  sich 
auch  hier  durch  Nullsetzen  der  Beschleunigimgen  und  Geschwin- 
digkeiten eine  von  Null  abweichende  MitteUage  der  Vertikal- 
schwingung, nämlich  (für  kleine  Ausschläge) : 

'^o  == •  sm 


mga 


<P 


Vernachlässigt  man  femer  in  (4)  das  erste  Glied  links  gegenüber 
den  Gliedern  rechts,  die  den  starken  Kreiseltrall  N  enthalten, 
so  wird  mit  (7  a) 


1^  ~  1^0  = 


N.  dxp 


mga  dt 


-  -Wi 


N    2ji   -- 


et 


2N 


mga  T 


cos 


^2  7Tt 

T 


.), 


wo 


cos/?  = 


2^mgao)N  co^(p 
zu  setzen  ist. 

Aus  dem  Ansatz  ersieht  man,  daß  auch  die  Schwingung  ^ 
sich  in  erster  Annäherung  mit  dem  großen  scheinbaren  Trägheits- 

N  .       *  . 

vollzieht,  so  daß  als  Schwingungsgleichung 


moment  %  = 

(O  COS9? 

um  die  Ost- Westlinie  gilt: 

^dh^   .      eN 

2  ^.-  +  - 


dl? 


dt^       (jocoaq?  dt 


+  Wöra(d-iV==0. 


4.  Außer  dem  Breitenfehler  zeigt 
der  Kreiselkompaß  (mit  einem 
Kreisel)  noch  eine  Reihe  weiterer 
Abweichungen. 

Zunächst  entsteht  der  Fahrt- 
fehler  durch  die  gleichförmige  Re- 
lativbewegung des  Schiffes  auf  der 
Erdoberfläche. 

Ein  Schiff  S  (Fig.  253),  wel- 
ches mit  rechtweisendem  Kurs 
n  Knoten  fährt,  gelangt  in  einer 
Stunde  durch  die  Erddrehung  von  8  nach  S'  und  durch  seine 
Fahrt  nach  S'';  seine  resultierende  Bahn  im  Raum  ist  also  S'8'\ 
während   nach    unserer   Ableitung   der   Kreiselgleichungen  eine 

Hort,  Scbwininingslehre.    2.  Aufl.  27 


^ 900co^<p » 

Fig.  253.  Zur  Erkl&rung  des  Fahrtfehlere. 
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Bewegung  im  Raum  auf  einem  Breitenkreise  SS'  vorausgesetzt 
war.  Das  Ergebnis  dieser  Ableitung  war,  daß  die  Nullage  der 
Kreiselachse  auf  der  räumlichen  Bahn,  die  der  Kompaß  zurück- 
legt, senkrecht  stehen  muß.  Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für 
die  Bahn  /SS",  imd  demzufolge  wird  das  Nordende  der  Kreisel- 
achse in  eine  Richtung  zeigen,  die  um  den  Winkel 

,  ^  ncosA 

(9)  b  =  arctg  - -t  -  . 

9OOCOS99  —  wsm^ 

vom  wahren  Meridian  nach  Westen  abweicht,  wenn  man  die 
Fahrt  Winkel  A  ebenso  wie  die  Kreisel  winkel  rp  von  der  Nord- 
richtung  aus  nach  Osten  negativ  zählt  (nach  Westen  positiv). 

In  dem  Ansatz  (9)  ist  900  cos  9?  die  stündliche  Bewegung 
eines  Parallelkreispunktes  der  Breite  (p  in  Seemeilen.  Der  Fahrt- 
fehler kann  ebenso  wie  der  Breitenfehler  durch  Tabellen  leicht 
voraus  ermittelt  und  jederzeit  als  Korrektur  angebracht  werden. 

5.  Wird  die  Bewegung  des  Schiffes  infolge  des  Seeganges  eine 
imgleichförmige,  so  treten  zwei  weitere  Fehler  in  Erscheinung. 

Der  ballistische  Fehler  rührt  her  von  denjenigen  Kompo- 
nenten Pn  d^r  Bahnbeschleunigungen  des  Schiffes,  die  in  die 
Ebene  MAA  des  Kreiselapparates  fallen;  die  dazu  senkrechten 
Komponenten  stören  nicht.  Diese  Beschleimigimgen  j'n  drücken 
dem  Kreiselsystem  Momente  mpf^a  um  die  Achse  BB  auf  und 
bewirken  Ablenkungen  der  Kreiselachse  aus  dem  Meridian  mit 

dw 
der  Winkelgeschwindigkeit——  nach  dem  Ansatz: 

dt 

~dt  ""^^«^  • 
Durch  Integration  folgt  hieraus  der  ballistische  Fehler 

ausgedrückt  durch  die  Differenz  der  Nord-Südgeschwindigkeiten 
des  Schiffes  am  Anfang  und  am  Ende  der  Beobachtimg.  Dem- 
nach kommt  der  Fehler,  der  durch  eine  Fahrtbeschleunigung  ent- 
standen war,  durch  eine  nachfolgende  gleich  große  Fahrtverzöge- 
rung wieder  zum  Verschwinden. 

Da  nach  Ansatz  (8)  f ür  ^  =  0  gilt 
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nia  4  71^ 

80  zeigt  sich  der  maximal  mögliche  ballistische  Fehler 

umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Schwingungsdauer  T 
des  E^iselkompasses. 

6.  Der  Schlingerfehler  ist  eine  Folge  der  Erregung  von 
schiffsrelativen  Kreiselschwingungen  um  die  Nord-Südlinie  durch 
die  periodischen  Schwingungen  der  Kreisfrequenz  (k  des  auf 
dem  Kurs  Ä  steuernden  Schiffes  um  die  Längsachse.  Jene 
Schwingimgen  des  Kreiselsystems,  die  mit  der  Beschleunigung 
6  =  6o  sin^  t  erfolgen  mögen,  wecken  zusammen  mit  den  abso- 
luten Elevationsschwingungen  eine  CJoriolissche  Momentwirkung 
um  die  Schwerelinie  und  infolgedessen  eine  konstante  Abweichung 
der  Kreiselmittellage  aus  der  Nord -Südlinie. 

Nach  Grammel^**)  findet  sich  der  über  eine  Schlingerperiode 
erstreckte  Mittelwert  jenes  Momentes  um  die  Schwerelinie  zu 

c    6^ 
M  =^  - — ~mga sin2 ^  , 
4   g^      " 

wo  die  Konstante  c  lautet: 

1  1 


c  =  mga 


\mga  —  %(K^      mga  —  S^ck^j 


Dieser  Ansatz  zeigt,  daß  c  und  damit  M  zum  Verschwinden 
gebracht  wird,  wenn  das  Trägheitsmoment  S^  um  die  Nord- 
Südachse  so  groß  wird,  wie  das  scheinbare  Trägheitsmoment  % 
des  KJreiselsystems.  Diesen  Weg  zur  Beseitigung  oder  Herab- 
minderung hat  die  Konstruktion  des  Dreikreiselkompasses  von 
M.  Schüler^*'*)  beschritten,  die  durch  Hinzufügung  von  zwei 
weiteren  Kreiseln  die  Schwingungsdauer  um  die  Nord-Südlinie, 
die  beim  Einkreiselkompaß  etwa  2  bis  3  Sekunden  beträgt,  auf 
30  Sekunden  erhöht. 

Einen  anderen  Weg  hat  0.  Martienssen^**)  zur  Beseitigung 
des  Schlingerfehlers  eingeschlagen,  indem  er  durch  Anbringung 
eines  Kreisellotes  in  der  Rohrachse  des  Einkreiselkompasses  die 
Amplitude  der   um  die  Nord-Südachse   erregten    Schwingungen 

27* 
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des  Systems,  die  die  Corioliskraft  wecken,  stark  herabsetzt,  be- 
züglich deren  Theorie  wir  auf  die  Originalarbeit  von  Martienssen 
verweisen. 

Eine  Kreiselkonstruktion  auf  ganz  anderem  Glebiete  bedient 
sich  ebenfalls  des  durch  die  Erdrotation  orientierten  Kompasses 
bei  dem  Bohrlochneigimgsmesser,  bezüglich  dessen  eine  interessante 
Erörterung  in  dem  Aufsatz  „Der  Kreiselkompaß  im  Schachtbau'* 
von  0.  Martienssen  (ETZ.  1920,  Heft  24)  enthalten  ist. 

§  86.  Yektorielle  Behandlung  der  Kreiselbewegung  ^^^). 

1.  Zur  Verständigung  über  das  Rechnen  mit  Vektoren  diene 
folgendes  : 

Ein  Vektor  ist  eine  gerichtete  Größe,  die  graphisch  durch 
einen  Pfeil  Fig.  254  (bestimmter  Länge),  rechnerisch  durch  einen 

fett  gedruckten  Buchstaben,  z.  B.  a  bezeichnet 
wird.  In  bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
y^  a^lGüj     System   hat  er  die  Komponenten  a^,  «y,  a^    Die 
^.^/^  Länge   des  Pfeiles,   der   absolute  Betrag   des 

Fig.  264.         Vektors,   wird    durch    den    gleichen    normal    ge- 
druckten  Buchstaben    oder  durch  den  zwischen 
senkrechte  Striche  gesetzton  fett  gedruckten   Buchstaben   be- 
zeichnet : 

(1)  a  =  !a|  . 

Die  Summe  mehrerer  Vektoren  Fig.  255  gibt  wieder  einen  Vektor 

(2)  c  =  a  +  b  . 

Zwei  Vektoren  a  imd  b  bestimmen 
völlig  nach  Lage  und  Größe  das 
^  Parallelogramm  ABCD;  dadurch 
ist  auch  die  Richtung  der  auf 
der  Parallelogrammebene,  in  A 
senkrecht  stehenden  Geraden  be- 
stimmt. Trägt  man  auf  dieser 
Flg.  256.  Vektorparallelogramm  und   Richtung  den  ParaUelogramminhalt 

Äußeres  Vektorprodukt.  °  ^ 

a  6  Sin  a  von  A  ausab,  so  erhält  man 
einen  neuen  Vektor,  das  vek torieile  oder  äußere  Pro- 
dukt der  beiden  Vektoren  a  und  b: 

(3)  d  =  ]^a  h 
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mit  den  Komponenten 

»y  bz  —  (^gby  y         a^  6,  —  (^x^z ,         o,  by  —  aybjg . 

Eine  andere  Bezeichnung  ist: 

(4)  €l  =  [a  b]  . 

Wir  behalten  die  erstere  bei. 

Die  Richtung  des  Pfeiles  d  wird  dabei  so  gewählt,  daß  man 
von  seiner  Spitze  aus  eine  Uhrzeigerbewegung  gewahrt,  wenn  man 
a  durch  eine  Drehung  auf  dem  kürzesten  Wege  in  b  tiberführt. 
Der  absolute  Betrag  von  d  ist: 

(5)  d  =  \d\  =  \yab\='absm(x  . 

Man  nennt  Vektoren,  deren  Definition  wie  bei  a  oder  b  auf  einer 
Fortschreitimg  in  Richtung  des  Vektors  beruht,  polare,  da- 
gegen solche,  wie  d,  deren  Definition  auf  einer  Drehung  um  eine 
Achse  (die  Vektorrichtung)  beruht,  axiale. 

Neben  dem  vektoriellen  Produkt  ist  noch  das  innere  oder 
skalare  Produkt 

(6)  itb  =  ab  CCS  (a ,  b)  =^  ab  cos  (x 

möglich,  welches  durch  Multiplikation  des  einen  Vektors  mit 
der  richtungsgleichen  Komponente  des  anderen  erhalten  wird 
(Fig.  256).     Das    skalare    Produkt    ist  ^ 

kein  Vektor.  ^^"^^^^ 

Folgende  Rechenregeln  gelten  ^-^^Sc\ 

(7)  ^ab  =  —]^b  a  ,  U—  q  co5  «  — 

dfß  z=  b   (l  ^^^'  ^^®*  ^^'^A'OB  Vektorprodukt, 

(8)  ^aa  =  a^sin(a , a)  =  0  , 

(9)  a a  =  «2  =  a^ cos (a,  a)  =  a^ . 

Steht  a  auf  b  senkrecht,  so  ist: 

(10)  a  &  =  a 6  cos(a,  6)  =  0  , 

(11)  I  Ka&l  =  a6sin(a,6)  =  ab  . 
Femer  gilt: 

(12)  aibc  =  b]ca  =  ciab  . 
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Wichtig  ixt  noch  die  Regel  zur  Berechnung  des  Vektorproduktes 

aus  einem  polaren  Vektor  a  und  einem  axialen  Vektor  yb c  : 

(13)  ]  a]b  r  -=  b  •  ac  ~  e  ■  ab  . 

Ea  ergibt  »ich  ein  polarer  Vektor,  der  sich  aus  zwei  Komponenten 

zusammensetzt. 

2.  Die  Mechanik   bedient  wich  auwohl  der  polaren  wie  der 
dz/    ^^'*'^"  Vektoren.    Die  ersferen 
^  erscheinen  -bei   der  fortschrei- 

tenden Bewegung  eines  Punk- 
tes (Fig.  257)  und  stellen  dar 

die  Geschwindigkeit  v, 

dl' 
(14)  dieBeschleunigungi'''^  -z- 

dcn  Impuls  oder  die  Be- 


Ka  gelten  die  Bezieh 

iingeii: 

(15) 

dr 

•■-dr 

(16) 

i-mv. 

(17) 

*=s= 

-^•<^ 

den  Radiusvektor  r, 
die  Kraft  f. 


i  Newtonsche  Bewegungsgesetz). 


Zu  diesen  polaren  Vektoren  treten  die  axialer 
auf  den  beliebig  angenommenen  Drehpunkt  0: 

(18)  das  Moment  des  Impulses  t  —  \'fi  =  T>i\i 

(19)  das  Moment  der  Kraft  9}  =  \rtp  . 
Es  gilt: 

(20) 
und 
(21) 


dt 


•  =  m\'  I' 


d^ 


-j—  (Bewegungsgleichung  der  Drehung). 
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Femer  bildet  man  noch  das  skalare  Produkt: 

(22)       die  Leistung  oder  den  Effekt  der  Kraft  E 
Es  gilt: 

(23) 


fßv. 


^  dt        dt 


d  „        dL 


Das  Skalar 

(24)  L  =  ^  m  <?2 

heißt  die  kinetische  oder  Bewegungsenergie. 

3.  Für  den  im  Schwerpunkt  unterstützten  Kreisel,  d  h.  einen 
starren  Körper,  der  als  eine  Summe  von  Massenpunkten  vor- 
stellbar ist,  können  die  einzelnen  Gleichungen  (16)  bis  (24)  über 
die  Massenpunkte  summiert  werden.  Besteht  die  Bewegung 
des  starren  Körpers  in  einer  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit o)  durch  den  Schwerpunkt  um  eine  Achse,  so  werde  die 
letztere  durch  den  axialen  Vektor  (o  vom  Schwerpunkt  S  aus 
gedeutet.  Dann  gilt  für  die  Geschwindigkeit  des  einzelnen  Körper- 
Punktes  (Fig.  258)  m 

(25)  r  =  —^ro}:=\\or. 

Dann  findet  sich  die  gesamte  Bewegungs- 
größe oder  der  Trieb  des  Körpers 

(26)  e7=  2i  =  mi:^o}r  =  }  w2^mr  . 

Da  aber  2 mr  =  0  ist,  so  ist  auch  J  =  0 .  ^ 
Ferner  berechnen  wir  das  gesamte  Impuls- 
moment oder  den  Drall  (auch  Schwung) 
des  Körpers 

(27)  »  =  2*2)  =  2:m}rv  =  2m\r^wr  . 

Die  rechte  Seite  formen  wir  nach  (13) 
um  in 

8  ==  2mo>  •  ^2  —  2m  r  •  CO  r 

Hier  ersetzen  wir   den  Vektor  r  durch    seine    beiden  Kompo- 
nenten ri  imd  rg  (siehe  Fig.  258) 

(29)  r  =  ri  +  r2 

xmd  bilden  den  Skalar: 

r2  = 


(28) 


Fig.  268.    Vektoren  der 
Drehung. 


(30) 


*■*  =  »^  +  r?  . 
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Dann  wird 

(31)  »  =  o}2m(rl  +  r^  -  Zmiri  +  ^2)  •  <^ (n  +  ^2)  • 

Hier  ist  aber  der  Skalar  co  r  j  =  0 ,  weil  r^  auf  co  senkrecht  steht 
und  es  wird  einfacher 

(32)  8  =  wl^mrl  —  2mi*i  •  coi*2  . 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  ein  Vektor  der  Rich- 
tung (o;  sein  skalarer  Faktor  2mri  ist  nur  von  der  Massen- 
verteilung abhängig  und  heißt  das  Trägheitsmoment  um  die 
Achse  (o;  dieses  werde  mit  0  bezeichnet.    Dann  haben  wir 

(33)  8  =  a>0  —  2'm^i'(o  ba- 
ureifen nun  mit  ^  =  0  keine  äußeren  ICräfte  am  Körper  an, 
so  wird  fß  konstant  nach  Größe  und  Richtung.  Hieraus  ergibt 
sich  zunächst,  daß  der  Drehvektor  <o  mit  dem  Drallvektor  fß  im 
allgemeinen  nicht  zusammenfällt.  Setzen  wir  nun  auf  der  rechten 
Seite  (o  als  unveränderlich  voraus,  so  könnte  man  schreiben 

(34)  «  =  a> Ö  —  wl^mVi r^  . 

Hier  stünde  aber  der  Vektor  2  m  vi  r^  auf  der  Drehachse  senk- 
recht und  ist  an  den  rotierenden  Körper  fest  geheftet;  er  rotiert 
also  mit,  d.  h.  der  Vektor  (o2l  mrir^  würde  eine  dauernde  Ver- 
lagerung des  Drall  Vektors  85  im  Räume  zur  Folge  haben.  Da 
dies  aber  der  Voraussetzung  widerspricht,  so  bleibt  nichts  übrig 
als  den  Drehvektor  <o  als  veränderlich  anzunehmen.  Außer- 
dem aber  wandert  der  Drehvektor  im  Räume,  da  er  mit 
dem  eben  als  beweglich  nachgewiesenen  Vektor -S*  m  ^i  •  co  t^g 
den  festen  Vektor  85  ergeben  muß.  Damit  ist  aber  der  bereits 
im  §  76  abgeleitete  wichtige  Satz  von  der  Konstanz  des  Drall- 
vektors beim  kräftefreien  Kreisel  gewonnen. 

Wir  berechnen  nun  die  Arbeit  der  Kraft  ^  und  die  kinetische 
Energie  der  Drehbewegung; 

idL 


(35) 


und 


l 


dt 

..d%  d^ 

=-  C0  2-r--  ==  CO   — 

dt  dt 


(^«)  f=.T<^^-^>- 
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Hieraus  folgt  aber 

oder  mit  v^  =  oßri, 

(37)  L  =  \oß2mr\  =  |co»  , 

denn  oiZmTi-oir^  verschwindet,  weil  der  Vektor  2:mri  •  <oi«2 
auf  CO  senkrecht  steht. 

Der  Satz  (37)  entspricht  dem  in  §  76  Gl.  (3)  gefundenen. 

4.  Wir  betrachten  jetzt  die  Zustände  der  Drehung  des  Körpers 
um  sämtliche  momentanen  Drehachsen.  Die  sämtlichen  Drehungen 
mögen  vor  sich  gehen  mit  ein  und  derselben  kinetischen  Energie  L, 
Es  wird  dann  mit  (37)  und  (33)  die  zur  Drehachse  gehörige  Winkel- 
geschwindigkeit : 

(38)  "'=±y^^> 

wo  0  das  zur  Drehachse  gehörige  Trägheitsmoment 

(39)  e  =  2mT\ 

bedeutet. 

Die  nach  (38)  erhaltenen  Werte  von  co  tragen  wir  auf  der 
Drehachse  vom  Schwerpunkt  aus  in  beiden  Richtungen  (positiv 
und  negativ)  als  Fahrstrahlen  auf.  Die  Endpunkte  dieser  Fahr- 
strahlen erfüllen  eine  Fläche,  die  den  Schwerpunkt  von  allen 
Seiten  umgibt  und  mit  dem  Körper  fest  verbunden  ist. 

Um  ihre  Natur  näher  zu  ergründen,  denken  wir  uns  durch 
den  Schwerpunkt  ein  rechtwinkliches  Koordinatensystem  gelegt, 
in  welchem  der  einzelne  Flächenpunkt  durch  seine  Koordinaten 
a>j,  coj,  a>3,  die  Komponenten  der  auf  dem  zugehörigen  Fahr- 
strahl aufgetragenen  Drehgeschwindigkeit  (o  bezeichnet  sei. 
Drücken  wir  nun  das  Geschwindigkeitsquadrat  v^  für  den  ein- 
zelnen Körperpunkt  durch  dessen  Koordinaten  xyz  und  (o^  (o^  cüg 
aus,  so  wird  in 

(40)  L=\Smv^, 

die  recht/C  Seite  eine  in  co^,  w^,  m^  homogene  quadratische  Form. 
Der  Ansatz  (40)  stellt  also  nach  dieser  Umformung  eine  Fläche 
zweiten  Grades  vor,  die  ein  Ellipsoid  sein  muß,  weil  keiner  ihrer 
Punkte  im  Unendlichen  liegen  kann.  Dann  müssen  die  halben 
Hauptachsen   dieses  von   Poinsot  in  die  Dynamik  des  starren 


426 


X.  Die  Kreiaeltheorie  in  der  Technik. 


2L 


Körpers  eingeführten  Ellipsoids  die  Größen  1/^,   1/^^,   1/ 

haben,  wo  ©j ,  ög ,  ©3  die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers 
bedeuten;  das  Poinsot-EUipsoid  und  das  Trägheitsellipsoid  des 
Körpers  sind  gleichachsig. 

Bezeichnet  (p  den  Winkel  zwischen  den  Vektoren  (o  und  93, 
so  ^vird  nach  (37) 


2L- 


CO 


e 


cos  9^ 


Da  SB  im  Räume  fest  und  von  unveränderlicher  Länge  ist,  so  muß 
galten  2L 

I  ^ 
d.h.  der  Endpunkt  des  Drehvektors  (o  muß  dauernd  in  der  nach 
Fig.  259  gekennzeichneten  im  Räume  festen  Ebene  bleiben. 

Im  übrigen  liegt  der  End- 
punkt von  (ü  auf  dem  Poinsot- 
ellipsoid   und  es  gilt  nach  (35) 

w  rf©  =  0  . 

Andererseits  folgt  aus  (37)  durch 
Differentiation : 

also  auch 

cod»  =  dio"^  =  0  . 
Der  Ansatz 


Fig.  259.    Invariabele  Ebene  der 
Poiiisotbewegung. 


rfo«  =  0 


bedeutet  aber,  daß  alle  auf  dem  PoinsotelHpsoid  liegenden  Linien- 
elemente dio  auf  dem  Drallvektor  ©  senkrecht  stehen;  sie  liegen 
also  in  der  invariabelen  Ebene  und  die  letztere  berührt  deonnach 
das  PoinsotelHpsoid  (Fig.  259). 

Die  Bewegung  des  starren  im  Schwerpunkt  unterstützten 
Körpers  ist  also  identisch  mit  einem  Abrollen  des  Poinsotellip- 
soides  auf  der  invariablen  Ebene. 

5.  Wir  wollen  nun  eine  Differentialgleichung  der  Kreiselbewe- 
gung in  Vektorform  aufstellen.  Oben  fanden  wir  den  Flächensatz : 

d^ 


dt 


=  W 


der  die  Kreiselbewegung  beherrscht. 
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Die  Änderungsgeschwindigkeit    ~=-   des  Dralles    ist  hier  auf 

dt 

den  festen  Raum  bezogen.  Beziehen  wir  sie  nun  unter  Anwendung 
eines  Zeigers  auf  das  im   Räume  mit  dem  Körper  bewegliche 

Poinsotellipsoid,  wodurch  wir  erhalten  —  .    Diese  relative  Än- 

dt 

derungsgeschwindigkeit  ist  im  Falle  kräftefreier  Bewegung  iden- 
tisch mit  der  Geschwindigkeit  von  SB  gegenüber  dem  Poinsot- 

ellipsoid  |/S3  (o. 


Es  gilt  also 


oder 


^!='»" 


??  +  ('a.»-0. 


welcher  Ansatz  im  Falle  nicht  verschwindender  äußerer  Kräfte 
zu  vervollständigen  ist  zu 

Hier  muß  man  nun  zu  rechtwinklichen  Koordinaten  und  Kom- 
ponenten im  Hauptachsensystem  des  Poinsotellipsoides  über- 
gehen.   Die  Komponenten  sind 

für  «:  »1  =  ©1  CO,,  »ü  =  02  a>2,  »3  =  Ö,  o>,  , 
für  CO :  Wj ,  tt>2 '  ^3  ' 
für  SR:  2Ri,  äR„  SRa  . 

für  )  CO  8:  CO2  93o  —  0)3  Sg,  ö>3  93i  —  (f>i  ©a,  ('h  ^2  "~  ^^^2^1  • 
Dann  lautet  die  erste  der  drei  entspringenden  Gleichungen 

in  welcher  Gestalt  wir  diese  nach  L.  E  u  1  e  r  benannten  Gleichungen 
bereits  im  §  74  auf  anderem  Wege  gefunden  haben. 


a 
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XI.  Schwingungen  fester  elastischer  Körper. 

§  87.  Saitenschwingimgeii. 

Eine  Saite  sei  mit  ihren  Endpunkten  A  und  B  befestigt  (Fig .  260 ) . 
In  der  Buhelage  falle  sie  mit  der  x- Achse  zusammen  und  ihre 
mk  Anfangsspannung  sei   =  P. 

Diese  Anfangsspannung  än- 
dere sich  nicht,  wenn  die 
Saite  eine  kleine  Auslenkung 
aus  ihrer  Ruhelage  erfährt. 
Nun  betrachten  wir  uns 
ein  Saitenelement.  In  seinen 
Endpunkten  x  und  x  -\-  Qx 

^x  "  ziehen    wir    Tangenten    an 

Flg.  260.   Schwingende  Saite.  ^j^   g^j^^^  ^^^^^  Neigungs- 

winkel Ä  resp.  oc'  seien;  oc  und  a'  seien    „klein".    Dann  ist  die 
y-Komponente  der  Spannung  P  im  Punkte  x,  y 

y=  Psin(X 
und  im  Punkte  x  -\~  i!'x,  y  -{-  dx 

Nun  ist  aber 

sina  =  «-    , 

ex 

* 

.       ,      Sy       c^y 
sma  =  iT    —  ^— o»^ 
ox       cx^ 

und  mithin,  da  Y  und  Y  -{-  dY  verschiedenes  Vorzeichen  haben, 
die  Resultierende  dY 

Diese  Elraft  muß  aber  nach  dem  Grundsatz  der  Mechanik 
gleich  dem  Trägheitswiderstand  des  Elementes  dm  sein,  der  sich 


mit  der  Beschleunigung  — ^  schreibt: 

dm* ^   ,  . 

ox^ 
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Wir  erhalten  also  die  Bewegungsgleichung: 
(1)  dm^-y  =  P-^^,dx. 

Ist  nun  Q  die  Dichte,  /  der  Querschnitt,  { die  Länge  der  Saite, 
dann  ist 

dm  =  Q  fdx 

p 

und  die  Bewegungsgleichung  wird  mit  — -  =  a*  : 

Qt 

Dies  ist  die  Differentialgleichimg  für  die  ebenen  Transversal- 
schwingungen der  Saite. 

Zur  Integration  versuchen  wir,  ob  eine  partikuläre  Lösung 
der  Form 
(3)  y^X'T 

möglich  ist,  wo  X  und  T  Funktionen  von  z  und  t  allein  bedeuten 
sollen.    Durch  Differentiation  und. Einsetzen  in  (2)  ergibt  sich: 

^^  T  dr-  "  X  dx^  ' 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  beide  Seiten  einer  und  derselben 
Konstanten,  die  wir  mit  —  1^  bezeichnen  wollen,  gleich  sein  müssen. 
Es  ergeben  sich  mithin  für  T  und  X  zwei  totale  Differential- 
gleichungen : 

{  d^T 


(5) 


dt^ 

d^'X  __^\ 
dt^  "      «2 


Partikuläre  Lösungen  dieser  Gleichungen  sind  uns  geläufig: 

T  =  coskt  ,         sinkt  , 

A  =  cos  —  Xy       sm—x 
a  a 

genügen  den  Gleichungen  (5).    Da  wir  aber  festgesetzt  hatten, 
daß  die  Endpunkte  der  Saite  auf  der  a;- Achse  liegen  sollten,  so 
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muß  X  sowohl  für  x  =  0  wie  für  x  =  1  verschwinden.    Deshalb 

k  h 

ist  die  Funktion  cos—  x  unbrauchbar,  und  in  der  Funktion  sin— a; 


muß  k  = 


ann 


a 


a 


sein,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 


Nunmehr  wird  die  Lösung 


(6) 


njT       I  ^       anji  ,   .    „  .   ann  . 
y  =  sin   ^-X'\A cos— ,  —  t  •{-  Bsin  — ^-~ t 


l    -^    \ / 

Die  Schwingungszahl  dieses  Vorganges  ist 

ann       a ' n        n 

^  T 


l 


(7) 


^«  ^    O        7 

27t  l 


21 


d.  h.  wir  erhalten  je  nach  der  Wahl  von  n  Vorgänge  verschie- 
dener Schwingungszahlen,  w  =  1  liefert  die  kleinste  Schwingungs- 
zahl oder  den  Grundton  mit  der  Schwingungszeit  T,  während 
die  größeren  n  die  harmonischen  Obertöne  liefern. 

l 
Aus  Gleichung  (6)  sieht  man,  daß  für  x  .=      und  die  Vielfachen 


n 


Th'f  Grundton 


n'2    Oktave 


hierv'on  y  dauernd  Null  ist.  Schwingt 
also  die  Saite  mit  Obertönen,  so  tut  sie 
dies,  indem  sie  in  n  Teilen  schwingt, 
deren  Trennungspunkte  dauernd  in  Ruhe 
bleiben;  diese  Trennungspunkte  nemit 
man  Knotenpunkte.  Figur  261  zeigt  die 
Gestalten  einer  schwingenden  Saite  für 
n  =  1,  2,  3. 

Natürlich  kami  auch  eine  Saite 
mehrere  Schwingungen  gleichzeitig  aus- 
führen.    Analytisch    drückt   man    dies 

aus,   indem   man  den    Grundton   und   die  Obertöne   summiert, 

d.  h.  ansetzt: 


7&  -  J   Quint9  der  Oktave 
Vig.  261.    Töne  der  Saite. 


(8) 


2V  A         2nn  ^   ,    _     .    2nn    \  .   uttx 
l-4nC08-  ;^    t  -f  iBnSin     ^     t)sm 


n 


T 


T 


l 


21 


wo  T  =    -    die  Schwingungsdauer  des  Grundtones  ist.    Die  Be- 


tt 


Stimmung  der  Koeffizienten  An  und  Bn  geschieht  dadurch,  daß 
man   festsetzt,  daß  zur  Zeit  t  =  0  die  Saite  eine  gegebene  An- 
fangsgestalt 
(9)  y  =  F(x) 
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und  ihre   Punkte   eine   gegebene   anfängliche  Gteschwindigkeits- 
verteilung : 


(10) 


cy 


dt 


:-i(x) 


haben  sollen. 

Diese  Anpassung  an  den  Anfangszustand  gelingt,  wenn  man 
den  Ansatz  (8)  unmittelbar  bzw.  nach  Differentiation  nach  der 
Zeit  für  t  =0  spezialisiert  und  setzt : 


/      oo 


(11) 


2:^  An  sin     -=i'(a;), 


u 

oo 


l 


^nBn  Bin 

Ü 


nnx 


l 


T 
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/(^). 


Nunmehr  kann  man  sich  der  Entwicklung  von  F(x)  bzw.  f(x) 
in  Fouriersche  Reihen  nach  §  35  bedienen  und  findet: 

i 

.         2  /'    .  ,    ,   njix 
An^  j^      F(x)  sm-y—  dx  , 


(12) 


u 


2  /  U  TT  V 

Bn=       "     //(a:)sin  d 

ann  j  l 


X  . 


Damit  ist  die  Anpassung  an  den  Anfangszustand  gegeben. 

Weiterhin   läßt   sich  die  Entwicklung  (8)  mit  Hilfe  der  be- 
kannten trigonometrischen  Beziehungen: 

sina  cos)5  =  \  sin((Ä  +  /^)  +  i  sin(a  —  ß)  , 

sina  sin/?  =  4  cos(nc  —  ß)  —  .V  cos(ä  +  ß)  , 

wie  folgt  umformen: 


(13) 


ji(x  +  at)\ 


2  2^nUosn 


{x  —  at) 
l 


cosn- 


Da  nun  die  Integration  der  zweiten  Gleichung  (11) 
(14)  /^w  Brt  sm-     -   dx=  ~-\  f(x)  dx 

J     0  *  -äTT/ 
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ergibt 

(15) 

so  findet  sich: 


V._         nnx  T  f.,  .  , 

2:B„  co8-^      =-  ^^    f{x)dx. 


(16) 


y  =  I  {F(x  +  at)  +  F(x  -  at)}  +  ^-  j, 

x-at 


x  +  at 

f{x)dx  . 


Dies  ist  die  d'Alembertsche"*)  Lösung  der  Differentialglei- 
chung (2),  während  der  Ansatz  (8)  auf  Daniel  Bernoulli  ^*^) 
zurückzuführen  ist. 

Wir  werden  nun  prüfen,  ob  y  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügt. 

Daß  (16)  die  Differentialgleichung  (2)  befriedigt,  findet  man 
leicht  durch  Ausführung  der  erforderlichen  Differentiationen 
und  Einsetzen  in  (2). 

Femer  muß  aber  sein: 

Sy 


(17) 


t=^0;      2/  =  F(x)  ; 


dt 


-  f(x)  . 


Dies    erhärtet    leicht   durch    Ausfühning   der    vorgeschriebenen 
Operationen  am  Ansatz  (16). 
Weiter  muß  gelten: 


(18) 


\  x  =  l;       y  "=0  . 


Dies  gilt  nur,   wenn  F{x)  und  f(x)  den  Bedingungen  genügen: 
F{x)  =  -F{-x)  ;  f(x)  =  -f{-x)  , 


(19) 


{ 


F(l  +  x)  =  ~F(l  -  x)  ;       f(l  +  rr)  ==  -f{l  -  x)  . 

j.  j^  In  der  Fig.  262  ist 

ein      entsprechender 
Verlauf  der  Funktion 

y  =  F{x) 

*i    dargestellt.  Ist  /  die 


\y^ 


Fig.  262.    Schwingungsform  einer  Saite. 

einer  bestimmten  Zeit  t,  so  ist  //  die  Gestalt  zur  Zeit  i  + 


Gestalt  der  Saite  zu 

T 


Wir  betrachten  nun  eine  Saitenschwingung,  bei  der  F{x)^  d.h. 
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die  anfängliche  Störung  der  Saite,  innerhalb  eines  Intervalles  2  n 
konstant  F(x)  =  p  ist, 

(20)  m  —  o       X       m   \-  o 

/(x)  (die  anfängliche  Geschwindigkeit)  aber  für  alle  x  verschwindet. 
Dann  ist  F(x  -\-  at)  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  gilt : 

(21)  '  m  —  a<x-\-at<^m-\-Oy 
und  ebenso  F(x  —  at)y  wenn  gilt: 

(22)  m  —  (T<a;  —  a^<m  +  a. 

Die  Ungleichungen  (21)  und  (22)  kann  man  aber  auch  schreiben: 

w  —  a^~a<a:<  m  —  at  -{-  o  , 


{ 


(23) 

m  +  a<  —  öF<a:<m  +  ai  +  a, 

woraus  folgt,  daß 

y  =  \{F(x  +  at)  +  F(x  -  at)) 

zur  Zeit  t  nur  in  den  in  Fig.  263  gezeichneten  Bereichen  von  Null 
verschieden  sein  kann,  und  zwar  ist  im  Bereiche  I  F(x  -\-  at)  gleich 

.    I  \      \       IT    . 


I 

Fig.  263.    Störungsfortpflanzung  auf  einer  Saite. 

Null,  y  also  =\F(x  —  at)  =  ~  ;  entsprechend  wird  im  Bereiche  II 
y  =\F{x'\'  at)  =~^'    Die  anfängliche  Störung  des  Betrages  p 

Sd 

pflanzt  sich  also  nach  beiden  Seiten  mit  halber  Stärke  fort;  die 
Portpflanzungsgeschwindigkeit  ist  a. 

Die  Theorie  der  Saitenschwingungen  ist  für  den  Bau  zahl- 
reicher Musikinstrumente  wichtig,  z.  B.  Klavier,  Streichinstru- 
mente (Geigen),  Zupfinstrumente  (Zither),  demzufolge  ist  die 
Bewegung  der  geschlagenen,  gestrichenen  und  gezupften  Saiten 
zahlreichen  theoretischen  und  experimentellen  Untersuchungen 
unterworfen  worden,  insbesondere  zum  Zwecke  der  wichtigen 
Klanganalyse,  bezüglich  deren  auf  die  Literatur  verwiesen  sei. 

Hort,  SchwtnRnngslehre.    2.  Anfl.  28 
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Die  Tonstärke  der  Saiten  ist  meist  sehr  gering,  wie  man  sich 
sofort  überzeugt^  wenn  man  eine  isolierte  Saite  ertönen  läßt. 
Man  verstärkt  deshalb  bei  den  Musikinstrumenten  den  Saiten- 
ton durch  einen  Resonanzkörper,  der  bei  den  Streichinstru- 
menten als  Hohlraum,  bei  den  Klavieren  als  Platte  ausgebildet 
ist.  Auch  der  Baum,  in  welchem  das  Instrument  gespielt  wird 
wirkt  ton  verstärkend  "8). 

§  88.  Membranschwingungen. 

1.  Eine  Membran  sei  im  Ruhezustand  in  der  xy-Ebene  ver- 
möge einer  längs  ihres  Randes  überall  konstanten  Zugspannung  P 
ausgespannt.  Kleine  Ausweichungen  der  Membran  aus  der  x  y- 
Ebene  bezeichnen  wir  mit  z.  Ist  nun  q  die  Dichte  eines  Flächen- 
elementes, so  ist  die  Massenträgheit  dieses  Elementes  in  Rieb- 
et»« 
tung  der  2- Achse  q  dF  -^-^ .   Diese  Trägheit  muß  der  Summe  der 

am  Element  angreifenden  Zugkräfte  gleich  sein,  d.  h.  es  muß 

gelten : 

d^z  (v^z       d^z 

(1)  ,dFj^,  =  PdF[-^-  +  ^^ 

Diesem  Ansatz  liegen  dieselben  Anschauungen  zugrunde  wie  dem 
Ansatz  (1)  in  §  87,  so  daß  wir  auf  eine  .Ableitung  der  Gleichung 
im  einzelnen  verzichten  können. 

Es  handelt  sich  also  um  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

wo  a^  =  -    18t. 
Q 
Zunächst  versuchen  wir  ein  partikuläres  Integral  der  Form 

(3)  2  =  e±*«*'Z, 

wo  Z  eine  neue  imbekannte  Funktion  von  x  und  y  allein  ist. 

Durch  Differentiation  und  Einsetzen  in  (2)  ergibt  sich  für  Z 
die  partielle  Differentialgleichung: 

8^Z       S^Z 

C'X^        cy^ 
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Hierzu  kommt  die  Randbedingung: 

2  =  0 

und  die  Anfangsbedingung: 

dz 
z  =  F(x,  y)  ,       j^  =  f(x,  y)    für  «  =  0  . 

2.  Die  Differentialgleichung  (4)  wollen  wir  für  den  Fall  einer 
rechteckigen  Membran  näher  imtersuchen.  Das  Rechteck  habe 
die  Seitenlängen  a  und  6  und  liege  so  in  der  a^y-Ebene,  daß  die 
Seite  a  in  die  +a;-Äch8e,  die  Seite  h  in  die  +y- Achse  falle. 

Wir  haben  nun  sofort  partikuläre  Lösungen  von  (4),  wenn 
wir  Z  als  Produkt  von  zweien  folgender  Funktionen  ansetzen: 

(5)  sin/ijO;,       QOBrfi^x ,       sinju^y  ^       cos/Zg^  • 

Da  aber  für  x  =  0,  y  =  0  Z  ebenso  wie  z  verschwinden  muß, 
kommt  nur  das  Produkt 

(6)  Z  ==  sin/ii  X  ainju^  y 

in  Betracht.  Damit  nmi  Z  und  ebenso  z  auch  für  x  =  a  und  y  =  b 
verschwinden,  muß  sein 

(7)  //^  =,/<.=     -     , 

a  0 

wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  sind,  aus  denen  man  berechnen 
kann: 

(8)  k^nXh^j^^. 

]   a^  ^  62 

Gehen  wir  jetzt  auf  den  Ansatz  (3)  zurück,  so  wird  mit  der 
Bemerkung,  daß  2,  um  reell  zu  werden,  sich  stets  aus  einer  geraden 
Anzahl  von  Gliedern,  die  konjugiert  imaginär  sind,  zusammen- 
setzen und  damit  eine  periodische  Funktion  von  t  werden  muß: 

(9)  2  =  (^cosÄ;a^  +  JBsinÄ;«^)  sin   sin    -r-   . 

a  0 
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Hier  können  wir  wieder  r—  als  Schwingungsdauer  ansprechen, 

IC  CL 

und  da  h  vermöge  (8)  von  m  und  n  abhängt,  so  wollen  wir  die  einer 
Kombination  m,  n  zugehörige  Schwingungsdauer  mit  Tmn  be- 
zeichnen. Wieder  ist  der  Grundton  der,  der  dem  kleinsten  h  ent- 

28* 
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spricht,  d.h.  sich  für  m  =  n  =  1  ergibt.  Die  allgemeine  Bewegung 
der  Membran  kennzeichnet  sich  dann  wieder  durch  Überein- 
anderlagerung  der  Grund-  und  Oberschwingungen  und  stellt 
sich  dar  in  der  Form: 


(10)       Z.=     >   U;,,nCOS~ h^,r,n8in  — 


'  "^    '  27tt\.mnx,n7iy 

sin sm 

mn  ^mn^  « 

7/1  n 


WO  sich  die  Koeffizienten  mittels  Fourierscher  Doppelintegrale 
aus  den  Anfangsbedingungen  berechnen  lassen.  Den  Knoten- 
punkten der  Saite  entsprechen  Knotenlinien  der  Membran, 
auf  deren  nähere  Untersuchung  wir  hier  nicht  eingehen  wollen; 
e3cperimentell  weist  man  die  Knotenlinien  in  Gestalt  der  Chi  ad  ni  - 
sehen  Klangfiguren  nach^*®). 

3.  Im  Falle  einer  kreisförmigen  Membran   hat  man  im  An- 
satz (4)  vermöge: 

i  X  =  rcosa?  , 

(11) 

l  y  =  r  sm  95 

zu  Polarkoordinaten  r,  qj  überzugehen.  Diese  Umformung  liefert 
für  7j  folgende  Differentialgleichung: 

e^z     i  d^z.    1  cz     ,_ 

cr^       r^  C(p^        r   c'r 

Mit  Hilfe  des  Partikularansatzes 

(13)  Z^R^, 

wo  R  nur  r,  <P  nur  99  enthält,  zerfällt  (12)  in  die  beiden  gewöhn- 
lichsten Differentialgleichungen : 


(14) 


d(p 


2 


-f  m»  0  -0 


:^'s-("-"|--»■ 


Die  erste  Gleichung  (14)  hat  zum  allgemeinen  Integral 

(15)  <l>  =^  A  cosm(f  +  Bsinmq)  , 

aus  welchem,  da  <P  die  Periode  2  7t  haben  muß,  sich  findet,  daß 
m  eine  ganze  Zahl  sein  muß. 
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Damit  gehen  wir  zur  zweiten  Differentialgleichung  (14)  über, 
die  wir  als  sogenannte  Besselsche  erkennen,  deren  eines  partikuläre 
Integral  die  Besselsche  Funktion  erster  Art  mter  Ordnung  ist: 

(16)  E  =  J^{kr) 

mit  der  Definition  durch  die  Reihe: 


x'"" 


(17)  Jfn(x)  =  ^ 


x^  x^ 


^     22(m+l)~^(2.2)2.2!(m  +  l)(m+2) 


Die  Zahl  m  wird  hier,  ohne  den  Wert  0  auszuschließen,  positiv 
und  nach  (15)  ganz  vorausgesetzt;  für  die  Besselschen  Funk- 
tionen im  allgemeinen  ist  dies  nicht  notwendig  vorauszusetzen^^®*). 

Die  Reihe  konvergiert  für  endliche  Werte  von  x;  ihr  Wert 
ist  =  0  für  x  —  0,  mit  Ausnahme  der  Funktion  Jq(x),  welche  für 
2;  =  0  den  Wert  1  annimmt. 

Der  Ansatz  (17)  läßt  sich  noch  in  Summenform  schreiben 


00 


(18)  J„,(:r)  =  yi-,.^     i^.fö) 

^  4!(m  +  t)!  \2/ 

Durch  Übergang  zu  negativem  m  findet  sich  hieraus 

(19)         '^-,«i^)-i-^r$j^,f,{ir\ 

d.  h.  0        V 

(20)  e7_,«(^)  =  (-ir^+mW. 

Diese  Beziehung  gilt  nur  für  ganzzahliges  m\  für  gebrochenes  m 
gilt  sie  nicht;  dann  ist  J^m(^)  von  J+m(^)  unabhängig  und  stellt 
das  andere  partikuläre  Integral  der  Differentialgleichung  (14)  bzw. 

d^J         dJ 

vor,  die  aus  (14)  durch  die  Substitution  x  =  kr  hervorgeht. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  bemerkt,  daß  im  Falle  ganzen 
m  das  fehlende  zweite  partikuläre  Integral  gegeben  ist  durch 
die  Besselsche  Funktion  zweiter  Art  Tm  {x) ,  deren  Definition  wesent- 
lich verwickelter  ist  als  die  von  Jmi^)-  Man  hat 

(22)        Y„ (X)  -  J„ (X)  Ig^  -  ]-  {(1)'"^"«  +  (f )   '"^  4  • 
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Die  beiden  Summenzeichen  stellen  ziemlich  unübersichtliche 
Reihen  von  x  dar;  aus  dem  ersten  Glied  der  rechten  Seite  er- 
kennt  man  aber,  daß  Jm(^)  ^^  x  =0  unendlich  wird,  weshalb  wir 
dies  Integral  für  unsere  Behandlimg  der  Membran  außer  acht 
lassen  können,  weil  die  Durchbiegung  dieser  in  der  Mitte  unter 
allen  Umständen  endlich  bleiben  muß^^^).  Mit  den  Ansätzen  (3), 
(15),  (16)  erhalten  wir  nun  für  die  Durchbiegung: 

(23)  Z=  {Aicosakt  +  Bismakt)  {A^cosuKp -\- B^ainnKp)  Jjn(kr) . 

Die  Durchbiegung  muß  aber,  wenn  wir  den  Band  als  eben  ein- 
gespannt betrachten,  für  r  =  B  verschwinden,  d.  h.  es  muß  sein 

(24)  J^(kB)=0, 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  unendlich  vielen  Nullstellen 
Qm,i  (*  ==  li  2...C»)  der  Besselschen  Punktionen  Jm(^)  auf- 
zusuchen, wodurch  man  für  die  k  imendlich  viele  Werte: 


(25) 


"'»!,<   


B 


i  =  1,  2  . . .  oo 


(26) 


;%■'-) 


erhält.    Damit  wird  aber  die  Durchbiegung 

Zni,i  =  A,„jcosk,„^iatcoHmq^ 
-\-  B^^i  cos krn^i  a  t  Bin  mqp 
+  Cjn^i  ainkfn^i  a  t  cosm  (p 
+  Dm^i  sin  kjn^i  a  t  sin mq? 

für  jede  Wertkombination  ganzer  positiver  Zahlen  m  und  t, 
wobei  m  auch  =  0  sein  kann.  D5e  ganze  Durchbiegung  wird  dann 
durch  Übereinanderlagenmg  aller  Werte  (26)  erhalten  in  Gestalt 
einer  Doppelsumme 

(X)        oo 


(27) 


m  =  0  ftt 


Hier  sind  die  unbestimmten  Koeffizienten  A,  B,  C,  D,  wieder 
aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmen: 


(28  a,  b)         2  =  F(r,  9>) ; 


c>t 


--=f{r,(p)       fürf  =  0. 


Führen  wir  (28a)  in  (27)  ein,  so  kommt 


(X)  fV) 


i^m,i 


(29)    F(r,  <f)  =2»  2! «''«  [r  »"J  (^'''.<  «'o»'»  f  +  ßrn.i  si" *»  f)  ■ 
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Nach  Multiplikation  mit  cos m(pdq)  und  Integration  von  0  bis  2  ti 
bleibt  nur  übrig: 

(30)  ~  jFir,  <p)  cosm  cpd<p^^  ^„.,,  J,^  (-'-  r) 

0 

In  entsprechender  Weise  erhält  man: 


2.-r 


(31)  ]^  I  F(r,  cp)  sinw  cpd(p='§  B„,i  J„  [^  r)  . 

0 

Nach  Multiplikation  der  Ansätze  (30)  und  (31)  mit  «^mf%-*^)  dr 

und  Integration  von  0  bis  R  finden  sich  unter  Benutzung  des 
Satzes : 

m 

R 

^*^.(^fr).J,„(^^)rrfr  =  0wenni^7 
*'  =  i[JfH^i{Qm,i)y,  wenn  i  =  ; 

folgende  Doppelintegrale  für  Am.i  nnd  Bj„\i  : 

(32)  1-'=     „    -2,  J(kr,9)jJfl'rY'!''^''rdrd,. 
^           5„,<      7T[J„+i(Qm.i)VjJ        ^       \R     Jsmmfr  ' 

0   0 

Für  die  Konstanten  Cm,x  und  Dfn,i  folgt  in  entsprechender  Weise : 
Om,i       R  2  ff  (g„,^i\co8m(p 


J    = rr     -,-     x.o///(n'P)«^mr^^^    .  rdrdw. 


(33) 

0  0 

Den  Ansatz  (26)  für  Zm,i  kann  man  in  die  Gestalt  bringen 


(2ji  t  \ 


(34)      z,ns  =  2i^^  sinl^^  +  J^.i)  sinm(<?y  —  9?o) •^«1';^"*  ^)  • 


wo 

(36)  T"™,  =  ^ 

zu  setzen  ist. 
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Der  Ausdruck  (34)  verschwindet  nun  abgesehen  vom  Rande 
der  Membran  (r  =  R)  für 

■ 

(36)  (<p-^^)  =  ''' 


m 


wenn  t  eine  ganze  Zahl  -^  m  bedeutet .  Dann  stellt  (36)  ein  System 
von  m  Radien  vor.    Ferner  verschwindet  (34)  für 


(37) 


R 


Qm,i' 


wenn  i'  <  i  und  Jm(6m,i')  '—  0  gilt.  Der  Ansatz  (37)  stellt  dann 
ein  System  von  t  —  1  konzentrischen  Kreisen  vor.  Die  Radien 
und  die  Kreise  bilden  ein  einfaches  System  möglicher  Knoten - 
linien  der  kreisförmigen  Membran. 

Die  Membranen  finden  technische  Anwendung  bei  Sprech- 
und  Hörapparaten,  insbesondere  beim  Telephon.  Femer  bilden 
sie  das  wirksame  Element  gewisser  Musikinstrumente  (Trommel 
und  Pauke).  Membranen  besonderer  Wichtigkeit  und  Bauart 
sind  das  menschliche  Trommelfell  und  die  Membrana  basilaris 
des  Ohre«  sowie  die  Stimmbänder  des  Kehlkopfes  ^^o) . 

%  89.   Plattenschwingungen. 

1.  Die  Aufstellung  der  Differentialgleichung  der  Platten- 
schwingimg  nebst  den  zugehörigen  Grenzbedingungen  hat  mehr 
als  ein  halbes  Jahrhundert  lang  die  Wissenschaft  beschäftigt, 
bis  nach  nur  teilweise  richtigen  Ansätzen  von  Sophie  Germain 
imd  S.  D.  Poisson  die  richtige  Ableitung  Kirchhoff  gelang,  die 

dann  von  G  e  h  - 
ring  auf  anderem 
Wege  ebenfalls 
gefunden  wurde. 
Die  Voraussetzun- 
gen, von  denen  die 
Ableitungen  aus- 
gehen, sind  fol- 
gende  (Fig.  264): 


-Ä" 


Fig.  264.    Zur  Flattenschwingung. 


1.  Die  Plattendicke  h  sei  klein  gegenüber  den  Abmessungen 
der  Platte  in  der  xy-Ebene. 

2.  Die  Durchbiegung  der  Punkte  x  y  der  Plattenmittelebene 
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erfolge  so,  daß  die  Punkte  sich  parallel  der  «-Achse  verschieben, 
d.  h.  die  elastischen  Horizontal  Verschiebungen  u  und  v  sollen 
verschwinden. 

3.  Die    Durchbiegungen    w   seien   klein    gegen   die    Platten- 
dicke h. 

4.  Eine  Gerade,  die  zwei  außerhalb  der  Mittelebene  liegende 
Punkte  verbindet  und  vor  der  Durchbiegung  auf  ihr  senkrecht 
steht,  soll  dies  auch  nach  der 
Durchbiegung  tun.  ]£ 

Unter  diesen  Voraus- 
setzungen hat  (siehe  Fig.  265) 
ein  Punkt  x,  y,^z  der  Platte 
nach  der  Durchbiegung  eine 
Horizontalverschiebung 


dw  Sw 


oy      Fig.  265.    Venchiebung  der  Plattenpunkte 


JC 


aufzuweisen  (Fig.  265).   Diesen  Verschiebungen  entsprechen  nach 
den  Regeln  der  Elastizitätstheorie  die  Dehnungen: 


(2) 


*■«  = 


dx 


d^w 


=  —z 


6-^-  ' 


X' 


'»^  e 


dy  ö^w 

X  cJy^ 


Nach  dem  allgemeinen  Elastizitätsgesetz  der  Beziehung  zwischen 
einem  Dehnungszustand  e,,  €y,  und  einem  Spannungszustand 
^xy  ^y,  ist  aber: 


(4) 


Mit  (2)  findet  sich  hinaus  durch  Auflösung  nach  o^  und  a^: 


(4) 


mE       I     d^w       d^w 
mE       I     c^w       d^w\ 


In   Fig.  266  sind  .diese   Normalspannungen   an  einem   Platten- 
elemente angreifend  dargestellt,  dazu  auch  die  Schubspannungen. 
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djc -^ 


Sowohl  o,  wie  o^ 
ändern  ihr  Vorzei- 
chen beim  Übergang 
von  -\-z  zu  —2. 
Die  Normalspannun- 
gen, die  an  den 
Begrenzungsflächen 
desPlattenelementes » 

wie    in   der  Figur   gezeichnet,   angreifen,  bilden  also  zu  je  zwei 

und  zwei  elementare  Kräftepaare: 

(5)         dWog  =  2zOsdydz     und     dWoy  ==  2 z Oy dx dz  , 

h 
Nach  Einfühnmg  von  (4)  und  Integration  von  0  bis  —  findet  sich 


Y\%.  266.    (lleichgewioht  am  Platteneleinent. 


(6) 


91a,  =  - 


mE 


d^w        d^w 


h 
2 


m 


dx^ 


+ 


dyi 


2dy    z^(z^)dz 


mBJ 


m 


2 


A 


dx^ 


cy^l  12 


und  entsprechend 
(7) 


mE 


'  «i*  —  1 


fy2 


dx  . 


Die  Normalspannungen  in  den  gegenüberliegenden  Begrenzungs- 
f lachen  liefern  entsprechende  entgegengesetzt  drehende  Momente, 


die   die   soeben   berechneten    um  die  Beträge 


-r, — -  dx  bzw. 
ex 


dx 


^  dy  übertreffen.    Diese  Überschüsse  sind  die  resultieren- 


den von  den  Normalspannungen  herrührenden  Momente;  das 
erst«  dreht  das  Plattenelement  um  die  y-Achse,  das  zweite  um 
die  a;- Achse. 

Wir  schreiten  nun  zur  Berechnung  der  Schubspannungen  t^, 
und  r^y.  Nach  den  Regeln  der  Elastizitätstheorie  ist 

(8) 


^v«  =  ^x.  =  (^(|f+^^-)  =  -2(?. 


yi  cjxdy 

In   entsprechender  Weise,   wie  bei  den  Normalspannungen,  be- 
rechnen wir  aus  diesen  Ansätzen  das  zugehörige  Drehmoment 
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h 

0 
h 

tlO)  mr,,r'\2zT,ydzdy  =  -20zj~  ^^  dy  . 

0 

Die  Überschüsse  der  entsprechenden  Momente  der  Schubspan- 
nungen in  den  gegenüberliegenden  Begrenzungsflächen  sind  wieder 

(11)  — ^"'^y 

und 

(12)  -  ^^J'-"  d.  , 

von  denen  der  erstere  um  die  y- Achse,  der  zweite  um  die  x- Achse 
dreht. 

Auch  die  Schubspannungen  Zy^  luid  x^z  liefern  Momente,  von 
denen  sich  das  um  die  y-Achse  findet 

(13)  mT^z  =  dxlT^,dF , 

das  um  die  :r-Achse 

(14)  ^\Ty,=^dy:^Ty,dF . 

Nunmehr  lauten  die  Gleichgewichtsgleichungen  gegen  Verdrehen 
für  die  a?- Achse: 


ex  ex 


(15)  .— ^  rfy  +  — .    '"  rfa;  +  e^y  2Ty^dJP  =  0  , 


für  die  y- Achse: 

(16)  — z — -dx+   -V    -    dy  +  rfa:2T;,e(^i^  =  0. 

oa;  oy 

Hierzu   kommt  noch  die   Gleichgewichtsbedingung  gegen    Ver- 
schieben in  Richtung  der  «-Achse  zwischen  den  vertikalen  Schub- 
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spannungsresultierenden   ^ dy  und 


dy 


dx 


dx  sowie 


der  Oberflächenbelastung  des  Elementes  pdxdy: 

(17) 


^^^'-^^  dx  +  ^-^dy  +  pdxdy^O. 


dx 


dy 


Aus  (15)  und  (16)  berechnet  man  Ziy^dF  und  2x^^dF  und 
führt  das  Ergebnis  nach  Ausübung  der  vorgeschriebenen  Differen- 
tiationen in  (17)  ein.    Wir  erhalten: 


(18) 


m^E     h^ 


Ixy.dF-      ^^_^    \2Ve^xdy 


d^w 


+ 


dy^l 


2\..  dF  = 


m^E     h^ 


'Xt 


m^-l    12 


^3 


W 


"lO 


+ 


v^w 


dxd^y . 


dx  , 


dy 


und  aus  (17): 
(19)  "*^ 


Ä8 


d^w 


4  c* 


d^w 


+ 


d*w 


=  P 


m'  —  l  12  [dx^    '   "dx^dy^        dy^ 

Wollen  wir  nun  zur  Schwingungsgleichung  gelangen,  so  haben 
wir  nur  die  auf  die  Einheit  der  Plattenfläche  entfallende  Träg- 

heitskraft   ^Q-^j^-  (Q  bedeutet  die  Dichte)  rechts  hinzuzufügen 

und  erhalten,  wenn  wir  äußere  Druckkräfte  p  nunmehr  als  ab- 
wesend voraussetzen: 


(20) 


m 


m^E     Ä2 
~-  1  T2 


d^w  d^w  d^w 

~d¥  "^     dx^  dy'^  "^  dy^ 


+  Q 


d^w 
~di^ 


=  0. 


*^oC 


Flg.  267.    Die  elastischen  Grenz- 
bedingimgen. 


2.  Neben  der  Differentialglei- 
chung ist  noch  die  Angabe  der  Grenz- 
bedingungen nötig.  Bezeichnet  n 
(Fig.  267)  die  nach  außen  gerichtete 
Normale  des  Plattenrandes  s ,  so  gilt 
zunächst  für  festgehaltenen    Rand 

(21)  w^O , 
für  eingespannten  Rand 

dw 

(22)  w  =  0  , 


-0. 


cn 


Für  freien  Rand  (ein  besonders  wichtiger  Fall  wegen  der  Chladni- 
schen  Klangfiguren)  sind  die  Grenzbedingungen  viel  verwickelter. 
Sie  lauten: 
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(23) 


dn\o 


X 


2 


( 


+  (m 


+ 


e» 


Sy 


w\ 

71 


-TT-r  ooB^w  +  -^---  sin*«?  +  2^ — z—  co8a?sinQ?>=0  . 


3.  Durch  die  Substitution 


(24) 

geht  (20)  über  in 


cosa>f  • 


w  — 


sin  a)t 


n^x.y) 


(25) 


wo  k*  --■ 


8*n 

dx 


r  +  2 


6x^6y' 


+ 


dy^^ 


k^n=o , 


12cü«ß(m«-l) 


mEh^ 
satz  (25)  auch  symbolisch  schreiben 


zu   setzen   ist.     Man   kann  den   An- 


(25  a) 

oder  auch 
(25  b) 
wo 


(AA  -  ik*)  77  =  0 


(/l  +  Ä;2)(J-ifc2)77+0, 


,./=S  +  ^^^ 


dx*  dy^ 

zu  lesen  ist. 

Um  nun  zur  Kreisplatte  des  Radius  R  überzugehen,  hat  man 
die  Differentialgleichung  (2."))  und  die  Grenzbedingungen  (23) 
auf  Polarkoordinaten 


umzuformen 


X  =  r  cos^:'  ,       y  =  r  sm^; 

Dann  geht  der  Operator  A  in  die  Form 

o2         l    d         l     d* 
(^r*        r    dr       r^   d(p- 


über. 
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Versuchen  wir  jetzt  entsprechend  den  Partikularansatz: 

(26)  n{r,<p)^R0    mit     *  =  '^^''^ 

sinn  9? 

wo  n  als  eine  ganze  Zahl  zu  wählen  ist,  da  $  die  Periode  2  7i 
besitzen  muß,  so  geht  (25  a)  über  in 

/  d^        l     d        n«  \/  d^         l    d       n^  \  ^ 

oder  abgekürzt: 

(28)  (A-\-k^){A-k^)R  =  0  . 

Da  nun  die  Operationen  A  -\-k^  und  A  —  Jc^  nacheinander 
ausgeübt  werden  können,  wovon  man  sich  durch  eine  kurze  Rech- 
nung überzeugt,  so  wird  (27)  erfüllt  durch  jede  Funktion,  die 
einer  der  beiden  Differentialgleichungen  genügt: 

d^R        1    dR       /.         n2\ 
oder: 

Die  erste  ist  uns  bereits  bekannt  als  Differentialgleichung  der 
Bessalschen  Funktion  nter  Ordnung 

(31)  Ä,  =J„(ir), 

während  (30)  die  gleiche  Funktion,  jedoch  mit  imaginärem  Argu- 
ment ihr,  bestimmt 

(32)  R^^J^(ikr). 

Allgemein  gilt  also,  mit  vorläufig  unbekannten  Konstauten  «„ 
imd  hn 

(33)  Rn  =  a^Jn{kr)  +  KJn(ikr)  . 

Zu  jeder  ganzen  Zahl  n  gehört  eine  solche  Funktion  //«  und  dem- 
nach ein  Anteil  der  Durchbiegung  der  Platte  w 

^n  =  [fl^n«^n(^^)  +  ^n^ni^^^)]  (^n  COSIK^'  +  B^  sinn^)  (-4J,COSÖ>< 

-f  Bn  sinro^  . 
Setzt  man  hier 

.    =  tga„  ,  =  x„ ,       ^^  =  tg/^„ 
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und 

Af^A„  a^  =  C„  , 
so  wird 

(34)  Wn  =  Cn[Jn(^r)  +  ^n  «/n  (*  ^  »•)]  COS  (n  9^  —  äJ  COa{(Ot  —  ßn) 

und 

00 

(35)  W  =^^Wn  . 

ü 

Zur  Ermittlung  der  Größen  k  und  A,»  sind  jetzt  die  Grenzbedingungen 
(23)  heranzuziehen.  Zunächst  formt  man  sie  auf  Polarkoordinaten 
um  und  spezialisiert  sie  für  den  Rand  der  Platte  r  =  R: 

(  d  /d^w        l  dw\         e^  /2m  — low      3m -1     \ 
er  \dr^         r   er)       d(r^\    ma"^      er  ma^        I         ' 


(36)  l 


1  /l   cw   ,    1    c^w\ 
m  \a   er       a^  ccp"  I 


dr^ 
Führt  man  hier  für  w  den  Ansatz 

W^n  =  (^n^n  COS(n  (f  —  Ä„)  (COSOJ  t  —  ßn 

ein,  so  findet  sich 

d  Id^Rn       1  dRn\  (2m  —  1  dRn      3m— l      \ 

Die  Gleichungen  (37a,  b)  werden  nun,  nachdem 

Rfi  ^  Jn(^r)  +  KJnii^r) 

eingeführt  ist,  zur  Bestimmung  von  k  imd  A„  benutzt.   Für  jeden 
Wert  von  n  ergibt  sich  eine  unendliche  Reihe  von  ä:  Werten 

^  =  Kj       (j  =  1,  2,  3  .  .  .) 

und   zu  jedem  Wert  von  kn,j  gibt  es  einen  Wert  A«,/;  vermöge 

12a)2^(m2-l) 


ik^  = 


mEh^ 


finden  sich  auch  unendlich  viele  Werte  a>„^y.  Die  letzteren  be- 
stimmen aber  die  Schwingungsperioden  der  Platte 
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Man  nennt  deshalb  den  Verein  der  Gleichungen  (37)  die  Perioden- 
gleichung. 

Um  die  unbestimmten  Koef f izienten  C« ,  a«,  ßn  zu  bestimmen, 
muß  auf  die  Anfangsbedingungen  zurückgegriffen 

w  =  F(r,  cp),       -^  =  /(r,  (p)     für     t  =-  0 

und  das  Verfahren  der  Fourierent Wickelung  benutzt  werden,  wie 
für  die  Membran  in  §  88. 

Entsprechend  der  runden  Membran  gibt  es  auch  bei  der 
kreisförmigen  Platte  ein  aus  Radien 

cos  (ncp  —  a^)  =  0 
und  Kreisen 

Jn(kr)  +  XnJ(ikr)  =0 

bestehendes  Knotenliniensystem. 

Die  Theorie  der  schwingenden  Platte  ist  von  erheblicher 
physikalischer  Wichtigkeit,  weil  ihre  experimentelle  Prüfung 
mit  Hilfe  der  Chladnischen  Klangfiguren  eine  sehr  schöne  Über- 
einstimmung des  Versuchs  mit  der  Rechnung  liefert  ^*>^).  In  der 
Anwendung  treten  die  Platten  als  Tonerzeuger  zurück ;  sie  werden 
aber  in  weitgehendem  Maße  als  Resonanzkörper  bei  wichtigen 
Musikinstrumenten  (Geigen,  Klaviere)  benutzt ^^^j 

§  90.  Längs-  und  Querschwingnngen  von  Stäben. 

1.  Ein  fester  Körper,  der  vorwiegend  in  einer  bestimmten 
Richtung  ausgedehnt  ist,  während  seine  senkrecht  zu  dieser 
Richtung  betrachteten  Abmessungen  zurücktreten,  heißt  ein 
Stab. 

Ist  die  bevorzugte  Richtung  gerade,  so  spricht  man  von  einem 
geraden  Stab,  andernfalls  liegt  ein  krummer  Stab  vor; 
krumme  Stäbe  sind  z.  B.  die  Stimmgabeln. 

Innerhalb  des  Stabes  wird  die  bevorzugte  Richtung  durch 
die  Stabachse  gekennzeichnet,  von  der  wir  annehmen,  daß  sie 
die  Schwerpunkte  der  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Stabquer- 
schnitte verbindet. 

Die  Stabquerschnitte  seien  längs  der  Stabachse  konstant 
oder  langsam  veränderlich,  im  übrigen  aber  klein  gegen  die 
Längsabmessung. 
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Ein  Stab  kann  drei  Arten  von  Schwingungen  ausführen: 
Längsschwingungen,  Biegungsschwingungen,  Drehungsschwingun- 
gen.  Wir  betrachten  in  diesem  Abschnitt  die  erstgenannten  beiden 
Arten  und  behalten  den  Drehungsschwingungen  den  nächsten 
Abschnitt  vor. 

2.  LängBschwingungen.  Wir  betrachten  einen  Stab  mit 
unveränderlichem  Querschnitt,  dessen  eines  Ende  im  Koordinaten- 
anfangspunkt befestigt  ist 


a     b 


FiR.  268.    StablftngBflchwmgiing. 


und  der  selbst    mit   der  |, 
a;- Achse      zusammenfalle   ; 
(Fig.  268).  ^ 

Die  Längsschwingung 
besteht  nun  darin,  daß 
jeder  Punkt  x  des  Stabes  eine  periodische  Bswegung  parallel  zur 
«Achse  ausführt,  deren  Auslenkungen  aus  der  Gleichgewichts- 
lage wir  mit  u  bezeichnen  wollen.   Es  muß  dann  sein: 

(1)  u  =  f(z,  t)  , 

welche  Funktion  für  a;  =  0  stets  verschwinden  muß.  Zur  Aufstel- 
lung der  Differentialgleichung  betrachten  wir  ein  Stabelement  dx . 
Auf  die  Endquerschnitte  derselben  wirken  Spannungen,  die  von 
der  elastischen  Längenänderung  du  des  Elementes  dx  herrühren. 
Es  ist  die  Spannung  im  Querschnitt  a,  wenn  J5^  den  Elastizitäts- 
modul bedeutet,  gleich 


dx 


im  Querschnitt  h 


d  u  dx 

E^-  +E—^ — dx  . 

ex  ex 

Beide  Spannungen    sind  entgegengesetzt  gerichtet,   so  daß  als 
Resultierende  übrigbleibt : 

E  .   ^dx  . 

(  x^ 

Andererseits   haben    wir   den    Trägheits widerstand   des    Ele- 
mentes anzusetzen  mit 

Hort,  Sehwingungalehre.    2.  Aufl.  29 
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wo  Q  die  Dichte  des  Stabstoffs  bedeutet,  womit  sich  die  gesuchte 
Differentialgleichung  der  freien  Schwingung  ansetzt: 

Wirkt  noch  eine  axiale  äußere  Kraft,  deren  Wert  für  die  Längen- 
einheit X  sei,  so  erhält  man  als  Differentialgleichung  der  er- 
zwungenen Schwingung: 

In  der  Differentialgleichung  (2),  die  mit  der  Saitengleichung 

formal  übereinstimmt,  kommen  noch  die  Grenzbedingungen. 

Ist  ein  Stabende  fest  eingespannt,  dann  muß  dafür  gelten: 

u  =  0  . 

Ist  dagegen  ein  Stabende  frei,  so  hat  man  als  Grenzbedingung 

dx 

d.  h.   am  freien  Stabende  kann  keine  elastische  Kraft  \E  ^ 
übertragen  werden.  ^    ^^ 

Die  Anfangsbedingungen  können  in  der  gleichen  Weise 
eingeführt  werden,  wie  bei  der  Saite;  im  folgenden  betrachten 
wir  nur  solche  Stabschwingungen,  bei  denen  zur  Zeit  i  =  0  gilt : 

du 
u  =  0  ;        V-  =  0  . 
'        dt 

E 

Schreibt  man  nun  mit  a^  =  -    die  Schwingimgsgleichung  (2) 

so  stehen  als  Partikularlösungen  die  multiplikativen  Kombina- 
tionen von  Paaren  folgender  Funktionen  zur  Verfügung: 

cosÄ;^  ,  sinkt  y 

k  .    k 

cos  —  X  y       sm  —  X  . 

a  a 


du 
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Sind  beide  Stabenden  fest: 

X  =  0  :  u  =  0  ;       x  =  l  :  u  =  0  , 


so  scheidet  cos — x  aus,  und  es  muß  sein: 

a 


i . 

k       nn 

—  l  =  nn 

oder 

m              « 

a 

a         l 

wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  zu  der  die  Schwingung  gehört: 
,^v  .   nn    (  .         ann      .    _     .   ann  \ 

(5)  Un  =  sin  -y-  X  \An  COS       -  - 1  +  B^  Sin  tj 


mit  der  Schwingungszeit: 

21       21  i/ 

(6)  T„  =  -=     y 

an       n   jf 
Sind  beide  Enden  frei,  so  muß  gelten: 


Q 
E 


a:  =  0  : 


dx 


a 


sm     X 
a 


=  0     und     — 

a;  =  0  a 


k 

cos — X 
a 


«  =  0 


=  0. 


Demnach  scheidet  jetzt  sin      x  aus  und  es  bleibt  als  Schwingung 
übrig: 


(7) 


nn    l .         ann      .    _     .    ann  \ 
Un  =  co8-r-a;(^„cos — - —  t  +  J5„sm — - — tj 


mit  derselben  Schwingungszeit. 

Ist  ein  Ende  fest  (x  =0),  das  andere  (x  —  l)  frei,  so  gilt: 


x  =  0  :  u  —  0  ; 


oder 


x^l:^r-  =  0 

(  X 


.    k    ' 

sm     X 

a    . 

k 
cos— a; 
a 


a;^0 


«=.-0 


=  0, 


0, 


k 
a 

k  ] 
cos— a; 
L       a    . 

k 
a 

[  .  ifc  1 
sm— a; 

x  =  i 


«-/ 


=  0, 


=  0 


Hier  bleibt  also  wiederum  die  Sinusfunktion  übrig  mit  der  Be- 
dingung : 

k  ,      2n  -\ 
-l—  — —  —  n 


a 


2ö* 
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und  es  wird: 

.   {2n  -~l)n    ( ^         a(2n— l)jr     .    „    .   a(2n  — 

(8)      Un^Sm     -     2^  -XyÄnCOS — 1  +  BnSlTi  -^y 


^)^.) 


mit  der  Schwingungszeit 
(9) 


2n 


4:1 


.K 


9 
E 


Der  Grundton  ist  also  hier  halb  so  hoch  als  in  den  beiden  ersten 
Fällen. 

Die  drei  Befestigungsfälle  des  Stabes  unterscheiden  sich  wie 
folgt. : 

Der  fest-fe8t<»  Stab  hat  für  den  Grundton 


(10) 


T.-2l]ll 


pHHHIiiip! 


IIIIIH. 


an  den  Enden  stets  Knoten  (Verdichtungen  und  Verdünnungen), 
in  der  Mitte  einen  Bauch  (Fig.  269a). 

,  Der  frei-freie  Stab  hat, 

wenn  er  im  Grundton  T^ 
schwingt,  an  den  Enden 
stets  einen  Bauch,  in  der 
Mitte  einen  Knoten  (Ver- 
dichtung wechselnd  mit 
Verdünnung)  (Fig.  269b). 
Der  fest-freie  Stab  hat 
C    im  Grundton 


Knoten 


Babch 


Knokn 


«MB   h 


Bauch 


Kriöfen 


Bauch 


!■■■ 


nfiiT 


•nv'"!iMi!ri"!f''! 


Ji:.:..i,:ii,:,:.  II  ::  .::n!  Il  lll  i  f  ■  .M  l 


:i 


Knoten  Bauch 

Flg.  200.    Stabläng88chwingung. 


^i  =  4Z|/ 


E 


am  festen  Ende  einen  Knoten,  am  freien  einen  Bauch,  dazwischen 
keine  ausgezeichnete  Stelle  (Fig.  269c). 

Die  Schwingungszahl  N  =  ^  imd  damit  die  Tonhöhe  ist  also 


T     - 


Wesen 


tlich  durch  die  Größe  a  =:  1/— ,  d.  h.  die  Wellengeschwin- 
digkeit im  Stabe,  bestimmt.  Für  Stahlstäbe  bestehen  folgende 
Verhältnisse :  iS7  --    2  •  10«  [kgcm  -  ^]  -  2  •  9,81 .  lO^i  [cm "  ^  grsec  -*] ; 


Q  —  7,85  [grem    ^].    Hieraus  wird 


i'f 


—  5  .  10^  cmsec  ~  *  und  für 
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5-105 
eine  Stablänge  i  =  50  cm  die  kleinste  SchMdngungszahl  -^1  ~  ^    cn 

=  5000  ,  Die  Longitudinaltöne  liegen  demnach  bei  Stäben  stets 
sehr  hoch.  Für  einen  gleichlangen  Goldstab  ist  dagegen 
E  =  0,785 .  10«  [kgcm  "  *] ,  g  =  19,3  [grcm  -  »]  und  damit  iV,  =  2000 . 
Zur  Untersuchung  der  Spanmmgs-  und  Energieverhältnisse  in 
dem  schwingenden  Stabe  knüpfen  wir  an  an  den  Ansatz  (5),  in 
dem  wir  das  Glied  mit  Bn  fortlassen. 

. , ,  V  .    njT       .         an  TT 

(11)  tt;,  =  sni  ---a;^„oo8 — —   t. 

Berechnet  man  jetzt  die  zu  t*„  gehörende   spezifische  Dehnimg 

,,^^  SUn  nTTÄn  UTlX  an  TT 

(12)  f  ==  ^  *»  =         -^  cos—-—  cos----  t  , 

ex  l  0  l 

Kit  TT  Ä 

SO  findet   sich   der  zu  ihrem  Größtwert  "  gehörige  größte 

Spannungsbetrag  zu 

(13)  a  =  ,£="''f»*\ 

Setzen  wir  eine  größte  Elongation  Aj^  für  den  Grundton  w  —  1  im 
Betrage  von  10"^  cm  bei  einem  Stahlstabe  von  50  cm  Länge 
voraus,  was  einer  mittleren  Tonstärke  entsprechen  dürfte,  so 
findet  sich  die  größte  Schwingungsspannung 

(14)  a=  125[kgcm-2]. 

Die  größte  im  Stabe  aufgespeicherte  Spann ungsenergie  F  finden 

wir  durch  Integration  der  spezifischen  Spannungsenergie  -^  - 
über  das  ganze  Stabvolumen 


(15)  F  = 


IF^E 


2 

0 


t  =  0 


wo  /  den  Stabquerschnitt  bedeutet.    Fühlt  man  die  Integration 
aus,  so  findet  sich 

(16)  F=  f^n^Ti^AU  • 


454  XI-  Schwingungen  fester  elastischer  Körper. 

In  dem  eben  angeführten  Falle  eines  Stahlstabes  (vom   Quer- 
schnitte /  =  1  cm*)  berechnet  sich : 

(17)  i'^OaCkgcm]. 

Die  elastische  Energie  ist  also  vergleichsweise  klein. 

In  entsprechender  Weise  berechnet  man  die  größte  kinetische 
Energie  £,  die  in  dem  Stabe  aufgespeichert  sein  kann,  aus  der 
elementaren  kinetischen  Energie 

durch  Integration  über  den  ganzen  Stab: 


(18)  X  = 


'JitP" 


2o 


wo  dm  =  Q  f  dz  einzuführen  und    v- -  auß  (H)  zu  berechnen  ist. 
Wir  erhalten  zunächst: 

Su  .   njTX    .     anjT    .    anjr 

(19)  ^-    =-sm-^-A,-j~sm—^t 

und  damit: 

a*  n^  ji^     A 

(20)  L=^~-^j-AlfQ,    . 

Weil  aber  a^  =  -    ist,  so  wird 

Q 

(21)  L=  f^n^jT^Aif, 

also  gleich  dem  Höchstbetrage  der  Spannungsenergie  (15),  wie 
es  sein  muß,  da  der  Schwingungsvorgang  im  Stabe  mit  einem 
gegenseitigen  periodischen  Austausch  der  beiden  Energieformen 
identisch  ist. 

3.  Quer  Schwingungen.  Wir  denken  uns  den  Stab  an 
einem  Ende  im  Nullpimkt  des  Koordinatensystems  so  einge- 
spannt, daß  seine  Achse  mit  der  »-Achse  in  der  Ruhelage  zu- 
sammenfällt (Fig.  270). 

Wir  betrachten  wieder  ein  Langenelement  Sx  und  stellen  die 
Differentialgleichimg  für  seine  Schwingimg  parallel  zur  y-Achse 
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auf.  Es  wirken  an  seinen  Enden  innere  Schubkräfte  — 8  und  +  S 
+  3^  da;  nebst  einer  äußeren  Kraft  7dx ,  deren  Resultierende  wird : 


dx 


c  S 

-  - dx  +  Ydx . 

öx 


Der  Trägheitswiderstand  des 
Elementes  ist 

Q^^;^\dx, 


i 


Fig.  270.    Stabquerschwinguiig. 


WO  Q  die  Dichte  und  q  den  Querschnitt  bedeutet.    Die  gesuchte 
Differentialgleichung  wird  alFo: 

d^y  _  IS 

Sx 


(22) 


^^et2-^  +^' 


Außer  der  Translationsbewegung  führt  das  Element  ex  auch 
noch  eine  Drehbewegung  aus  unter  dem  Einfluß  der  Momente 
der  Schubspannungen  und  der  Normalspannungen  und  etwaiger 
äußerer  Momente. 

Das  Moment  der  Schubspannungen  ist  Sdx,  wo  dx  den  Hebel- 
arm des  Kräftepaares  bedeutet.  Die  an  beiden  Enden  angrei- 
fenden Momente  der  Normalspannungen  sind: 

cN 
+  N+   ,^dx; 


—  N       und 


ox 


ein  etwa  vorhandenes  äußeres  Moment,  dessen  Betrag  für  die 
Längeneinheit  M  sei,  liefert  den  Anteil: 

Mdx  . 

Die  Resultierende  sämtlicher  Momente  ist: 

dN 
Sdx  +  -^~  dx-\-  Mdx , 

dx 

Um  den  Trägheitswiderstand  des  Elementes  gegen  Drehen 
zu  berechnen,  bemerken  wir,  daß  der  Winkel,  den  die  Achse  des 

8y 
Elementes  gegen  die  a;- Achse  macht,  gleich  -^-  ist.    Nun  setzen 

€7  X 

wir  den   Trägheitswiderstand   an   gleich   Trägheitsmoment   mal 
Winkelbeschleunigung  und  finden 
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wo  J  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  bedeutet.   Hiermit 
wird  aber  die  gesuchte  Differentialgleichung: 

Nach  den  Lehren  der  Elastizitätstheorie  ist  aber  das  Moment 
der  Normalspannungen  N  stets  gleich  dem  Produkt  aus  Elastizi- 
tätsmodul, Querschnittsträgheitsmoment,  Krümmung,  also 

(23a)  N  =  EJ'  .i. 

Eliminiert  man  nun  aus  (22)  und  (23)  die  Schubkraft  Sy  dann 
kommt  als  einzige  Differentialgleichimg  der  Ansatz: 

_  ,  d^y  d^v  d^y  dM 

(24)  ^^äl+^-'-J  =  ^'^ä.T^+^-6-^- 

Nimmt  man  an,  daß  äußere  Momente  M  nicht  vorhanden  seien 
und  vernachlässigt  den  Trägheitswiderstand  der  Drehbeschleuni- 
gung in  (24),  so  wird 

(24a)  ^  =  -1^' 

öx 

und  die  gesuchte  Differentialgleichung  lautet  einfacher: 

(25)  mZ^.+Ej'-^-Y. 

Hier  haben  wir  die  Bedingungen  zu  prüfen,  die  für  die  mög- 
liche Beschaffenheit  der  Stabenden  gelten. 

Für  ein  eingespanntes  Ende  verschwindet  sowohl   die 

dy 
Stabauslenkung  y  wie  die  Stabneigung   .     ,  d.  h.  es  muß  in  die- 
sem Falle  sein 

(25  a)  2/ =  0;       ;^     =  ^  (eingespannt). 

An  einem  freien  Ende  gibt  es  zunächst  kein  Moment  N  der 
Normalspannung;  ferner  werden  keine  Schubkräfte  /8  =  — ^- 

G  OH 

übertragen ;  es  muß  also  hier  gelten 
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An  einem  gestütztenEnde  gibt  es  keine  Stabauslenkung  y 
und  kein  Normalspannungsmoment  iV^;  also  muß  hier  sein 

(25  c)  y  =  0;       j^  =  0  (gestützt). 

Wir   wollen   nun   die   freien   Schwingimgen   aufsuchen,   also 
y  =  0  setzen. 

Dann  liefert  die  versuchsweise  Substitution 

(26)  y=5e»*', 

wo  S  eine  Funktion  nur  von  x  sein  soll,  für  Z  die  totale  Diffe- 
rentialgleichung : 

^  ix^        EJ 

pqk^ 
Kürzt  man  ab:  — „-,   =  w*,  so  hat  (27)  vier  partikuläre  Lö- 

sungen : 

g-mx  p+"*'^  g-tm«  ^  +  imx 

Unter  Einführung  zyklometrischer  und  h3^r bolischer  Sinus- 
und  Kosinusfunktionen  erhalten  wir  das  allgemeine  Integral 

(28)  S  =  Ai  cosm  x  +  A2  sinm  x  -f-  Bj  Kof m  x  +  B^  ©int»  x  . 

In  unserem  Falle   des  einseitig  eingespannten   Stabes   muß 

dS 
nach  (25a)  für  a;  =  0  auch  E  und    .     =0  sein.   Dies  liefert: 

CvX 

und  also 

(29)  S  '^A  (cosm x  —  (Sof m  x)  +  jB(sin m  o;  —  <Sin m  x)  . 

Femer  muß  noch  zur  Erfüllung  der  Bedingung   (25  b)    für 
d^E  d^E 

^  =  ^^    dx^  ""^  dx^  =  ^  '^^^- 
Diese  Bedingungen  liefern: 

A       cosm  l  +  (Sof m  l  _      sinm  Z  +  Sinm  l 
B       einml  —  (B\nml  cosm/  +  ©ofm/ 

Aus  dieser  Gleichung  leiten  wir  zur  Bestimmiuig  von  m  die 
Beziehung  ab 

(31)  cosmZKofmZH-  1  =  0. 
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Diese  Beziehung  heißt  die  Periodengleichung.  Alle  Werte  m, 
welche  diese  Gleichung  befriedigen  (siehe  Fig.  271),  liefern  ver- 
möge der  Beziehung: 


gqk^ 
EJ 


=  mr 


Flg.  271.    Löeung  der  Feriodengleichung  cofiin/Sofm^  +1  =  0. 

Werte  von  i,  mittels  deren  sich  das  allgemeine  Integral   (26) 

schreibt : 

(32)  y  =  JS; .  CiQO^{1cii  +  Fi) . 

Die  Berechnung  der  Werte  m  resp.  k  wollen  wir  hier  nicht  aus- 
führen. Wir  geben  nach  den  Rechnungen  von  Lord  Rayleigh  ^ 
die  niedrigsten  Losungen  an: 

w,  =  0,597  ~  , 


m.»  ^  1 ,494  ~  , 

V 


TT 


wi3=i>,500-    , 


mittels  deren  sich  die  Schwingungszahlen 


(33) 


1         ki 


für  jeden  Stab  berechnen  lassen. 

4.    Eingespannter     Stab     mit    Einzelmasse     am 
freien  Ende.    Wir  vervollständigen  jetzt  die  Berechnung  der 
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Lamellen  des  Frequenzmessers  von  Frahm,  die  in  §23  abge- 
brochen wurde,  unter  Berücksichtigung  der  gleichmäßigen  Ver- 
teilung der  Lamellenmasse  über  ihre  ganze  Jjänge. 

Es  handle  sich  also  um  einen  eingespannten  Stab  nach  Fig.  272, 
der  am  freien  Ende  die  Masse  Jtf •  .^ 


'2 


des  Trägheitsmomentes  ö  trägt,  y,v-<y^  pi 

deren  Schwerpunktsverschiebung  ^^  -^^ 

mit  «•  bezeichnet  werde;  nähe-        "^^^  ^ 

.        .  ,    ,    r  A  ,  .  ^-  272.    Stab  mit  Einselmaase. 

rungsweise  ist  mfolge  der  star- 
ren Verbindung  zwischen  der  Lamelle    und    der  Masse  y^  zu- 
gleich die  freie  Endauslenkung  des  Stabes. 

Wir  legen  wieder  den  allgemeinen  Lösungsansatz  (26)  zugrunde, 
den  wir  bis  zur  Berücksichtigung  der  Endbedingimgen  für  a;  =  0 
im  Ansatz  (29)  verfolgen.  Von  hier  aber  ab  ändert  sich  die  Be- 
trachtungsweise, weil  für  a;  =  i  kein  freies  Ende  vorliegt.  Viel- 
mehr überträgt  die  Masse  M^  vermöge  ihrer  Trägheit  sowoU 
Schubkräfte  wie  Normalkräfte  aui  den  Endquerschnitt  x=l. 

dN 
Die  Schubkräfte  S  =  ~   ^      werden  geliefert  von  der  Massen- 

trägheit  gegen  Verschieben  JSf  ^       ^    ,   so  daß  gilt : 

Femer  wird  ein  Moment  N  der  Normalkräfte  geliefert  vom  Träg- 
heitswiderstand der  Endmasse  gegen  Verdrehen: 


dtAdx 


Ir 


d.  h.  es  muß  sein : 

«     — -«(D),.,-«i;(0L, 

Die  negativen  Vorzeichen  stehen  hier  bei  S  imd  N,  weil  d*j 
elastischen  Kräfte  den  Auslenkungen  entgegenwirken. 

Führen  wir  nun  die  Operationen  (34)  und  (35)  an  dem  aus  (26) 
unter  Fortlassüng  des  Lidex  i  folgenden  Ansatz: 

y  =  i:[A{coBmx  —  Sofwx)  +  B{smmx  —  Qxnm  x)]{coh  kt  +  e) 

durch,  so  findet  sich  nach  einigen  leichten  Zwischenrechnungen 
mit  (34): 
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A (sinm i  —  ©in  mt)  —  B (cos ml-\-  Eof  m l) 


(34  a) 


Mofn 


QQ 


{A  (cosm  l  —  Eof  m  l)  +  B{Binml  —  ©in  m  l)} 


und  mit  (36): 


(35  a) 


A{cosml  +  KofmZ)  +  ^(siiimZ  +  &nml) 


3 


^  +    -     {^(sinm/  -[-  ©inmZ)  —  B{co&fnl  —  Sojm^))  . 


Mit  den  Abkürzungen 

M 


ml  ^  a  ;       a  = 


2 


Jf, 


igß       Jlfj 


ß- 


ß 


PqQ 


0 


(Afi  =  Lamellenmasge)  findet  sich  aus   (34a)  und   (35a)   durch 

A 
Fortschaffung  von    „  die  Periodengleichung: 

I  1  -  a/ya4+  "^  "^^V    -a(aa4^r72)tga 
(36)  cosogofa  ^        -T  /^     y  « 

[  +  o(ao  —  ßo^)%Qo  =  0  . 

Mit  ilf2=Ö  =  ^»  d-h-  'Ä*=/8  =  0  erhält  man  aus  (36)  wieder 
die  Periodengleichung  (31)  des  eingespannten  Stabes  ohne  Masse 
am  freien  Ende. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (36)  ermittelt  man  am  besten 
durch  die  Schnitte  der  beiden  Kurven 


'(36  a) 


1  +  (xßo^         ,         .    ^   ,, 

2^1  =  fc'c a(aa  +  /?a«)tga 

cosa©o)a 


und 


^2=— l  +  ö^/?a*  —  o((xo  —  y?a*)2fl(7  . 


Die  erste  dieser  Kurven  hat  Pole  bei  — ,    - — ,  .  .  . ,    während 

Zt        £i  2t 

die  zweite  wie  a*  ins  Unendliche  strebt.  Daher  liegen  die  höheren 
Wurzeln  der  Periodengleichung  (36)  ebenso  in  der  Nähe  der  un- 

71 

geraden  Vielfachen  von        wie  die  Wurzeln   von  (31),  d.h.  die 

höheren  Eigenschwingungszahlen  einer  eingespannten  Lamelle 
werden  durch  Hinzufügen  einer  Masse  am  freien  Ende  wenig 
beeinflußt. 
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Um  die  untersten  Eigentöne  zu  untersuchen,  legen  wir  nach 
Multiplikation  mit  cosa  in  den  Ansätzen  (36  a)  tmd  unter  Ver- 
nachlässigung des  Trägheitsmo- 
mentes O  der  Zusatzmasse  {ß  =  0) 
die  Teilkurven  zugrunde: 


(37) 


«1  =  ^  . oc  a^aino   und 

Kofa 


Vi  =  —(1  +  Äa«)S:gaco8o. 

Diese  Kurven  sind  in  der 
Fig.  273  für  das  Massen  Verhältnis 

Ä  —      *  =         gezeichnet.      Die 

Abszissen  ihrer  dem  Anfangs- 
punkt am  nächsten  liegenden  drei 
Schnittpunkte  ermitteln  sich  zu  : 

a,  =0,4671  ; 
ag  =  1,29  TT  ; 
03  =  2,23  TT  . 

Demgegenüber  liegen  die  nie- 
dersten Eigentöne  des  einge- 
spannten Stabes  ohne  Zusatz - 
masse    (nach    Lord    Rayleigh) 

mi  i  =  0,60  TT ; 
m^l  =  1,49  71 ; 
rn^l  —  2,50  n 

wesentlich  höher. 

Die  Schwingungszahlen  der 
beiden  ersten  Eigentöne  verhalten 
sich  wie  1  :  1,7,  d.  h.  durch  eine 
Zusatzmasse  von  \  der  Größe 
der  Lamellenmasse  wird  der  erste  fQ 
Eigenton  etwa  um  eine  große 
Sexte  (5  :  3)  erniedrigt.  Die 
höheren  Eigentöne  erscheinen 
schwächer  beeinflußt. 


FiR.  273.  Periodengleichung  des  Stabes  mit 
Elnselznasfle. 
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§  91.  Erschütterungen  ron  Lenehttürmen  im  Winde. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  kann  man  zur  Be- 
urteilung der  Erschütterung  hoher  Gebäude  im  Winde  heran- 
ziehen. 

Natnentlich  Leuchttürme  sind  in  dieser  Hinsicht  oft  von 
französischen  Forschem  geprüft  worden. 

Wir  entnehmen  RibiÄre^^)  eine  Tabelle,  die  sich  auf  Er- 
schütterungsmessungen mit  Hjlfe  eines  x>Allographähnlichen  In- 
strumentes stützt. 


Name  des  Tunnes 


Höhe  iD  m 


Barfleur   . 
Planier  .  . 
La  Cauche 
lle  Vierge 
La  Coubre 


66,0 
54,0 
48,0 
70,0 
54,0 


Dauer  einer 
Schwingung  in  sec 

0,83 
0,56 
0,86 
0,77 
0,71 


Amplitude  der 
Schwingungen  In  mm 

0,5 
Unmerklich 

2,0 
Unmerklich 

2,0 


Berechnen  wir  jetzt  die  Dauer  der  langsamsten  Eigen- 
schwingung eines  Turmes  von  Z  =  50  m  Höhe,  7,5  m  äußerem 
und  4,0  m  innerem  mittleren  Durchmesser. 

Man  findet  zunächst  den  mittleren  Querschnitt  des  Tur- 
mes zu  g  =  31,4  [m*] ,  das  äquatoriale  Trägheitsmoment  zu 
J  =  142  [m*] .  Nimmt  man  weiter  den  Elastizitätsmodul  des  Mauer- 
werks zu  360  000  [kg/cm-«]  und  die  Dichte  zu  ^  =  2,3  [g/cm-s], 

so  wird  die  Größe  1/  —  ,   die  nichts  anderes  ist  als  die  Fort- 

r  Q 

Pflanzungsgeschwindigkeit   des    Schalles   im   Mauerwerk,   gleicli 
3900[m/sec-i]. 

Mit  diesen  Werten  wird  schließlich  die  längste  Schwingimgs- 
dauer,  welche  möglich  ist: 


^1  =  - 


2li 


yi}  -  "■ 


68  sec. 


,T.  (0,597)2 

ein  Wert,  welcher  mit  den  nach  der  Tabelle  beobachteten  gut 
übereinstimmt. 

§  92.  Die  Schiffsvibrationen  i^^). 

1.    Die  Schiffsvibrationen  sind  eine  Resonanzerscheinung.  Der 
Schiffskörper  ist  ein  elastischer  Stab  sehr  verwickelter  Bauart,  der 
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sowohl  als  Ganzes  betrachtet  Schwingungen  ausführen  kann,  dessen 
einzelne  Bestandteile  (Platten,  Balken  usw.)  aber  auch  für  sich 
schwingen  können. 

So  kommen  für  ein  Schiff  eine  große  Zahl  von  „Eigentönen" 
in  Betracht,  die  beim  Zusammenklang  mit  den  Perioden  erregender 
Kräfte  zu  Resonanz  und  damit  zu  heftigen  Vibrationen  der 
Schiffsbauteile  Anlaß  geben  können. 

Die  Untersuchung  dieser  Vorgänge  Uefert  nun  nur  im  Falle 
der  Schwingung  des  Schiffes  als  Ganzes  übersichtliche  und  all- 
gemeingültige Verfahren  und  Ergebnisse,  während  man  hinsicht- 
lich der  Erschütterungen  von  einzelnen  Bauteilen  auf  die  Be- 
trachtung an  Hand  von  §  49  (Fundamentschwingungen)  an- 
gewiesen ist. 

Über  die  elastische  Eigenschwingung  eines  Schiffes  als  Ganzes 
betrachtet  erhält  man  zunächst  einen  Überblick,  wenn  man  es 
als  einen  gleichförmigen  Stab  gleicher  Gesamtmasse  und  gleichen 
mittleren  Trägheitsmomentes  betrachtet,  der  an  seinen  beiden 
Enden  frei  ist.  Von  den  drei  möglichen  Schwingungsarten,  die  für 
einen  solchen  Stab  in  Betracht  kommen  (§  90, 1),  sind  beim  Schiff 
vorzugsweise  die  Biegungsschwingungen  von  Wichtigkeit. 

Aus  den  Ansätzen  (25  b)  und  (28)  des  §  90  finden  wir  die  zur 
Bestimmung  der  Eigentöne  des  frei-freien  Stabes  dienende  Pe- 
riodengleichung durch  Fortschaffung  von  A^,  B^,  A^^  B^  aus: 

=  -m^(^i  -  J5j)  =  0 

a;  =  0 

=   -m^AyCO^ml  +  A2su\ml  —  B^{S.o\ml  —  B^Qinml) 
*  =  '  =0 

-  -mHA^  -  B^)  =  0 

x  =  0 

===m'\AiSmml—A2COsml-\-B^(Bxnml-{-B^{lo]ml)==0 

x  =  l 


cosmZKofwi  =  1  , 
deren  Auflösung  nach  m  l  die  niedrigsten  Eigentöne  liefert : 
TWi  Z  =  2,51  71  ,         711.2  l  =  3,10  71  ,  fn^l  =  3,50  n  . 
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Mit  diesen  Werten  erhält  man  die  drei  untersten  Schwingungs- 
gestalten  des  frei-freien  Stabes  durch  den  Ansatz 


(2a) 


{ 


y  =  A  {(cosm l  —  Eof m l)  {oosmx  +  Eof m x) 
+  (sinm^  +  Sin  mZ)  (sin  ma;  +  Stnma:)) 


Flg.  274. 


oder  nac^h  den  Fig.  274—276,  von  denen  die  erste  für  die  Beurteilung 
der  Schwingungsform  eines  Schiffskörpers  in  erster  Linie  in  Be- 
tracht kommt.  Danach  be- 
steht in  etwa  ^j^  der  Stab- 
oder Schiffslänge  von  den 
KndonjeeinSchwingungs- 
k  n  o  te  n.  Je  mehr  die  Massen - 
Verteilung  des  Schiffes  von 
der  Stabähnlichkeit  ab- 
weicht, desto  mehr  ändert 
sich  diese  Knotenlage  sowie 
der  Ausschlag  der  Stabachse. 
Nach  Fig.  277  liegt  die 
Nullage  der  Schwingungs- 
linie so,  daß  sie  stets  eine 
Schwerachse  des  schwingen- 
den Stabes  ist.  Fügt  man 
nun  zur  Stabmasse  m  in  der 
Mitte  noch  eine  Einzelmasse 
ilf  hinzu,  so  muß  die  Nullage 
des  neuen  schwingenden 
Systems  m  -\-  M  wiederum 
eine  Schwerachse  werden, 
d.  h.  sie  muß  nach  Fig.  277 
HM 


_J 

iy 

A 

^f3^r*y 

\ 

§ 
^"^ 

Y 

'/-c^aoa-^ 

1 

Fig.  275. 


Fig.  276. 
SdiwingUDgsgegtalten  des  frei-freien  Stabes. 


an  die  Einzelmasse  um  das  Maß  h  =  - 


heranrücken,   wo- 


w  +  Jf 

durch  der  Scheitelausschlag  sich  entsprechend  verkleinert.  Dem- 
gemäß rücken  die  Knotenpunkte 
mehr  nach  der  Mitte.  Einer 
solchen  Massenverteilung  würde 
ein  Schiff  entsprechen,  welches 
in  der  Mitte  stark  belastet  ist. 
Andererseits  bewirken  Massenanhäufungen  an  den  Enden  des 
Schiffes  ein  Abwandern  der  Knoten  nach  außen. 


Fig.  277.    Stab  mit  KinRolnrnsse. 


g  »2.     Dio  HchiHavibratio 

Die  Fig.  278  zeigt  die  experiraen-  ■£ 
teil  erraittelteti  Schwingungsgeetalten 
der  I^Jiga&chse  eines  Torpedobootes, 
deren  Knotenpunkte  voneinander  nur 
unwesentlich  weniger  als  die  halbe 
Schiff sl&nge  abstehen.  Der  hintere 
Knotenpunkt  liegt  ziemlich  genau  auf 
</4  Schiffslänge,  wonach  auf  eine  starke 
Belastung  der  hinteren  zwei  Schiffs- 
drittel zu  BchlieBen  ist. 

Die  Ermittelung  der  Eigentöne 
und  der  Knotenpunkte  des  Schiffs- 
körpers ist  maßgebend  für  die  Beseiti- 
gung oder  Femhaltung  schädlicher 
Schiffs  vi  brationen . 

Sind  diese,  wie  eingangs  bemerkt, 
eine  Resonanzerscheinung,  so  hat  man 
nach  den  periodischen  erregenden  Ur- 
sachen zu  fragen,  die  mit  den  Eigen- 
tönen des  Schiffs  in  Gleichklang  treten 
können,  wodurch  ja  die  Vibrationen 


Diese  schwingungserregenden  Ur- 
sachen sind  in  erster  Linie  in  den 
Massendrücken  und  Massendruck - 
momenten  der  Kol  benschiff smaschi- 
nen  zu  suchen. 

Bekanntlich  hat  das  Au^leichs- 
verfahren  nach  Schlick-Taylor 
zum  Ziel,  diese  Massenwirkungen  und 
damit  die  schwingungserregenden  Ur- 
sachen zu  vernichten. 

Insofern  aber  oft  nur  unvoll- 
kommen ausgeglichene  Maschinen  vor- 
liegen, so  bleibt  nichts  übrig,  als  die 
Eigenschaft  der  Vibrationsfreiheit  in 
anderer  Weise  herbeizuführen,  ent- 
weder indem  man  die  Umlaufszahl  der 
Maschine  möglichst  verschieden  macht  8   MI    i\ 

Hirt,   »flurlnmina-Pi-hre.    S.  Aufl.  3(' 
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von  dem  Eigenton  des  Sohiff es,  oder  indem  man  die  nicht  ganz  aus- 
geglichene Maschine  im  Schiffe  so  aufstellt,  daß  ihre  Bestmassen- 
wirkimgen  möglichst  wenig  Gelegenheit  haben,  schwingungs- 
erzeugend  am  Schiffskörper  anzugreifen. 

In  Fig.  278  sind  die  Schwingungslinien  des  Torpedobootes 
für  verschiedene  Maschinenumlaufzahlen  eingezeichnet ;  das  untere 
Schaubild  gibt  unmittelbar  den  Zusammenhang  der  Größe  der 
Schwingungsamplitude  auf  dem  hintersten  Schiffsspant  mit  der 
Maschinendrehzahl.  Demnach  würde  in  der  Nähe  von  230  bis 
235  i.  d.  Min.  der  unterste  Eigenton  des  Torpedokörpers  liegen ;  bei 
Maschinendrehzahlen  genügend  weit  unter  oder  über  dem  Eigen- 
ton nehmen  die  Ausschläge  der  Schwingungslinie  kleinste  Werte  an. 

Über  den  Einfluß  des  Aufstellungsortes  der  Schiffsmaschinen 
auf  die  Größe  der  Vibrationen  gibt  die  folgende  Betrachtung 
Aufschluß. 

Die  restlichen  Massenwirkungen  der  Maschine  lassen  sich  auf 
eine  Einzelkraft  in  der  mittleren  Querschiffsebene  der  Maschine 
und  ein  Kräftepaar  in  deren  mittlerer  LÄngsschiffsebene  zurück- 
führen. Da  die  Knotenpunkte  der  Schwingungslinie  als  Dreh- 
punkte aufzufassen  sind,  so  wird  der  Einfluß  der  (Vertikal- 
komponente der)  Einzelkraft  verschwinden,  wenn  sie  durch  den 
Knotenpunkt  geht,  also  kein  Moment  in  bezug  auf  diesen  hat. 

Dagegen  kommen  die  Massendruckmomente  voll  zur  Geltung, 
wenn  ihre  Paarkräfte  etwa  zu  beiden  Seiten  eines  Knotenpunktes 
angreifen. 

Demnach  bedingt  das  Verschwinden  der  Massenwirkungen 
eine  gewisse  Gegensätzlichkeit  bezüglich  der  Aufstellung  der  Ma- 
schine, von  der  man  am  meisten  frei  ist,  wenn  die  Maschine  etwa 
auf  Massendrucke  oder  auf  Massendruckmomente  ausgeglichen 
ist.  Im  ersteren  Fall  stellt  man  sie  möglichst  entfernt,  im  zweiten 
möglichst  nahe  einem  Knotenpunkt  auf. 

2.  Welche  Maßnahmen  aber  auch  ergriffen  werden,  stets  ist 
die  Kenntnis  wenigstens  des  ersten  Eigentones  oder  auch  damit 
zusammenhängend  der  Lage  der  Knotenpunkte  der  Schwingungs- 
linie  notwendig. 

Zur  Ermittlung  dieser  betrachtet  man  das  Schiff  als  einen 
einzigen  elastischen  Stab,  bei  welchem  sowohl  der  Querschnitt 
wie  das  Trägheitsmoment  eine  z.  B.  graphisch  gegebene  Funktion 
der  Schiffslänge  x  ist.    Mit  dieser  Festsetzung  nehmen  wir  an, 
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daß  die  Schiffsvibrationen  einer  Gleichung  genügen  entsprechend 
Gleichung  (25)  in  §  90,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  q  und  J 
von  X  abhängig  sind. 
Wir  schreiben  also 

(4)  ,,(^)^  +  £^___(j(,)_^)  =  y. 

Daß  hier  J{x)  unter  dem  Zeichen  ^r—^  stehen  muß,  ergibt  sich 

aus  der  Ableitung  der  Gleichung  (25)  des  Paragraphen  90.  Die 
Kräfte  Y  können  verschiedener  Art  sein.  In  erster  Linie  sind 
es  die  Reaktionen  der  Schilfsmaschinen;  es  können  aber  auch 
Schwankungen  des  Propellerschubes  sein,  hervorgerufen  durch 
Ungleichheiten  der  einzelnen  Propellerflügel,  wie  Schlick  nach- 
gewiesen hat. 

Welches  nun  auch  die  störenden  Kräfte  sein  mögen,  stets 
sind  die  Vibrationen  eine  Folge  von  Übereinstimmung  zwischen 
den  Perioden  der  störenden  Kräfte  und  den  Perioden  der  mög- 
lichen freien  Schwingungen  des  Schiffes.  Es  ist  also  die  Aufgabe 
zu  lösen,  die  durch  Gleichung  (4)  mit  Y  =  0  bestimmten  freien 
Schiffsschwingungen  zu  ermitteln.  Um  dies  auszuführen,  setzt  man 

wo  X  und  T  Funktionen  von  x  und  t  allein  sind.  Dadurch,  daß 
man  zur  Gleichung  (4)  ml^g  q(x)  XT  additiv  und  subtraktiv  hin- 
zufügt, wird  diese  partielle  Gleichung  in  zwei  totale  zerlegt: 

+  m^T  =  0       und 


(5) 


E 


d^  1  ^,  ^  d^X\ 


dx^ 


{jix)^^"^^  m^^Qq{x)X=^0, 


Diese  beiden  Gleichungen  dienen  zur  Ermittlung  der  Perioden 
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,wof ür  L.  G  ü  m  b  e  1  ^^)  ein  graphisches  Verfahren  angegeben  hat. 

Im  folgenden  wollen  wir  das  Gümbelsche  Verfahren  im  An- 
schluß an  die  Darstellung  von  A.  Kriloff  und  C.  H.  Müller^^"^) 
mit  unseren  obigen  Ansätzen  (5)  in  Zusammenhang  bringen  und 
einer  analytischen  Beleuchtimg  unterwerfen. 

Zunächst  sind  unsere  Ansätze  (5)  durch  die  Anfangs-  und 
Grenzbedingungen  zu  ergänzen. 

30* 
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Die  ersteren  verlangen  für  den  Stab  eine  zur  Zeit  1  =  0  ge- 
gebene Gestalt  und  Greschwindigkeitsverteilung  etwa  entsprechend 

(6)  y  =  F(x),        ^  =  f{x),        t  =  0. 

et 

Die  Grenzbedingungen  aber  haben  auszusagen,  daß  bei  dem  frei- 
freien Stab,  als  welcher  ja  ein  Schiff  betrachtet  werden  kann, 
an  den  Enden  weder  Momente  noch  Schubkräfte  zu  tibertragen 
sind.    Es  muß  also  gelten: 


(7) 


iV  =  0  ,      /Sf  =  —  -'       =0    oder 


— ^  =  0  ,      — —  =  0 
[  dx^  '       Sx^ 


für  ir  =  0  und  x  =  l . 


Bei  Gümbel  werden  die  Bedingungen  (6)  stillschweigend  in 
der  speziellen  Form  der  anfänglich  in  Ruhe  befindlichen  geraden 
Stabgestalt  mit 

F(x)  =  0       und       f(x)  =  0 

vorausgesetzt. 

Die  Bedingungen  (7)  erscheinen  bei  Gümbel  in  der  Form 

(7a)  m  =  0       und       ^Lco^ydM  =  0  , 

wo  -2"  sich  auf  eine  Summierung  längs  der  Stabachse  bezieht. 
Der  Zusammenhang  des  Ansatzes  3)?  =  0  mit  (7)  ist  ohne 

weiteres  ersichtlich,  da  ja  SR  =  ^J-^^gilt  [Vgl.  §  90,  Gl.  (23a)]. 

U  X 

Dagegen  bedarf  die  zweite  Bedingung  (7  a)  der  näheren  Be- 
trachtung. Die  Gümbelschen  Zeichen  co,  y,  t^Jf  entsprechen  der 
Reihe  nach  den  unsrigen  m,  X,  Qq(x)dx,  so  daß  wir  unter  Ver- 
tauschung des  Summenzeichens  mit  dem  Integralzeichen  schreiben 
können : 

(8)  lm^QXq(x)dx  =  0  . 

0 

Mit  der  zweiten  Gleichung  (5)  kann  man  aber  hierfür  schreiben 
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oder  nach  Ausführung  der  Integration 


(10) 


E 


d 
dx 


E 


d 


dx 


[jix)^^ 


d^X\ 


- 


dx^/ 


=  0. 


Nach  (23a)  §90  kann  man  hierfür  schreiben: 


(11) 


dN^ 

.  dx 


dN 
dx 


=  0 


Da  das  zweite  Glied  nach  (7)  verschwindet,  bleibt  nur  übrig 
[mit  Gl.  (24a)  §  90] 


(12) 


.  dx 


Demnach  ist  die  zweite  Güm  bei  sehe  Grenzbedingung  (7  a)  iden- 
tisch mit  unserer  zweiten  (7). 

Der  gewöhnliche  Gang  der  Lösimg  des  Ansatzes  (5)  wäre  nun 
der,  daß  man  für  die  zweite  Gleichung  desselben  vier  voneinander 
unabhängige  partikuläre  Integrale  0^(x){v  =  l  .  .  .  4)  aufsucht, 
in  denen  natürlich  die  willkürlich  angenommene  Größe  m  vor- 
kommen muß.    Damit  wird  das  allgemeine  Integral  von  {5)^: 

(13)  Z  =  ^0;<P.(a;). 

1 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  Cy  können  etwa  X 
und  seine  ersten  drei  Ableitungen  in  einem  bestimmten  Punkte 
X  =  a  herangezogen  werden.    So  erhält  man  die.  Ansätze 


Z(/')(a)  =  >;C,  0i"Ha)  ,       /i  =  0,  1 ,  2,  3  . 


(14) 


Durch  Auflösung  dieser  nach  den  Konstanten  C^  finden  sich 
letztere  als  lineare  Funktionen  der  X^''^(a),  die  man  in  (13)  einzu- 
setzen hat.  Ordnet  man  dann  die  rechte  Seite  nach  den  X^^^ä), 
so  findet  sich  mit  neuen  Fimktionszeichen  ^(x),  die  lineare 
Aggregate  der  Funktionen  ^y{x)  sind, 

( 15)  Z  =  JC  (a)  !Pi  {X)  +  r  (a)  !P,  {z)  +  X"  (a)  W^  (x)  +  X'"  (a)  !P,  {x) . 

Hier  sind  die  Funktionen  ^y{x)  nicht  ermittelbar;  wählt  man 
aber  a  =  0,  so  müssen  X"(a)  und  X"'(a)  auf  Grund  der  Grenz- 
bedingungen verschwinden,   d.  h.  (15)  zieht  sich  zusammen  auf 

(16)  X  ==  X{a)  ^,{x)  +  r(a)  ^^^[x)  , 
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wo  W^  und  ^2  ^^^  Eigenschaft  haben  müssen: 


I 


damit  am  Stabende  a:  =  0  wird 

(18)  -X"x=o  =  -2^0       ^^^       ^x=o  =  ^0  • 

Nach  (16)  wird  also  die  Stabgestalt,  abgesehen  von  der  Un- 
bekannten m  y  die  in  den  !Pi  mid  ^2  vorkommt,  durch  die  Aus- 
lenkung Xq  und  die  Richtung  Xq  der  Stabachse  am  linken 
Stabende  bedingt,  wobei  natürlich  die  Stabrichtung  so  gewählt 
werden  muß,  daß  am  rechten  Stabende  die  Gleichungen  (7)  oder 
(7  a)  erfüllt  werden.  Wir  haben  also  gewissermaßen  zwei  Gleichun- 
gen zur  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten  Xq  und  m ;  auf  den 
Ausschlag  Xq  kommt  es  nicht  an,  da  er  nur  auf  den  Ordinaten- 
maßstab  Einfluß  hat. 

Zur  Lösung  der  Aufgabe  schreibt  Gümbel  zwei  Gleichungen 
an,  die  zusammen  den  zweiten  Ansatz  (5)  ergeben  (wir  benutzen 
fortan  unsere  Zeichen): 

(19)  N  =  EJ(x)  -^  ,        ^^  =  m«  ö  q(x)  X 

und  benutzt  sie  zur  graphischen  Konstruktion  der  Schwingungs- 
linie X  und  der  Momehtenlinie  N.  Die  erstere  beginnt  am  linken 
Stabende  mit  dem  schon  oben  willkürlich  festgelegten  Ausschlag 
Xo  und  der  ebenso  willkürüch  angenommenen  Stabrichtung  X^. 
Damit  ist  es  möglich,  für  das  erste  Stabelement  der  Länge  d  x  den 
Wert  von  m^Qq(x)Xdx  zu  berechnen,  sofern  q{x)  für  die  ganze 
Stablänge  graphisch  oder  numerisch  gegeben  ist  und  für  m  ein 
willkürlich  gewählter  Zahlenwert  angenommen  wird.  Zweckmäßig 
wird  man  ihn  so  festlegen,  daß  er  dem  niedrigsten  Eigenton  des 
dem  Schiffe  entsprechenden  gleichmäßigen  Stabes  mit  der  Schwin- 
gungsgleichung 

(20)  EJ„^f-  -^i^e<lm^  =  Q 

gleich  kommt,  wo  gesetzt  ist: 

/  i 

(21)        ^Jm  =  -Yij{oc)dx       und       qm  =  -j  i  q(^)^^  ^ 

0  6 
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Der  sonach  für  das  erste  Stabelement  berechnete  Wert  von 
fi^  Q  q(x)  X  dx  bestimmt  aber  nach  der  zweiten  Gleichmig  (19)  die 

Änderung  d  -^ —  der  Richtung  der  Momentenlinie.   Für  diese  gilt 

als  Anfangsbedingimg  die  bisher  noch  nicht  berücksichtigte  Grenz- 
bedingung am  linken  Stabende 


(22)  iVr,=o  =  0       und 


ldN\       _ 
\  dx  /x=o 


d.  h.  die  Momentenlinie  hat  links  beim  ersten  Stabelement  mit 
horizontaler  Tangente  zu  beginnen.    Dann  liefert 

(23)  d  (^]  -  ju^Q  q(x)  X  dx 

graphisch  die  Richtung  der  Momentenlinie  und  damit  N  selbst 
für  das  zweite  Stabelement.  Das  so  gewonnene  N  wird  sogleich 
nach  der  ersten  Gleichung  (19)  benutzt,  um  mit 


'">        '{^)-i-^--" 


N 
J(x) 


die  Richtung  der  Schwingungslinie  für  das  zweite  Stabelement 
zu  bestimmen,  die  oben  für  das  erste  Element  vermöge  der  Grenz- 
bedingungen 

X^^o  =  Xq       und       Xx^o  =  Xo 

gewonnen  war.    Jedenfalls  ergibt  sich  eine  Stabgestalt  (Schwin- 

N 
gungslinie)  X  =  (p{x)  als  Seilpolygon  zur  Belastungslinie    ., 

^J  (X) 

und  eine  Momentenlinie  Nx  =  y>  (x)  als  Seilpolygon  zur  Belastungs- 
linie m^Qq(x)X,  Zu  jedem  Seilpolygon  entsteht  dabei  ein  Kräfte- 
plan,  von  denen  uns  der  zu  N^  gehörige  interessiert.  Seine  Schluß- 
kraft  ist  identisch  der ,  Schubkraft 

« 

—8i  =  I  m^gX  q{x)  dx 

0 

am  rechten  Schiffsende,  die  mit  Rücksicht  auf  die  Grenzbedingim- 
gen  (7  a)  zu  Null  werden  soll.  Ebenso  soll  zu  Null  werden  das  Mo< 
ment  am  rechten  Schiffsende 

Ni  =  yf(l)  . 
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Nach  Voraussetzung  sind  Si  und  Ni  abhängig  nur  von  m*  und 
Xq]  durch  Variierung  dieser  angenommenen  Werte,  jedesmalige 
Wiederholung  der  ganzen  Konstruktion  und  Interpolation  erhält 
man  die  Möglichkeit  m*  und  Xq  so  zu  wählen,  daß  Si  und  Ni  ver- 
schwinden, d.  h.  daß  die  Grenzbedingungen  (7  a)  erfüllt  werden. 

So  ergeben  sich  Eigenschwingungsperiode  und  Schwingungs- 
gestalt auf  graphischem  Wege,  ohne  daß  es  nötig  wäre,  die  Perioden- 
gleichung aufzustellen. 

§  93.  Schwingungen  von  Brücken  und  Fachwerken.  ^^^) 

1.  Die  Beanspruchung  von  Fachwerken  rührt  im  allgemeinen 
her  von  den  statischen  Belastungen,  die  der  gewöhnlichen  Berech- 
nimg  zugrunde  gelegt  werden.  Daneben  treten  aber  im  Betriebe 
oft  Beanspruchungen  dynamischer  Natur  und  damit  zusätzliche 
Spannungen  in  den  Fachwerksgliedem  auf,  zu  deren  Berechnung 
die  Methoden  der  gewöhnlichen  Statik  der  Baukonstruktionen 
nicht  ausreichen. 

Im  aUgemeinen  rühren  die  dynamischen  Beanspruchungen  her 
von  den  Verkehrslasten,  die  auf  das  Bauwerk  einwirken.  So  ist 
z.  B.  die  Geschwindigkeit  nicht  gleichgültig,  mit  welcher  ein 
Fahrzeug  über  eine  Brücke  fährt.  Auch  wenn  die  Brücke  als  ein 
an  seinen  Auflagern  gestützter  Vollträger  betrachtet  werden  kann 
und  eine  Einzellast  stoßfrei  über  sie  hinweggeht,  so  kann  man  von 
einer  dynamischen  Beanspruchung  durch  die  wandernde  Last 
reden. 

Besteht  die  wandernde  Last  aus  einem  Eisenbahnzug,  so  wird 
die  dynamische  Beanspruchung  zur  Schwingungsbeanspruchung. 
Diese  rührt  her  von  der  periodischen  Wirkung  der  Fliehkräfte 
der  Gegengewichte  der  Lokomotive  oder  von  den  rhythmischen 
Stößen  der  Radsätze  beim  Überschreiten  der  Schienenlücken. 

Diese  periodischen  Wirkungen  sind  besonders  wichtig,  weU 
sie  in  Resonanz  treten  können  mit  den  Eigentönen  der  Brücken- 
konstruktion, mag  diese  nun  als  Voll- 
wandträger oder  als  Fachwerk    ge- 
baut sein. 

2.    Die  Untersuchung  der  Bean- 

Fig.  279.  Brücke  mit  wandernder  Last.  ,  .  ..i     i.   i        -r»   n 

spruchung  emer  gewöhnlichen  Balken- 
brücke durch  eine  wandernde  Last  ist  zuerst  von  G.  G.  Stokes"*) 
unternommen    worden.       Er    setzt    nach    Fig.  279    die    Länge 
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der  Brücke  =  21,  den  unbekannten  Druck  der  wandernden  Last 
M  g  =  R,  die  Mittendurchbiegung  der  Brücke  bei  in  der  Mitte 
ruhender  Last  =  S.  Mit  einem  vorläufig  unbestimmten  Faktor 
C  gilt  dann: 

(1)  y^CRiP-x^)^  . 

Hier  bestimmt  sich  G  durch  die  Bedingung :  y  =  S  für  R  =  Mg 
und  X  =  0  zu 

Damit  wird 

Die  dynamische,  die  Masse  M  antreibende  Wirkung  ist  nun 
offenbar  die  Differenz  zwischen  dem  Gewicht  M  g  und  der  Reak- 
tion jR.    Wir  erhalten  also  die  Differentialgleichung 

(3)  M'^'ji  ^Mg~-Mg¥-       "^ 


dt^  "  "      {V  —  x^Y 


oder  mit  -3—  =  Y : 
dt 


dx^         F2         72^  ■(;2_^.2)2   • 


Durch  die  Substitutionen  x=lS,y=Srj,-^^=a  wird  hieraus : 

^^  dS^         (1  -  P)^  "      ' 

Genau  der  gleiche  Gedankengang,  der,  wie  ersichtlich,  die  Masse 
der  Brücke  gegen  die  Masse  der  bewegten  Last  vernachlässigt, 
findet  sich  dann  später  1 896  bei  H.Zimmermann  ^^^)  mit  fast  der 
nämlichen  Differentialgleichung.  Bei  Zimmermann  findet  sich 
auch  das  allgemeine  Integral  des  Ansatzes  (4): 

(5)  r,  =  {c,  +  ^  fr,,  dl)  fj,  +  {C2-J  fvi  ds)  % 

mit  den  Festsetzungen: 
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(6) 


)/i  =  yi  —  Psinkw  , 
T]^  =  yi  —  f ^  cosÄ;  t(? , 

y  =  y«  —  1  =  ifc , 


a  =  l 


a  <  1 


yr-"f2^,        Yl-i^(Binkw, 


yn=7«,      yr^'f^gjjfjfc^^ 

1 ,  yi  -  a  =  & . 

(7)  m;  =  Srtftgf  . 

Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  C^  und  (7,  in  (9) 
hätte  nun  so  vor  sich  zu  gehen,  daß  gilt 

drj 


(8) 


dS 


=  0     für     f=+l     und     f=-l 


entsprechend  der  horizontalen  Lage  des  Brückenbalkens  beim  Auf- 
fahren imd  Abfahren  der  wandernden  Last.  Denn  da  der  Brücken- 
balken masselos  ist,  muß  er  seine  gerade  Gestalt  im  Augenblick 
des  Abf ahrens  der  Last  wieder  annehmen.  Zimmermann  führt 
aber  zur  Bestimmung  von  C^  und  Cg  die  Bedingung  ein 

drj 


(8a) 


?/  =*  0     und 


d^ 


=  0     für     f=+l. 


Von  diesen  ist  aber  i]  =  0  für  f  =  + 1  schon  durch  den  Ansatz 
(5)  an  sich  erfüllt,  weil  alle  Int^ralkurven  (5)  durch  die  Punkte 
f  =  +1 ,  7]  =  0  hindurchgehen.  So  kommt  es,  daß  Zimmer- 
mann nur  für  a  =  0  (unendlich  große  Fahrgeschwindigkeit  F) 
und  (X  =  oo  (verschwindend  kleine  Fahrgeschwindigkeit)  Bahn- 
kurven der  Last  M  findet,  die  den  Bedingungen  (8)  genügen.    Für 

alle  dazwischen  liegen- 
den Werte  von  (X  er- 
hält er  Bahnkurven,  die 
am  linken  Brückenende 
(I  =  —  1)  mit  von  Null 
verschiedener    Neigung 

-,—  in  die  feste  Fahr- 
d^ 

bahn  einmünden. 

Li  Fig.280  sind  einige 
der  von  Zimmermann  errechneten  Bahnkiirven  verzeichnet; 
diejenige  für  a  =  40  entspricht  etwa  einer  Lastgeschwindigkeit 
von  100  km/st;  das  rechte  Ende  der  Bahnkurve  geht  noch 
merklich  horizontal  in  die  feste  Fahrbahn  über.    Erst  für  kleinere 


Fig.  280.     Brückenschwingungen  ohne  Brückenmasse. 
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Werte  (X  macht  sich  die  eben  erwähnte  irrtümliche  Konstanten- 
bestimmung bemerkbar.  Man  wird  also  aus  der  Zimmer- 
mannschen  Untersuchung  die  Ungleichung  ziehen  können 

oder  mit 

Mgl^ 


8=^ 


6EJ 


Für  kleinere  Werte  von  (X  kommen,  wie  in  Fig.  280  dargestellt, 
Bahnkurven  vor,  die  die  gerade  Lage  der  Brücke  nach  oben  über- 
schreiten und  deshalb  dem  Energieges  tz  widersprechen,  denn  es  ist 
nicht  zu  ersehen,  woher  die  Arbeit  kommen  sollte,  die  zur  Er- 
hebung der  Last  M  g  über  die  Bahn  A  B  nötig  wäre.  Für  diesen 
Bereich  der  kleinen  ä  verliert  also  die  Zimmer  man  nsche  Unter- 
suchung ihre  Gültigkeit,  wie  von  dem  Verfasser  selbst  bemerkt 
wird.  Ob  hieran  die  richtige  Bestimmung  der  Litergrations- 
konstanten  an  Hand  der  Bedingungen  (8)  etwas  ändern  würde, 
bleibe  dahingestellt. 

3.  G.  G.  Stokes  war  bei  seiner  Untersuchung  zu  ganz  ähn- 
lichen Ergebnissen  gekommen  wie  später  H.  Zimnpiermann; 
seine  Bahnkurvenbilder  zeigen  genau  dieselbe  Erscheinimg  der 
Überschneidung  der  gestreckten  Brückenlage  bei  wachsendem  (x. 
Übrigens  war  Stokes  das  allgemeine  Litegral  (5)  noch  unbekannt, 
weshalb  er  seine  Berechnungen  durch  Reihenentwicklung  des 
Integrals  durchführt. 

Im  übrigen  gibt  Stokes  noch  eine  Untersuchung  der  Frage 
unter  Berücksichtigung  der  Brückenmasse  M\  Damit  wird  die 
Brücke  ein  schwingungsfähiges  System,  dessen  Eigenschwingungen 
durch  das  Darüberfahren  der  Last  angeregt  werden.  Zwar  werden 
weder  bei  ganz  langsamer  noch  auch  bei  außerordentlich  schneller 
Fahrt  Schwingungen  entstehen  können;  im  letzteren  Falle  deshalb 
nicht,  weil  mit  wachsender  Zuggeschwindigkeit  die  Brückendurch- 
biegungen, die  zur  Einleitung  der  Schwingungen  nötig  sind,  ver- 
schwinden. Dagegen  werden  bei  mittleren  Zuggeschwindigkeiten 
sich  Schwingungen  ausbilden  können.   Ein  Schaubild  von  Stokes 
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Fig.  281.    Brückenschwingungeii  niit  Brücken  müsse. 


gibt  hierüber  sehr  schön  Aufschluß.  In  Fig.  281  sind  die  Einfluß- 
linien der  Laststellung  auf  die  mittlere  Brückendurchbiegung  tjQ 
gezeichnet.  Die  an  den  einzelnen  Kurven  angeschriebenen  Zahlen 

geben  die  Zahl  der  Vier- 
tel -  Brückenschwingun- 
gen an,  die  auf  eine 
Überfahrt  der  Last  ent- 
fallen. Die  Schwingungs- 
dauer wird  dabei  so  be- 
rechnet, daß  man  im 
Mittelpunkt  der  Brücke  eine  Masse  Mq  konzentriert  denkt,  die 

sich  berechnet  nach 

+1 

(11)  Movl-[y]dM\ 

ii 

wo  y,  die  statische  Durchbiegungskurve  der  Brücke  unter  der 
gleichmäßig  verteilten  Last  M'  g  bedeutet,  %  die  mittelste  Ordinate 
(x  =  0)  der  y,-Kurve. 

4.  Mit  ganz  anderer  Methode  hat  1899  M.  Radakovic^")  das 
Schwingungsproblem  der  Brücken  angefaßt.  Zunächst  vernach- 
lässigt er  die  Masse  der  die  Brücke  der  Länge  l  durchwandernden 
Last,  die  er  =  P  setzt.  Im  übrigen  betrachtet  er  die  Brücke  als 
einspannungsfreien  Stab,  für  den  die  partielle  Differentialglei- 
chung gilt: 

(12)  M-^  +  EJ-^.J-^0 


mit  denselben  Bezeichnungen  wie  im  §  90. 

Als  Ansatz  für  y  wird  nun  die  Kombination  der  einzelnen 
Teilschwingungen  des  Stabes 


oo 


(13)  y  =  2l'}iit)Qi(=^) 

herangezogen,  wo  für  tji  gilt 

(14) 
mit 
(15)  ki 


/EJ 
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und  die  Qi{x)  die  sogenannten  Normalfunktionen  sind,  die  der 
Differentialgleichung 

(16)  ^!^^ii^e_o 

zu  genügen  haben,  unter  Berücksichtigung  der  Periodengleichung 
für  den  einspannungsfreien  Stab 

(17)  co3mj@ofm^  =  1  . 

Als  Lösung  dieser  letzteren  findet  sich  nach  Lord  Rayleigh 

(18)  ^  =  ll±l„  _(_!)< ^, 

mit  rasch  abnehmenden  ßi ,  von  denen  ßi  =  0,0177  die  größte  ist. 
Hiermit  werden  die  Normalfunktionen 

Qi{x)  =  cotßi{Bmßi  —  cos(»7i)}  Qi(x) 
Ci(a:)  = 


(19) 


+ 


2oos(j+(-l)'4)^  ^'     ■     '  '^ 

.,,(!^)4_X)<A}_.,(_'^^)4_1).Ä}]. 


5.  Nach  diesen  Festsetzungen,  die  die  Ermittlung  der  Eigen- 
töne des  freifreien  Stabes  und  seiner  Schwingungsgestalten  be- 
treffen, sorgen  wir  für  einen  Ansatz  zur  Ermittlung  erzwungener 
Schwingungen.  Hierzu  ist  es  notwendig,  die  kinetische  und  po- 
tentielle Energie  T  bzw.  V  des  schwingenden  Stabes  aufzustellen. 
Für  erstere  gilt: 

drji 


(20) 


0  0 

oo 


1  -i2?-m 


mit    ai  =  gq   Qi  (x)  dx  . 

0 
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Hier  ist  bei  der  Ausquadrierung  von  (-^)  [an  Hsuid  des  An- 
satzes (13)]  davon  Gebrauch  gemacht  worden,  daß  die  Normal- 
funktionen Qi(x)  die  sogenannte  Orthogonalitätseigenschaft  be- 
sitzen : 

(21)  (Qi(x)Qj(x)  =  0,       i:s:j. 

6 

m 

Die  potentielle  Energie  wird  für  das  Massenelement  gqdx  beim 
einzelnen  Schwingungsanteil  zu 

dVi=\k}y]Qqdx  , 

berechnet  aus  dem  Biegimgswiderstand  y^rji  und  der  Verschie- 
bung pi.  Durch  Summation  über  i  und  Integration  längs  x 
von  0  bis  l  erhält  man: 


OO  *  1  oo 


(22)       V  =  ^^ik^(Q  vJQl  {X)  dx)  r,-i  =  ~  ^i  OikUh 


wobei  wieder  von  der  Orthogonalitätseigenschaft  Gebrauch  ge- 
macht wurde. 

Aus  T  und  V  ermitteln  sich  nun  die  Bewegungsgleichungen 
für  die  Koordinaten  tji  im  Falle  freier  Schwingungen  nach  dem 
aus  dem  Hamiltonschen  Prinzip 


^f{T  -  V)dt  =  0 


folgenden  Ansatz 


djerx     dv^ 


oder 

(23)  a,^  +  aikUi  =  0. 

Wirken  aber  störende  Bjräfte  $  auf  den  Stab  ein,  so  kann 
deren  Wirkung  berücksichtigt  werden,  wenn  man  die  Arbeit  dieser 
Kräfte  kennt,  die  sie  bei  einer  Änderung  drji  der  Koordinate  rfi 
leisten.  Ist  diese  Arbeit  0idfjij  so  wird  die  Differentialgleichung 
für  Tji  mit  Störungsfunktion 
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Die  0i  ermitteln  sich  wie  folgt:  Es  sei  H{x,  t)  eine  Kraftverteilung 
längs  des  Stabes,  wo  H  eine  für  0  <  a?  <  Z  erklärte  und  in  t  eventuell 
periodische  Funktion  ist,  bezogen  auf  die  Längeneinheit  des 
Stabes.  Dann  ist  H  dy  dx  die  auf  das  Längenelement  dx  bei  dessen 
Verschiebung  dy  entfallende  Arbeit.    Integriert  man  nun  über 

den  ganzen  Stab,  so  wird 

/ 

A  =  I  Hdydx 

ü 

die  Gesamtarbeit.    Da  aber 

1 
ist,  so  wird 

A^^(fH{x,t)Qi(x)dx)drji. 

1«  V 
0 

Andererseits  ist  aber  offenbar  auch 

A^^^idrji 

1 

eben  gleich  der  Arbeit,  die  durch  die  Summe  sämtlicher  Verschie- 
bungen drji  geleistet  wird,  und  wir  erhalten 

(25)  0i^[H(xJ)Qi(x)dx, 

ö 

Damit  stellt  sich  aber  die  erzwungene  Lösung  von  (24)  in  die 

IntegralgestaJt 

t      t 

(26)  ,;<==—--/         H(x,  i)  Qi {x)  sin  ki  (t  -  t')  dt' dx  . 

r=:0  «=o 

6.  Wir  untersuchen  nunmehr  eine  Kraftwirkung  derart  auf 
die  Brücke,  daß  je  in  Bereichen  der  Größe  e  bei  denjenigen  ihrer 
Punkte,  die  die  Koordinaten: 

Xy  =  v-r  9       V  =  l .  , ,  k  —  1 
k 
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haben,  Druckkräfte  der  Größe  F  ausgeübt  werden. 

Diese  Kräfte  sollen  zu  den  Zeiten :  7  r ,  /  =  1 .    .  r  beginnen 

und  zu  den  Zeiten 


A <_-.i: i <_ 


_^  ____<_ 


c_>_ 


e 

jIl. 


A i:___^__._< <_ 


__jC___^___ 


7t 


JT  +  —  ,       j  =\.,.r 
V 


^ 


jV         hhjV  ^j-K  -HfK 

|J ili % 41- 


aufhören,    dazwischen   aber 
periodisch  wie  sin  |j)  (<  —  7  7)] 
^  verlaufen.    Auf  die  Längen- 

einheit der  Bereiche  €  ent- 
fällt dann  die  Eüraft 


K*- 


-»-J 


Flg.  282.    Kraftwirkung  aaf  eine  Brücke  nach     -^  (^»  7  0  •—    „  S^'^Ii'C^        ?^)J> 
B  a  d  a  k  o  V  I  e. 


die  als  Funktion  von  x  von  Null  verschieden  ist  nur  in  den  Be- 
reichen 


Xy     =    V 


V  =  1  . . .  Ä;  —  1  . 


Das  räumlich- zeitliche  Bild  dieser  Kraftwirkung  ist  in  Fig.  282 
wiederg(  geben,  Dann  geht  in  (26)  das  Integral  über  l  in  eine 
Summe  nach  v  über  und  wir  erhalten 

(26a)    Vi  =  -^,^-FQi{r  [) ^J  fsiv[kdt-t'mn[p(t'-^JT)]dt\ 

Die  Zeitintegration  erstreckt  sich  aber  deshalb  nur  über  die 


71 


Intervalle    7  t  <  /'  <  y  ^  _| ^    y  _  j       .  ^    ^^Ü  außerhalb  dieser 


71 


H(x,  t)  verschwindet ;  —  sei  kleiner  als  t.  Der  Wert  des  bestimmten 

P 
Integrals  ist 


P' 


^eos(i,-i^)sin[Ä:,(^-^) 


2p 


J^ 


Damit  wird  die  gesamte  Brückenbewegung  vom  Ende  der  rten 
bis  zum  Beginn  der  (r  +  l)ten  Druckwirkung: 


§  93.    Schwingungen  von  Brücken  und  Fachwerken. 


481 


(27)    y=>7_-_A_M 


k-i 


14' 


l_ 


1 


H' -'{->')] 


l'T  + 


;> 


t .::  (v  +  1)  T  . 


Statt  der  periodischen  ICräite  i^8in2)(<  —  7  e)  führen  wir  jetzt 
deren  Zeitintegral,  den  sogenannten  Antrieb  A  der  Kräfte  ein. 
Es  wird 


Jt-¥ 


:t 


A  =     FHmp(t-JT)dt=  — 


JT 


Wir  sind  dann  in  der  Lage,  die  Druckkraftwirkimg  der^  durch 
die  Stoß-  oder  Impulswirkung  der  A  zu  ersetzen,  indem  wir  p  un- 
beschränkt abnehmen  und  F  derart  unbeschränkt  zunehmen  lassen, 
daß  A  endlich  bleibt.    Dann  erhalten  wir: 


*-i 


A  /     7  \ 

(28)    y  =  2 "^  ^ ^'  Vj)  ^'^""^  21  ^'"t*'<'  ~  ^ ^)l  • 

Dieser  Ansatz  entspräche  der  Schwingung  einer  Brücke  durch 
die  Stöße  an  den  Schienenlücken. 

7.  Soll  jetzt  der  Einfluß  einer  mit  der  Geschwindigkeit  V 
über  die  Brücke  wandernden  Last  P  geprüft  werden,  so  kann  an 
(26)  angeknüpft  werden,  indem  wir  die  spezifische  Kraft  H{x,  f) 
gleichsetzen  mit  der  ICraft  P,  diese  verteilt  gedacht  über  ein  kleines 
Brückenintervall  e.    Die  Zeit,  die  die  Kraft  zum  Durch wfl«idem 

der  ganzen  Brückenlänge  benötigt,  ist  ^  .    Diese  Zeit  teilt  man 

in  Intervalle  t  ein,  derart,  daß  e  =  Vr  sein  möge.  Die  Wanderung 
von  P  wird  dann  dargestellt  durch 


(29) 


H(xJ)  =  - 


ve  ■<  X  ■<  {v  -{-  \)b 

(v  +  1) T 


VT 


t    ^  ~    < 

F 


ke  ^=1 
V  =  I ..  .i 

kr  =  -==■ 


H{x,n=0, 


X  <V€  ,       X>   {V  -{-  l)  €     . 

f=y    <VT,        ^'  =  y  >    (»'+1)t. 


Hort,  .Schwingung!«Iehre.    2.  Aufl. 
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Dann  kann  man  bei  genügend  kleinem  t  die  Integrationsvariabele  t' 
in  sin  fei  (i  —  t')  während  der  Integration  mit   ^    vertauschen, 

womit  das  Integral  auf  j  dt'  ^  r  zusammenzieht.  Wir  finden  also : 


VT 
/ 


(30) 


''*  =  v-^j4''^*^^^'''"*'('-y)'**- 


Da  aber  —  =  F  ist,  so  kann  man  für  Zeiten  ^  <  -fr  ^^^  obere 

T  V 

Integrationsgrenze  ==  V  t  setzen,  womit 

vt 

(31)  ''<  =  -^  f T ^«('^^  «^"*'('  ~  v)  ^'^ 

0 

die  Bewegung  liefert,  im  Falle  die  Kraft  P  erst  bis  zum  Punkte 
X  =  Vt  gelangt  ist.  Die  ganze  Brückenausbiegung  wird  hieraus 

gefunden  durch 

vt 

(32)  y  =  2 ^J^[y  Öi W  smk,{t  -  y)  rfx  . 

^  6 

Hier  sind  die  Normalfunktionen  Qi(x)  durch  die  oben  stehende 
Darlegung  unter  4.  erklärt. 

8.  Die  Untersuchung  von  Fachwerkschwingungen  ist  in  ratio- 
neller Weise  von  H.  Reissner^^^j  in  Angriff  genommen  worden. 

Einen  ersten  Überblick  über  die  mögliche  theoretische  Behand- 
lungsweise  gewinnt  Reissner  durch  Anwendung  des  Energie- 
satzes. 

Man  bezeichne  bei  einem  Fachwerk  mit  r  Knotenpunkten 
und  mit  q  Stäben  durch 

Xi ,  yi  die  Knotenpunktsverschiebungen, 
^j ,  T,j  die  Stabmittelpunktsverschiebungen, 

cpj  die  Stabrichtungsänderungen, 
MiQ  die  Knotenpunktsbelastungen  durch  Gewichte, 
nijg  die  Stabgewichte, 
8j  die  Stablängen, 
Fj  die  Stabquerschnitte, 
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E     den  Elastizitätsmodul  des  Stabmaterials, 

Sj^    die  Stabspamiungen  im  Ruhezustand, 

Sjx^  die  Spannungszunahme  im  Stabe  infolge  der  Verschiebung 

Xi  allein, 
Sjy,  die  Spannunszunahme  im  Stabe  infolge  der  Verschiebung 

yi  allein. 

Dann  gilt  als  Arbeit  der  Gewichte: 

A  =  g^Miyi  +  g ^rHiVi  • 
Femer  als  Formänderungsarbeit  des  Fachwerks: 


1        1 


EF, 


8i 


Schließlich  als  kinetische  Energie: 

Nimmt  man  nun  an,  daß  der  Verschiebungszustand  des  Fach- 
werks durch  eine  in  einem,  etwa  dem  tten  Knotenpunkt  an- 
gebrachte Kraft  R  hervorgerufen  werden  könne,  so  werden  alle 
oben  eingeführten  Variabelen  einer  unter  ihnen,  etwa  y<,  pro- 
portional, d.  h.  die  Schwingung  des  Fachwerks  kann  als  von  einem 
Freiheitsgrad  betrachtet  werden,  und  die  angeführten  Arbeits- 
ansätze vereinfachen  sich  wie  folgt: 


^  -   F  =  - 


26yr 


T=^\yl^i 


M.  =  A{^*.?  +  .-«,(«  +  iil?v)}, 


wo  bedeuten: 

dyi  =  —^  die  y- Verschiebung  des  Knotenpunktes  i 

di  die    Gesamtverschiebung    des    Knoten- 
punktes i 

Aj  die  Gesamtverschiebung  des  Stabmittel- 
punktes j 
dq)j  die  Gesamtdrehung  des  Stabes  / 


infolge  der 

Kraft  R  =  1 

im  Knoten- 

punkte  i  . 
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Dann  ergibt  sich  die  Energiegleichung  : 

— 2  0-^2^'^' 
oder  durch  Zeitdifferentiation: 

f^iVi  +  chi^^  > 

welcher  Ansatz  darauf  hinaus  kommt,  daß  alle  Trägheitswirkun- 
gen des  Fachwerks  auf  den  Knotenpunkt  *  reduziert  werden. 
Hiemach  wird  die  Schwingungsdauer 


(33)       r  =  27r^^*  =  2^ 


2  M^öl  +  ;2^  m,{sj  +  sj  ^\f) 


^Vi 


oder    mit    Vernachlässigung    sämtlicher    Stabmassen    und    aller 
Knotenpunktsmassen  bis  auf  Mi  und  der  Annäherung  dyi=  d^ 


T=^27i]^Miöyi, 

Eine  ganz  andere  Betrachtungsweise  knüpft  an  die  partiellen 
Differentialgleichungen  des  einzelnen  Fachwerksstabes  für  lon- 
gitudinale  und  transversale  Bewegungen  an,  deren  Lösungen 
nach  den  bekannten  Partikularansätzen  (§  90,  Normalfunktionen) 
ent^^ickelt  werden.  Die  unbekannten  Festwerte  dieser  Ansätze 
bestimmt  man  aus  den  Anfangs-  und  Grenzbedingungen.  Die 
letzteren  haben  die  gelenkige  öder  eingespannte  Vereinigung  der 
kStäbo  in  den  Knotenpunkten  und  das  Gleichgewicht  der  Re- 
sulti*  •  r  nden  aller  Stabreaktioaen  mit  der  Trägheits Wirkung  einer 
im  Knotenpunkt  vorhandenen  stabfremden  Masse  auszudrücken. 
So  erhält  man  aus  ihnen  eine  Periodengleichung  zur  Bestimmung 
der  unendlich  vielen  Eicentöne.  die  auch  in  dem  einfachsten  Falle 
eines  Zweistabfachwerks,  den  Reissner  behandelt  hat,  recht 
verwickelt  ausfällt.  Gleichwohl  hat  Reissner ^*^)  deren  Lösung 
bis  ziu*  Ermittlung  des  niedrigsten  Eigentons  des  Fachwerks 
durchgeführt,  die  er  dann  verglich  mit  dem  nach  Ansatz  (33)  zu 
berechnenden  Wert.  Hierbei  ergab  sich  eine  weitgehende  Über- 
einstimmung; ein  Fingerzeig  dafür,  daß  die  Stabmassen  schon 
bei  den  einfachen  Systemen,  wo  sie  am  ehesten  eine  selbständige 
Rolle  gegenüber  den  Kiiotenpunktsmassen  spielen  könnten,  ohne 
erhebliche  Fehler  für  die  Berechnung  der  Fachwerkseigentöne  auf 


>» 


5> 
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die  Knotenpunkte  reduziert  werden  können.  Damit  werden  aber 
die  Bewegungsgleichungen  totale  und  die  Zahl  der  Eigentöne 
endlich,  entsprechend  der  Zahl  der  Freiheitsgrade  des  Fachwerks, 
die  bei  einem  statisch  bestimmten  Fachwerk  von  r  Knoten- 
punkten 2  r  —  3  beträgt. 

Die  Aufstellung  dieser  Dif- 
ferentialgleichungen gelingt 
leicht,  wenn  man  die  spezi- 
fischen Knotenpunktsver- 
schiebungen d  kennt. 

Es  seien  in  Fig.  283  die  Ver-    ^..^  ^^    KnötenpunktsverBcWebungen  eines 

Schiebungskomponenten  Fachwerk«. 

^ii  die  von  der  Kraft  Pi  =  1  in  Richtung  von  Pi  hervorgebrachte 

X,  p  I  •  p 

^ij    >j     »>      >>         >j       ■*  y        -••    >>  '»  >»     -*  » 

j^  p  1  p 

jj   "    '»     »>       '»        j ""  ^   if         "  "      y 

j|  .  p. 1  p 

Aus  den  spezifischen  Verschiebungen  d  berechnet  man  die  Fede- 
rungszahlen c*  =  nr  (wii*  den  gleichen  Zeigern),  die  Kräfte  bedeuten, 

welche  die  Verschiebungen  1  hervorrufen.  Sind  nun  die  wirklichen 
Verschiebungen  in  den  gezeichneten  Richtungen  pi  und  pj ,  so  ent- 
sprechen ihnen  Kräfte 

<^hVi^       cljPiy       CjjPj^       ^JiPj 
bzw.  in  den  Knotenpunkten  i,  j,  j,  i  und  demgemäß  Arbeiten: 

iclip'},        \cjjpipj,        \Cjjp],        \(^jiPjVi' 

Durch  Erweiterung  dieses  Schlußverfahrens  auf  alle  Knoten- 
punkte erhält  man  die  dem  Verschiebungszustand  p<(i  =  1  .  .  .  r) 
der  Kjiotenpunkte  entsprechende  Formänderungsarbeit 

(34)  >'=2^^c?,p,p,, 

1  1 

wobei  noch  gilt  cj^  =  cj» ,  mit  Rücksicht  auf  die  Gegenseitigkeit 
der  Verschiebungen.    Die  potentielle  Energie  ist  dann  wieder: 

(35)  •    T  =  ].2^iP?. 
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Aus  (34)  und  (35)  finden  sich  dann  wie  früher  die  Bewegunga- 
gleiehungen 

V 

(36)  MiPi  +  ^c^jpj,       »«l..-r. 

Dieser  Ansatz  kann  etwa  nach  §  46  weiter  behandelt  werden. 
Man  kommt  auf  eine  Partikularlösung  für  die  Koordinate  pi 

Pi==  PiSin{Xt  +  €i)  , 

mit  der  sich  die  Eigenfrequenzen  A  aus  einer  Determinante 

berechnen. 

Wenn  auch  die  Cij  Größen  sind,  die  man  bei  der  statischen 
Formänderungsermittlung  von  Fach  werken  ohnehin  braucht, 
so  erfordert  doch  die  Ausmittlung  der  Eigentöne  X  und  der  Ampli- 
tuden Pi  einen  nicht  unbeträchtlichen  weiteren  Rechenaufwand, 
wenn  auch  die  dynamischen  Beanspruchungen  geprüft  werden 
sollen.  Um  diesen  nach  Möglichkeit  herabzusetzen,  hat  E.  Pohl- 
haüsen^**)  unter  denselben  allgemeinen  Gesichtspunkten  wie 
Beissner  ein  graphisch-rechnerisches  Verfahren  angegeben,  wel- 
ches, von  einer  willkürlichen  Kombination  XjfPi(i=  1 ...  2  r  —  3) 
ausgehend,  durch  eine  Folge  abwechselnder  Kräftepläne  und 
Willi  ot  scher  Verschiebungspläne  den  ersten  Eigenton  Aj  und  da^ 
ihm  entsprechende  Amplitudensystem  P  annähert.  Das  Ver- 
fahren ist  recht  elegant  und  führt  nach  wenigen  Schritten  (bei  dem 
von  Pohlhausen  durchgeführten  Beispiel  in  3)  zum  Ziel.  Es 
dürfte  für  denjenigen,  der  Gewandheit  im  Umgang  mit  statischen 
Konstruktionen  hat,  mit  nicht  allzugroßem  Zeitaufwand  durch- 
führbar sein. 

§  94.    Wellenschwingungen  mit  Eigenmasse  und   innerer  und 

äußerer  Dämpfung. 

1.  Im  §  54  wurden  Wellenschwingungen  untersucht,  bei  denen 
nur  die  elastischen  Eigenschaften  der  Welle  in  Ansatz  kamen. 

Nun  ist  eine  Welle  selbst  mit  Trägheit  behaftet,  auch  trägt  ihre 
innere  Reibung  sowie  die  an  ihrer  Oberfläche  angreifenden  Be- 
wegungswiderstände zur  Systemdämpfung  bei,  so  daß  durch  diese 
früher  unterdrückten  Eigenschaften  möglicherweise  die  System- 
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bewegung,  insbesondere  die  Eigenseh wingungszahl  erheblich  be- 
einflußt werden  können. 

Um  uns  von  diesen  Einflüssen  Rechenschaft  geben  zu  können, 
betrachten  wir  ein  Element  dx  der  Welle,  wobei  wir  der  Allgemein- 
heit halber  von  durchgehender  Gleichheit  der  Querschnittsträg- 
heitsmomente  J  absehen. 

Die  Bewegungsgleichung  des  Elementes  schreibt  sich: 


(1) 


e*<p, 


0,  -ff  +  (^a).  +  {Mi),  -  {M,Ua. 

c^  ex 


Hier  bedeutet  nach  Fig.  284  0,  =  ^^x  ^^  das  Trägheitsmoment 
des  Wellenelementes  mit  der  Dichte  a  =  —  des  Wellenstoffes, 


{Ma)z  =  Qa  dx 


et 


9 
das    an   der   Mantelfläche    des   Elementes 


verzögernd  angreifende,  der  Dreh- 
gesohwindigkeit  ^'  proportionale 
Moment  der  äußeren  Reibung, 


{Mth  -  (e< 


'dxdtlx' 


1 

4^ 

[ 

i 

- — X — » 

1 
1 

/ 

-dx — ► 

1  / 

Fig.  284.  Element  einer  tordierten 
Welle. 


das  der  zeitUchen  Änderung  des  spezifischen  Verdrehungswinkels 
^^proportionale  Moment  der  inneren  Reibung,  welches  im  Quer- 
schnitt  X  verzögernd  angreift,   —  (if.Ox+d,  =  \Qi  -^  -%  ]         das- 

\       Cxdt/x+dt 

selbe,  aber  im   Querschnitt  x  +  dx  beschleunigend  angreifende 
Moment  (weil  wir  voraussetzen,  daß  die  Verdrehungswinkel  der 

Wellenquerschnitte  mit  wachsendem  x  zunehmen),    -\-  Jg.0  —^  ^ 

das  im  Querschnitt  x  verzögernd  angreifende  elastische  Torsions- 

moment,  —  Jx+dz(^  - ^^  T — ^*-  dasselbe  im  Querschnitt  x  +  dx 

u  X 

beschleunigend  angreifende  Moment. 

Entwickelt  man  in  obiger  Gleichung  die  am  Endquerschnitte 
x  +  dx  wirkenden  Momente,  so  entspringt,  nach  Division  mit  dx 
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und  Fortlassung  eines  Gliedes ^ ^  O  als  klein  von  höherer 

^  ex    ex 

Ordnung  und  unter  Verzicht  auf  den  Zeiger  x  bei  9?  und  J  folgende 

partielle  Differentialgleichung  für  q>: 

Können  wir  nunmehr  im  Sonderfall  eine  rein  zylindrische  Welle 

c)  / 
voraussetzen,  so  verschwindet  -^s —  imd  wir  erhalten  einfacher: 

ex 

2.  Dieser  Difierentialgleichung  suchen  wir  durch  den  Partiku- 
laransatz 

(4)  (p==TX 

zu  genügen,  wo  T  nur  f,  X  nur  a;  enthalten  soll. 

Nach  Ausführung  der  erforderlichen  Differentiationen  und  Ein- 
führung in  (3)  zerfällt  die  partielle  Differentialgleichung  nach 
Einführung  eines  noch  zu  bestimmenden  Konstanten  —  k^  in  die 
beiden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 


f        ^ 


Der  erste  dieser  Ansätze  hat  die  Lösungen  sin  k  x  und  cos  k  x 
während  für  den  zweiten  sich  die  beiden  partikulären  Integrale 
c^i*  und  e^-'  ergeben,  wenn  A|  und  i^  die  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung: 

(6)  ^2+ö»  +  **ei^^ö*«  ^^ 

J  o  n 

sind. 

Wie  bekannt,  kann  man  X  in  der  Form 

k  =   — V  +  »CD 

schreiben,  so  daß  die  beiden  partikulären  Integrale 

(7)  «""'sincD^     und     f  *''coso)/ 
entspringen.    Es  ist 
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ea  +  I^Qi      .._.       .._i/A*        ^ 


„  ^  Sa-r  »rei         j  1  /  «^ 


1/ 


a:0 


wird  gleich  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Drehschwin- 
gungen längs  der  Welle,  wie  wir  zeigen  werden. 

Allgemein  baut  sich  eine  Lösung  für  (p  aus  den  Partikularansät- 
zen in  der  Form  auf: 


r 


=  (A  sin  ib  o;  sin  CO  ^  +  Bsinkxco^ü}  t 

(8)  {   ' 

+  (7 cos fta? sin ct>f  +  Dcoskxco8cot)e~^^  . 

3.  Nunmehr  ist  es  unsere  Sorge,  die  noch  unbekannte  Kon- 
stante k  zu  ermitteln.  Dies  gelingt,  indem  wir  unsere  Lösung  (8) 
den  Grenzbedingungen  der  Welle  anpassen. 

Setzen  wir  für  x  =  0  und  x  =  l  freie  Endquerschnitte  voraus, 
ohne  dort  irgendwelche  wellenfremden  Massen  vorauszusetzen, 

so  müssen  die  elastischen  Torsionsmomente  in  den  Endquer- 

«^ 

schnitten   und   damit  die  spezifischen  Verdrehungen   -^  -  ver- 
schwinden. ^ 
Wir  erhalten  also  die  Grenzbedingungen: 

(9)  5^  =  0     für    x  =  0     und     x  ==  l  . 

ox 

Durch  Differentiation  von  (8)  findet  sich 

cw 
,  -TT-  =  lAk cos kxsincot  +  5Ä;cosÄ;a:cosco^ 

(10)  [    dx        ' 

—  CAjsinifcxsinco^  —  2)A;sinA;a;cosö>t)  e"**' 
und  mit  der  obigen  Grenzbedingung: 

(11)  ^A;sina>^  +  BkaoACot  =  0 

I      AkQo^kl^inojt  -\-  BkGO^klQO^oii 
\  — -  Ckmiklsincot  —  DÄJsinÄ^/cosco^  =  0  . 
Aus  (11)  folgt: 

(13)  ^=0,     5  =  0 
und  aus  (12)  die  Periodengleichung 

(14)  ainifc;  =  0. 
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Also  ist  nun  der  Ansatz 

(15)  cp  =  {GsincDt  +  Doosot)  e  »"»'cosArr 

mit  der  Grenzbedingung  verträglich,  und  für  kl  findet  sich  die 
Wertreihe 

(16)  Kl=^n7i        n=  1,  2,  3... 

Wir  haben  demnach  als  allgemeinen  Ansatz  für  (p: 

(17)  (p  =  ^(Cn&incont  +  Z)„cosa>nO«"''"^cos— y-  X 
mit 


- 


(18)     V„  = ,         Ö>„  =  ^  A      2    T2 

Die  con  sind  die  Torsionseigenfrequenzen  der  Welle. 

4.  Zur  Bestimmung  der  Konstanten  O«  und  Dn  führt  die  An* 
passung  von  (17)  an  den  Anfangszustand  der  Welle.  Der  letztere 
sei  gegeben  durch  die  Anfangsgestalt  der  Welle 

(19)  [(pl=o  =  f(x)  =  2^Dn  cos— ^ 

und  die  Anfangsverteilung  der  Drehgeschwindigkeiten 

(20)      (^yj.^o  ==  ^(^)  =  -^(^«  ^-  -  ""^ ^-^  ^^^  "t^  • 

Nach  dem  Satze  von  Fourier  finden  sich  hieraus  die  C«  und 
Dn  als  bestimmte  Integrale: 


(21) 


^         2  /'      ,        nnx  . 
Dn  =  j    f(x)  cos—-    dz  , 


^         2  f(g(x)    ,        .,  A        nnz  j 


5.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  unsere  Lösung  einer  anderen 
Grenzbedingung  anzupassen,  nämlich  der,  daß  im  Endquerschnitt 
X  =  1  ein  konstantes  arbeitendes  Moment  M  (etwa  eine  Dampf- 
turbine) zur  Zeit  ^  =«  0  die  Welle  plötzlich  erfasse,  die  bis  dahin 
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ver- 


in  gestreckter  Gestalt  {[<p]i^o  =  0)  und  in  Ruhe  (  — «j-       —  Ol 
harrt  habe. 

Dem  Momente  Ml  entspricht  eine  spezifische  Verdrehung  im 
Endquerschnitt  x  =  l 


(22) 


c(p  1  M 

.  dx  J«=/  ~*  Jö 


Die  Bedingung  der  Spannungslosigkeit  für  den  anderen  Endquer- 
schnitt 


(23) 


a;  =  0: 


.  öx  JjB=o 


=  0 


bleibe  erhalten. 

Ein  Ansatz,  der  die  Bedingungen 


^ 


dt 


=  0, 


t=o 


<P 


dx 


=  0       und 


«==0 


dq?  I 

dx  \g^i 


M 
JG 


und  die  Differentialgleichung  (3)  befriedigt,  ist  zunächst: 

,„^,  Mt    ,    MJo  {         I      lp^t\       A    .     Mx^ 

(24)      (p  =  — -  +  —r^r-  {  exp 


Lt{-(-^^)-}+ 


^«^    '      IqI     r"''  V       *^o  J       *j    '    2JGI  ' 

Ergänzt  man  nun  (24)  durch  einen  Ansatz,  der  (3)  erfüllt  und 
außerdem  die  Bedingungen 


und 


d(p 

dx 

=  0, 

1   ^ 
.  cq) 

'  dx 

<P  \t=0 

^       =0, 


x  =  l 


0(p 

dl 


=  0 


«=o 


Mx^ 
2J01  ' 


so  ist  unsere  Aufgabe  gelöst.    Ein  solcher  Ansatz  findet  sich  aus 


(17),  wenn  C  =  —  D  gesetzt  und  D  = 


^=-1/ 


Mx^ 


2JGI 


cos  kxdx 


berechnet  wird. 

Dann  schreibt  sich  ausführlich: 


(26) 


Mt    ,    MJa 


H-^H 


+ 


M  (3?     2P'^/v   .       .,  \       ,(-1)"/      njt         ,\1 
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Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  dieser  Ausdruck  alle  festgesetzten 
Anfangs-  und  Grenzbedingungen  erfüllt.  Für  unbegrenzt  wachsende 
Zeit  geht  er  über  in 

d.  h.  die  Wellendrehung  wird  eine  gleichmäßige  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit \-K~\    =  — r  :    das    an    der   Mantelfläche   der 

\St}^        Qal  /ß      V 

Welle  angreifende  äußere  Reibungsmoment  Qttl\-^~]    ist  dem 

beschleunigenden  Moment  M  gleich  geworden.    Die  Verteilung 
der  Verdrehung  längs  der  Welle  ist  eine  parabolische. 

Femer  gilt  (25)  auch  noch  für  verschwindende^«  indem  wird: 

Mi^      ,      M    \x^ 
^^J=  277a  +7^1-2-" 

d.  h.  mit  unbegrenzt  wachsender  Zeit  bildet  sich  hier  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  Drehung  heraus: 

^7,S-=  2Jlo  +  270/  • 

Die   Formänderung  ist  auch  hier  parabolisch  längs  der  Welle 
verteilt. 

In  beiden  Fällen  liefert  die  Reihenentwicklung  in  der  geschweif- 
ten  Klammer,    die   sich   über   die   Hauptdrehung   überlagernde 

Torsionsschwingung,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  V  =  l/^ 
längs  der  Welle  fortpflanzt.^**)  r     ^ 


§  95.  Die  Kraftfeldansätze  bei  Wellenschwingungen. 

1.  Im  §  54  wurden  die  Drehimgsschwingungen  einer  Welle 
mit  zwei  Massen  und  zwei  Kraftfeldern,  die  in  den  Ebenen  der 
Massen  an  der  Welle  angriffen,  behandelt. 

Die  neuzeitUche  Maschinentechnik  erfordert  nun  auch  öfters  die 
Untersuchung  von  solchen  Wellen,  auf  denen  viele  einzelne  rotie- 
rende Massen  angebracht  sind  und  an  denen  zahlreiche  Kraftfelder 
(in  verschiedenen  achsensenkrechten  Ebenen)  angreifen.  Fig.  28ö. 
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Zunächst  liegt,  wenn  es  sich  um  eine  Kolbenmaschine,  etwa  einen 
Dieselmotor  handelt,  in  jeder  Getriebeebene  (die  zu  einem  Zylinder 
gehört),  eine  Masse  und  ein  (periodisches)  Antriebsfeld  vor;  ent- 
sprechendes gilt  von  den  Getrieben  der  Luftpumpen,  die  die  Ma- 
schine besitzt,  und  die  natürlich  Widerstandskraftfelder  liefern. 
Weiterhin  sind  die  lediglich  rotierenden  Massen  der  mit  der 
eigcntl  chea  Antriebsmaschine  gekuppelten  Organe  (Dynamos  oder 
[bei  Schiffsbetrieben]  Propellerschrauben)  zu  berücksichtigen; 
Dynamo  und  Propeller  liefern  widerstehende  Kraftfelder  (von  nicht 
periodischem  Charakter).  Solche  widerstehende  Kraftfelder  kom- 
men auch  bei  den  Laufrädem  der  antreibenden  Turbinen  in  Frage. 


m%     ^\<P2     vtj\ify  m^\^. 


■f.k*^      "^k.k^t       ^n-f. 


l^ig.  285.    Welle  mit  zahlreichen  Kraftfeldebenen. 


Neben  den  Massen,  deren  Mittelebene  zugleich  eine  Kraftfeld- 
ebene ist,  gibt  es  auf  der  rotierenden  Welle  auch  Massen,  denen 
keine  Kraftfeldebene  entspricht,  z.  B.  Kupplimgen  und  Schwung- 
räder. 

Die  Massen  der  hin  imd  her  gehenden  Glieder  der  Getriebe  be- 
rücksichtigt man,  indem  man  zunächst  ein  Drittel  der  Schub- 
stangenmasse zur  Kurbelzapfenmasse  (als  rein  rotierender  Anteil) 
hinzufügt.  Die  restlichen  zwei  Drittel  sind  als  rein  hin  und  her 
gehend  mit  den  Massen  vom  Kreuzkopf,  Kolbenstange  und  Kolben 
zu  vereinigen.  Von  dieser  Summe  der  Massen  der  lediglich  hin  und 
her  gehenden  Teile  hat  man  die  Hälfte  zur  Kurbelzapfenmasse 
hinzuzufügen. 

Jedenfalls  kann  man  in  erster  Annäherung  in  jeder  Getriebe- 
ebene eine  rein  rotierende  Masse  voraussetzen. 

Die  Wellenmasse  kann  man  ungefähr  berücksichtigen,  indem 
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man  die  Masse  der  Stücke,  die  zwischen  zwei  aufgekeilten  Massen 
liegen,  auf  letztere  nach  dem  Gefühl  verteilt. 

2.  Zur  Ermittlung  der  elastischen  Kräfte,  die  in  den  Wellen- 
stücken wirken,  legen  wir  die  Mg.  285  zugrunde. 

Hier  sind  die  Massenebenen  mit  A;  =  1,  2  .  .  .  n  bezeichnet, 
die  zugehörigen  Drehwinkel  der  Querschnitte  gegen  eine  im  Baum 
feste  Anfangslage  seien  (pj^ ,  die  Massen  (am  Radius  r  wirkend  ge- 
dacht) mjt,  die  Drehmomente  %  (gleichwertig  mit  Kräften  P*  am 
gleichen  Radius). 

Femer  werden  die  Torsionsfederungszahlen  der  einzelnen 
Wellenstücke  zwischen  den  Massen  mit  Tj^-i^h  bezeichnet. 

Übrigens  empfiehlt  es  sich,  die  Welle,  deren  einzelne  Stücke 
wechselnde  Querschnitte  aufweisen,  auf  eine  Welle  überall  gleichen 
Querschnittes  zu  beziehen,  deren  Abschnitte  mit  der  gegebenen 

Welle  gleiche  Federungszahlen  haben ;  beide 

p^     ^*.f,* *l  Wellen  sind  dann  elastisch  gleichwertig. 

Die    Bezugsformel    gewinnt    man    wie 
folgt. 

Ist  Jx  Querschnittsträgheitsmoment  des 
Flg.  286.  Zur  Ermittelung    Welleustückes  lu-\  ki  SO  wird  die  Länge  des 

der  Wellenfcderungszahlen.  n        j.«   i  *       r  /^..  i  i_ 

Bezugswellenstuckes  Lk-i^k  (lur  welches 
das  Querschnittsträgheitsmoment  «/,  wie  für  alle  übrigen  Stücke 
der  Bezugswelle  angenommen  wurde) 

fdx 
(1)  Lj,_,^=^J\_-x, 


bi-i 


T 


3 


Jz 


0 


Der  Beweis  gründet  sich  (siehe  Fig.  286)  auf  die  Torsions- 
formel : 

ffk-l  —  <Pk  = 

(2) 


0   •     Jt-i,k 

0      JJ, 

0 

J          ' 

wo  Mk-i,k  das  die  Verdrehung  zwischen  den  Querschnitten 
9^4  _i  und  (fu  hervorrufende  Moment,  0  den  Gleitmodul  des  Wellen- 
stoffes bedeutet. 


(3) 
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Also  wird  die  Federungszahl  wie  folgt  definiert: 

OJ 

^*   i,t=  7 . 


3.  Die  der  Bewegung  der  Welle  entgegenwirkenden  Kräfte 
greifen  sowohl  an  dieser  selbst  wie  an  den  auf  ihr  befestigten 
Organen  an. 

Nach  dem  Ort  des  Angriffs  an  der  Welle  unterscheidet  man 
innere  und  äußere  Widerstandskräfte.  Erstere  haben  ihren  Sitz 
im  Innern  des  Wellenstoffes  und  ihre  Ursache  liegt  in  der  gegen- 
seitigen Reibung  seiner  Teilchen  infolge  der  stets  vorhandenen 
elastischen  Nachwirkimg. 

Es  findet  also  eine  Dämpfung  der  elastischen  Schwingungen 
statt,  die  besonders  leicht  an  den  Drehungsschwingungen  93  eines 
senkrecht  aufgehängten  Stabes  der  Länge  l  und  der  Querschnitts- 
trägheit «/,  der  am  unteren  Ende  einer  Masse  das  Trägheitsmo- 
ment 0  trägt,  beobachtet  werden  kann.  Wäre  keine  elastische 
Nachwirkung  vorhanden,  so  würde  die  Schwingung  nach  dem 
Ansatz 

(4)  0  J  +  __^  =  0. 

vor  sich  gehen,  wo  0  den  Gleitmodul  des  Stabstoffes  bedeutet, 
d.  h.  es  müßten  harmonische  Schwingungen  mit  unveränderlichem 
Anschlag  entstehen.  In  Wirklichkeit  treten  jedoch  rasch  ab- 
klingende Schwingungen  auf,  deren  Ausschlagabnahme  durch 
den  äußeren  Luftwiderstand  nicht  erklärt  werden  kann.  Es  ist 
vielmehr  notwendig,  noch  einen  inneren  der  Drehung  entgegen- 
wirkenden Widerstand  anzunehmen,  den  man,  in  Anlehnung  an 
die  innere  Reibung  von  Flüssigkeiten,  mit  der  Drehgeschwindigkeit 

-^  proportional  setzt.  Man  erhält  so  die  vervollständigte  Schwin- 
gungsgleichung : 

^^^  ^^  dt^  ^    i  ""  dt^   i  ^  ~  ^  • 

Man  sucht  also  die  innere  Reibung  durch  Einführung  der  Stoff- 
konstante X  zu  beherrschen  und  man  würde,  faUs  sich  dies  x  wirk- 
lich als  Stoff  konstante  erwiese,  in  der  Lage  sein,  für  jedes  Wellen - 
stück  der  Länge  2,  der   Querschnittsträgheit  J  und  des  Gleit- 
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moduls  G  die  Wirkung  der  inneren  Reibung  anzusetzen,  sobald  sie 
einmal  für  dünnen  Draht  des  gleichen  Stoffes  ermittelt  ist.  An 
Hand  des  vorliegenden  Versuehsmaterials  bestätigt  sich  jedoch 
diese  Annahme  nicht.  Es  müßte  nämlich  nach  Ansatz  (5)  die 
Schwingung  den  Verlauf  nehmen 

(6)  (p  =  <Po^    ^  sin-  y-  , 

wo  A  das  logarithmische  Dekrement  und  T  die  Schwingungsdauer 
bedeutet.  Diese  Größen  stehen  oben  mit  den  Pestwerten  in  (5) 
in  folgendem  Zusammenhang: 

(7)  y='<^^ 

JG 


^2  = 


ei 


Sofern  nun  x  als  klein  vorauszusetzen  ist,  kann  man  in  (7)  die 

Schwingungsdauer    T    der    gedämpften    Bewegung    durch    die 

2  jj 
Schwingungsdauer  —  der  ungedämpften  Bewegung  ersetzen  und 

findet : 

Es  müßte  also  das  logarithmische  Dekrement  X  der  Bewegung 
der  Schwingungsdauer  2  7t  :  oc  umgekehrt  proportional  sein, 
wenn  x  eine  Stoff  konstante  wäre.  In  Wirklichkeit  ist  diese  um- 
gekehrte Proportionalität  nicht  vorhanden,  x  also  keine  Stoff- 
konstante. Vielmehr  wird  das  logarithmische  Dekrement  besser 
als  unabhängig  von  der  Schwingungsdauer  angenommen.  Damit 
wird  aber  unser  einfacher  Ansatz  (5)  hinfällig.  Man  wird  ihn 
also  nur  mit  Vorsicht  zur  Grundlage  von  Berechnungen  machen 
können,  besonders  auch  deshalb,  weil  ausgiebige  Versuche  zur 
Ermittelung  von  x  nicht  bekannt  sind.  Die  Frage  der  inner€n 
Reibung  fester  Körper  ist  im  übrigen  äußerst  verwickelt  und 
theoretisch  wie  experimentell  z.  B.  noch  ganz  ungeklärt. i**) 

4.  Die  äußeren  an  der  Welle  angreifenden  Kräfte  rühren  her 
von  der  Luftreibung,  da,  wo  jene  von  aufgesetzten  Massen  oder 
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umschließenden  Lagern  frei  ist.  Ihr  Einfluß  ist  gering  und  kann 
im  allgemeinen  vernachlässigt  werden. 

Beträchtlicher  ist  der  Einfluß  der  Lagerreibung.  Diese  Kraft- 
wirkung kann  man  grundsätzlich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in 
Ansatz  bringen. 

Zunächst  liegt  vor  der  Begriff  der  Goulombschen  Reibung  R, 
die  aus  der  Lagerbelastung  P  mit  Hilfe  des  Beiwertes  /i  der 
trockenen  Keibung  zu  berechnen  ist: 

(10)  R  =  ±P^i, 
Ihr  entspräche  das  Reibungsmoment 

(11)  3Z=±Pq/^, 

wo  Q  den  Wellenhalbmesser  im  Lagerquerschnitt  bedeutet;  (das 
+  - Zeichen  soll  daran  erinnern,  daß  P  bzw.  3Wr  mit  der  Dreh- 
richtung umzukehren  sind).  Die  Größe  des  Beiwertes  fi  schwankt 
zwischen  0,001  bei  vorzüglich  ausgeführten,  gut  eingebauten  und 
gewarteten  Lagern  bis  0,05  für  gewöhnliche  Zapfen  aus  Stahl 
in  Bronzelagem  im  ersten  Stadium  des  Einlaufens. 

Der  Coulombsche  Ansatz  (der  übrigens  auch  bei  der  Berück- 
sichtigimg der  Stopfbüchsen-  und  Kolbenreibimg  hin  und  her 
gehender  Maschinengetriebe  zu  benutzen  ist)  kann  für  geschmierte 
Lager  nur  als  ganz  rohe  Annäherung  gelten,  besonders  insofern, 
als  er  die  Unabhängigkeit  des  Beiwertes  fi  von  der  Wellendreh- 

gesch windigkeit  -~  in  sich  schließt. 

dt 

In  Wirklichkeit  ist  jedoch  ju  proportional  der  Drehgeschwindig- 
keit :  ju  =  X  -^  ,  womit  sich  das  entsprechende  Reibungsmoment 

schreibt : 

d(p 


(12)  -  m'--PQXr 


dt 


Für  die  Größe  h  liegen  einerseits  Versuche  vor,  andererseits 
kann  man  sie  mit  einem  gewissen  Annäherungsgrade  auf  Grund 
der  hydrodynamischen  Lagerreibungstheorie**')  vorausberechnen. 
Immerhin  stehen  der  Bestimmung  Schwierigkeiten  entgegen,  bei 
der  Benutzung  der  Versuche,  weil  diese  nicht  ohne  weiteres  auf 
Lager  beliebiger  Bauart  übertragen  werden  können,  bei  der 
theoretischen  Berechnung,  weil  diese  nm*  mit  gewissen  Umständ- 

Hort,  Achwingungslehre.    2.  Aufl.  32 
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lichkeiten  (und  auch  nur  unsicher)  durchzuführen  ist.  Da  zudem 
die  Lagerreibung  zu  den  nebensächlichen  Widerstandsgrößen  ge- 
hört, so  würde  man  sich  mit  einer  überschläglichen  Berechnung 
auf  Grund  des  Coulombschen  Ansatzes  begnügen  können,  wenn 
bei  diesem  nicht  das  doppelte  Vorzeichen  [Ansatz  (11)]  mathemati- 
sche Schwierigkeiten  bei  der  Durchführung  der  Schwingungs- 
untersuchung im  Gefolge  hätte  (§5). 

Man  ersetzt  deshalb  bei  einer  Schwingung  den  Reibungsvorgang 
auf  Grund  des  Coulombschen  Ansatzes  (11)  durch  einen  anderen 
auf  Grund  des  hydrodynamischen  Ansatzes  (12),  bei  dem  die 
gleiche  Arbeit  verbraucht  wird.  . 

Die  Schwingung  gehe  harmonisch  vor  sich  mit  den  größten 
Ausschlägen  7t-  9^0 

(p  =  93qCOS(ü<  . 

Bei  der  Coulombschen  Reibung  wird  für  eine  halbe  Schwin-  ' 
gung  die  Arbeit  verbraucht 

(13)  %^2cp^PfiQ. 

Für  hydrodynamische  Reibimg  gilt: 


+  7  0 


%';  = 


dt 


(14)  { 


-  ro 


o><  =  0 


-  <ro 


=  gl  P  gxrco  Ism^cDt  o)  d{(o  t) 


<ot 


n 


=  q?lP  QXrO) 


sin*co  <  +  -^(ot 

4  2 


®  ^  P QXfWn 


Durch  Gleichsetzen  der  beiden  Arbeiten  findet  sich  aber  (mit 
Unterdiückung  des  Vorzeichens): 

(15)  ■  *^ 


«r  = 


TT  a>  9?o 

5.  Die  Getriebe  hin  und  her  gehender  Maschinen  geben  An- 
laß zu  Dämpfungswirkungen  infolge  der  Stoß-Arbeitsverluste, 
die  beim  Druckwechsel  im  Kurbelzapfen-  und  im  Kreuzkopflager 
entstehen.   Die  Stöße  sind  eine  Folge  des  Zapfenspiels. 

Zur  überschlägigen  Erörterung  dieser  Stoßverluste  knüpfen  wir 
an  an  das  Tangentialdruckdiagramm  einer  Einzylindermaschine. 
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Fiii.  ^0i.    MdUe  beim  Kui-DeiUieD. 


2  TZ  n 

In  Fig.  287  sei  —  die  Maschinenperiode,  —  die  Tangentialdruck- 

periode.  In  den  Punkten  D^  ,  ,  ,  D^  treten  Druckwechsel  auf. 
Ml  sei  die  auf  den  Kurbelradius  r  reduzierte  Masse  der  hin  und 
her  gehenden 
Teile,  M2  die 
Gesamtmasse 
der  drehenden  j 
Teile,  Jf,  sei  5 
groß  gegen  ifi .  J^ 

Die  Wirkung 
des  Stoßes  ist 

die,  daß  in  den  Druckwechselpunkten  D  die  bis  dahin  treibende 
Schale  des  Lagers  sich  vom  Zapfen  loslöst  und  von  da  ab  das 
Gestänge  sich  lediglich  unter  Einfluß  des  mittleren  Tangential- 
druckes  Tq  und  seiner  Masse  M^  bewegt,  so  lange,  bis  nach  Zurück- 
legung des  Zapfenspiels  A  8  die  andere  Schale  an  den  Zapfen  zur 
Anlage  kommt.  Das  Gestänge  legt  mm  den  Weg  A  a  des  Zapfen- 
spieb  zurück  mit  der  gleichförmigen  Beschleunigung 

und  erreicht  am  Ende  dieser  Periode  einen  Geschwindigkeits- 
zuwachs 


i  V  =  }'2  p  -i  8 


=  1/'  ""'^ 


Ad  . 


Dieser  Geschwindigkeitszuwachs  wird  durch  den  Stoß  vernichtet, 
entsprechend  einem  Arbeitsverlust 


'       2    ifi  +  if. 


{A  vy 


oder  wegen    -.-y  co  0  : 


(16) 


9l,  =  iMi(Jv)2^  ToAs. 


Auf  jede  halbe  Tangentialdruckperiode  kommt  ein  Stoß,  dessen 
Arbeitsverlust  man  sich  entsprechend  der  Überlegung  unter  4.  als 

durch  eine  hydrodynamische  Dämpfung  T^  r  Xg  —^  innerhalb  einer 


32* 
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erzwungenen  Schwingung  von  —  9?o  ^^  .+  9^o  entstanden  denkt. 
Der  (14)  entsprechende  Ansatz  lautet  demnach: 

2(ot=n 

(17)  Tq  A,^  T^rA^  =  (pl  To r X,  2 ö> Jsin«(2 (o  t) d{2 co  t)  . 

Hier  steht  statt  co  der  doppelte  Betrag  2  (o,  weil  die  Schwingung 
mit  der  Kreisfrequenz  des  Tangentialdruckdiagramms  vor  sich 
geht.  Wir  erhalten  für  den  Beiwert  der  Ersatzdämpfung: 

(18)  X,  == 5-  . 

n  o)  (pi 

Für  die  Größe  Ag  =  r  A  ck  kann  man  überschlägUch  für  nor- 
male Maschinen  0,01  cm  setzen.  Zu  beachten  ist  noch,  daß  das 
Schmiermittel  im  Lager  zu  einer  Verminderung  der  Schlagwirkung 
des  Stoßwechsels  Anlaß  gibt;  die  Dämpfungswirkung  wird  nicht 
vermindert,  weil  unbedingt  die  Arbeit  Tq  Ag  während  der  Druck- 
wechselperiode vernichtet  werden  muß;  ein  Teil  dieser  Arbeit 
geht  in  Gestalt  von  Wärme  an  das  Schmiermittel  über.  Im  übrigen 
gilt  der  Verlustansatz  (16)  für  Kurbellager  und  Kreuzkopflager 
zusammen,  solange  man  annehmen  kann,  daß  die  Stoßperiode 
in  beiden  gleich  lang  ist.^^^j 

6.  Gegenüber  den  Dämpfimgswirkungen  von  Welle  und  Ge- 
triebe spielen  die  Bewegungswiderstände  an  den  auf  der  Welle 
sitzenden  Bädern  eine  wesentlich  beträchtlichere  Rolle. 

Zunächst  finden  Turbinenräder  einen  Widerstand  an  der  Rei- 
bung im  Dampf,  in  dem  sie  laufen.  Zur  Berechnimg  der  Größe 
dieser  Reibung  sind  die  zahlreichen  Versuche  über  Gasreibung 
unanwendbar,  da  sie  sämtlich  unter  der  kritischen  Geschwindigkeit 
liegen;  sie  haben  im  allgemeinen  die  Proportionalität  zwischen 
Reibung  und  Geschwindigkeit  zum  Ergebnis. 

Stodola  hat  zur  Ausfüllung  der  Lücke  Versuche  angestellt 
mit  Rädern  bis  zu  1,3  m  Durchmesser  und  bis  über  2000  Um- 
drehungen in  der  Minute.^**)  Er  fand  die  Reibungsarbeit  sehr  ge- 
nähert propo^ional  mit  der  dritten  Potenz  der  Umlaufszahl.  Als 
einfachsten  Ansatz  stellte  er  für  jene  in  PS  die  Formel  auf: 


(19)  Nr,^    iöi-^»'?' 
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worin  D  der  AuOendurchmesaer  des  Bades  in  m,  n  die  äußerste 
Umfangsgeschwindigkeit  in  m/see,  y  das  spezifische  Gewicht  der 
Gasart  in  kg/cbm  ist,  in  der  das  Rad  rotiert;  für  ß  gibt  Stodola 
eine  Zahlentafel  an. 

Das  entsprechende  Reibungsmoment  ^fd  ermittelt  sich  aus 
(19)  durch  Verbindung  mit  dem  Ansatz 

^^^^  ^'^  "  7500  ' 

woSRfrf  in  m/kg  aufzufassen  ist.  Setzt  man  noch  in  (19)  -^  (o  für 
n,  so  findet  sich 

Ersetzt  man  hier  «w*  durch  {(o„  +  ~^)  >  entsprechend  der  Über- 
lagerung der  kleinen  Drehgeschwindigkeit  --%--  über  die  mittlere 
a)„  so  wird  angenähert:  **' 

Insofern  das  Trägheitsmoment  ß  des  Rades  mit  D^  etwa 
proportional  ist,  liegt  es  nahe,  unter  Einführung  eines  neuen  zu- 
sammenfassenden. Bei  wertes  zu  schreiben: 

(22)  93?n«=«dÖa>^^^  . 

X4  hat  hier  rund  den  Betrag  0,001  y,  wenn  6  in  gr  cm^  eingeführt 
wird. 

Für  den  Reibungswiderstand  von  Schiffsschrauben  in  Wasser 
fand  Frahm^'®)  den  Ansatz 

Beschränkt  man  sich  auf  den  Widerstand,  der  den  Schwan- 
kungen -—-  von  CD  entspricht,  so  hat  man 

(23)  W^  =  Crwl-'^  =  3Jf«x^^  . 
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Demnach  wird  der  Beiwert  Xy,  berechnet  aus: 


(24) 


zu 


0) 


m 


Xu, 


W 


m 


Nach  Frahm  iat  hier  r  mit  3,6  bis  4,0  einzusetzen.      . 

Bei  Dynamomaschinen  gestaltet  sich  die  Widerstandsberech- 
nung einfacher.  Ist  <P  die  Kraftlinienzahl  eines  Dynamopolpaares, 
J  der  Ankerstrom,  so  ist  das  zum  Antrieb  des  Dynamo  nötige 
Drehmoment  mit  einer  Konstanten  C  . 

d  "^^ 

(25)  3R  =  C<PJ  =  x,*2-^. 


6 


Fecferungszahf  Zf2 
Mutiere  Drehzahl  cü„ 
M titlere  Schlffsgeschmndykeit  Uf„ 


Fig.  288.   Kräfte  bei  einer  Schiffsmaschine. 


ft  i^ 


Über  den  Beiwert  «« lassen  sich  allgemeine  Angaben  nicht  machen. 

7.  Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  obigen  Ansätze 
zu  geben,  knüpfen  wir  an  an  die  Ubersichtszeichnung  eines  ein- 
fachen Schiffsschraubenantriebs  nach  Fig.  288.  Hier  wird  (p-^^  und 
9^2  die  Wiakelabweichungen  der  Querschnitte  1  und  2  von  einer 
mittleren  Drehung  der  Welle  mit  der  Geschwindigkeit  (ü^  . 

Für  diese  beiden  Querschnitte  sind  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  aufzustellen  wie  folgt: 


(26) 


0M'+(A^l>^r,+  n^X.) 


i^\ 


dt 


+  ^12(9^1  —  <Pt)  =  TB:n2(o„^t , 
d(p2 
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Hier  entspricht  die  Zeichengruppe  Pi^i^n  ^^^  Beibungs- 
dämpfung  im  Lager  1,  T^rx,  der  Stoßdämpfung  im  Kurbel-  und 
Kreuzkopflager.  (P^  +  ^)  ^2  ^  ^2  ^^^  ^^^  Reibungsdämpfung  im 
Lager  2  berücksichtigen,  welches  zugleich  als  Axiallager  zur  Auf- 
nahme des  Propellerschubs  8  vorausgesetzt  wurde ;  die  von  letzte* 
rem  herrührende  Reibung  kommt  zur  Lagerreibung  hinzu  und  ist 
zu  berücksichtigen  durch  Vermehnmg  des  Lagerdrucks  Pj  um  die 

Größe   8  =  —- —  .    Die  Gruppe    Tq  r  x^  rührt    her    von  der 


V. 


m 


Dämpfung  der  Bewegung  durch  die  Schraubenflügel. 

Zur  Erörterung  der  Bewegung  auf  Grund  der  Ansätze  (26) 
verweisen  wir  auf  die  früher  gegebenen  Vorschriften. 


§  96.  Schwingungen  von  zylindrischen  Schraubenfedem^^^). 

1.  Schraubenfedem  sind  als  wesentliche  Bestandteile  der 
Steuerungsorgane  von  Kraftmaschinen  rasch  wechselnden  Be- 
anspruchungen ausgesetzt.  Da  sie  mit  Masse  und  Elastizität  be- 
haftet sind,  besitzen  sie  Schwingungsfähigkeit  und  können  durch 
die  periodischen  Beanspruchungen  zu  unerwünschten,  auf  Reso« 
nanz  beruhenden  Formänderungen  gebracht  werden,  die  sich 
oft  durch  Schlaggeräusche  oder  sogar  Brüche  kundgeben. 

In  der  Fig.  289  ist  X  X  die 
Federachse,  O^O,  ein  Stück  der 
Feder  vom  Windungsradius  r  und 
der  Windungssteigung  (x  . 

Die  axiale  Federkraft  P  wird 
durch  Parallelverschiebung  an 
den  Punkt  O^  übertragen;  sie 
wirkt  auf  den  Federquerschnitt  0^ 
wie  eine  Kraft  P  in  der  Axial- 
ebene durch  Ol  und  ein  Moment 
3R  =  r  P  senkrecht  auf  dieser 
Ebene.  Durch  Zerlegung  von  P 
und  3SI  nach  dem  Federquerschnitt  ergeben  sich  auf  diesen 

eine  Zugkraft  Pj 

eine  Schubkraft  P, 

ein  verdrehendes  Moment  SKj 

ein  biegendes  Moment  Söl,. 


Fig.  280.   Element  einer  Scliraubenfeder. 
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Die  Feder  muß  tiieo  im  allgemeinen  lAngeschwingungen,  Biegungs- 
schwingungeti,  Drillingsficliwingmigen  ausführen. 

Längsschvingungen  treten  auf  infolge  der  Zugkraft  P,  =  P  sin  « ; 
aie  haben  Verlängerungen  und  Verkürzungen  der  Schraubenlinien- 
länge L  der  Feder  zur  Folge  und  äußern  sich  demnach  durch  Ver* 
gröBerung  oder  Verkleinerung  dos  WindungEradius  (wenn  die  Feder- 
endpunkte, wie  meist,  unverschieblich  in  Richtung  des  Feder- 
umfangs  sind).  ErfahrungBgemäß  sind  Windungsänderungen  bei 
Federn  unerheblich ;  wir  laasen  also  die  Longitudinalschwingungen 
außer  acht. 

Das  Moment  M^  =  W  sinix  erzeugt  Biegungsschwingungen, 
die  sich  ebenfalls  durch  Änderungen  des  Windungsradins  äußern 
müssen;  auch  sie  lassen  wir  als  unerheblich  beiseite. 

Die  Schubkraft  P^  =  P  cos«  hat  Biegungsechwingungen  in 
axialer  Richtung  zur  Folge;  bezüglich  ihrer  machen  wir  von  der 
allgemein  üblichen  Vemacbläfisigung 
Gebrauch,  daß  die  Formänderungen 
durch  Schubkräfte  steta  in  erster 
Annäherung  unerfaebhch  sind. 

Ee  bleiben  also  nur  die  Drillings- 
schwingungen  infolge  des  Moments 
SDI|  =  SH  cos«  übrig,  die  sich  durch 
die  erbeblichen  axialen  Zusammen- 
drückungen  der  Feder  äußern. 

In  der  Fig.  290  ist  das  Triebwerk 
eines   Kraftmaschinenventiles  skiz- 
ziert.   Die  Längen  I  und  L  werden 
in  der  Schraubenlinie  gemessen. 
Fis.2»o.  Krytm.BohiLe.ivei,tii.  ^^  P^^er  sei  mit  der  Anfanga- 

spannkraft Pfl  und  der  Anfangs- 
einsenkung Xi^  des  Endes  l  —  L  eingesetzt.  Es  gilt  mit  dem 
Gleitmodul  0 

64  nr»    Pg 

Xg  ist  die  Anfangsfedereinsenkung  an  der  Stelle  I;  es  gilt 
t        32    r*     P.  , 
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Zur    Ermittelung    der    Schwingungsdifferentialgleichung    be- 
trachten wir  das  Federelement  der  länge  dl  mit  der  Masse 

cm  =  ——Qcl 
und  dem  Trägheitsvermögen: 

Das  letztere  steht  in  Wechselwirkung  mit  den  an  den  Enden  des 
Elements  angreifenden  Drillingsmomenten: 

und  a)e+  Sm  =  (P  +  dP)r; 

es  gilt 

d^l  =  rdm 


dt^ 


oder 

dp        d^n       o^x 


(^  =  -^  =  Dichte)  . 


Da  aber  auch  gilt: 

n    d^G    dx       ,  d^Ti 

wo  das  erste  Glied  rechts  die  Drillungskraft,  das  zweite  (bei  senk- 
recht angeordneter  Feder)  die  Gewichtswirkung  des  herabhängen- 
den Teils  bedeutet,  so  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichung 
schließlich : 

d^x        d^O    cx^    . 

Hier  kann  man  noch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a  der 
Störungen  längs  der  Feder  einführen  mit 

die  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  1/  —  einer  reinen  Dril- 
lung in  einem  geraden  Stabe  (§  90)  zusammenhängt  entsprechend : 

2i2r  f    Q 
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Durchschnittlich  gelten  für  Stahl  folgende  Zahlenwerte: 
Gleitmodul ö  =  8,5  •  10»  kg/m« 


(4) 


Dichte i>  = -^  =  800  kg  secVm* 


"1^1- 


Drillungsgeschwindigkeit    |/  -7-  =  3260  m/sec*  . 

Da  üblicherweise  —  bei  Federn  zwischen  0, 15  und  0,33  schwankt, 

r 

so  bewegt  sich  a  in  den  Grenzen  von  173  m/sec  bis  380  mJB^Q, 
2.  Die  oben  abgeleitete  Differentialgleichung 

(5)  rfi-''"  e-p-  +  9 

wollen  wir  mm  zur  Untersuchung  der  freien  Schwingungen  einer 
Feder  benutzen,  die  an  ihrem  einen  Ende  befestigt  senkrecht 
herabhängt,  am  anderen  Ende  die  Anfangsverschiebung  z  =  t 
erhalten  hat  und  plötzlich  freigelassen  wird. 

Zur  Ermittlung  der  Gleichgewichtsgestalt  der  Feder  zur  Zeit 


e^ 


X 


t  =  0  schreiben  wir  mit     ^  ^  =  0 

(5a)  a«  ^'^J  +  g  =  0  , 

wodurch  sich  das  allgemeine  Integral 
(ßb)  x  =  A  +  Bl^  -\-l^ 

oder  nach  gehöriger  Konstantenbestimmung 

(5c)  a:  =  /-^  +  -/^-J(L-i 

L        2a^ 

findet. 

Der  Partikularansatz,  der  (5)  genügt,  lautet: 

(6)       Xn  =  sin — l(AnOOsmt  +  B^Binrnt)  —  -^^l(i  —  L)  . 

a  'ZOT 

Er  erfüllt  ohne  weiteres  die  Grenzbedingung :  a;  =  0  für  1  =  0. 

ö  X 

Da  die  Feder  anfänglich  in  Buhe  sein  soll:  -5—  =  0  für  <  =  0,  so 
muß  B^  verschwinden;  wir  haben  also  einfacher 
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(7)  Xn  =  AnSin — Zcosm^  —  -^r—^lil  —  L)  . 

a  Zar 

Es  muß  aber  auch  noch  die  Bedingung  der  Spannungslosigkeit 

des  freien  Endes  x  =  L  erfüllt  werden:  -—  =  0  . 
Dies  führt  auf: 

cos  —  L  =  0  , 
a 

also  auf  die  Periodengleichung.    Diese  liefert: 

(8)  m- — , 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  allgemeine  Bewegung  der  Feder  findet  sich  nun  durch 
Übereinanderlagerung  aller  Teilschwingungen  nach  Ansatz  (7) 

Hier  sind  die  unbekannten  Beiwerte  A^  mit  Hilfe  der  Anfangs- 
gestalt (5c)  zu  bestimmen: 

~i  (2n+l)7i  .       .  l 


2L  '  L  ' 

0 


Es  entsteht  also  die  Aufgabe,  im  Intervall  0  <  Z  <  L  die  Funktion 
/  =.   in  eine  Fouriersche  Reihe  zu  verwandeln.    Man  erhält 

und  für  x  die  Keihe 

Setzt  man  hier  l  =  L,  so  wird : 


(10) 


8/  f       an  ^       1         San  \ 
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Durch  Differentiation  nach  der  Zeit  findet  sich 
dx 


(11) 


[et\ 


4a/ f .    an  ^  .    1    . 


•    •    *  j    * 


Die  Reihe  in  der  geschweiften  Klammer  hat  aber  im  Intervall 

0  <  <  < den  Summenwert  -r- ;  mithin  wird  die  Geschwindigkeit 

a  4 

des  freien  Federendpunktes  in  dem  genannten  Intervall  konstant 


X 


Vct\ 


af 


l=L 


Im  Intervall 


2L              4L 
~-<t< 

a  ,a 


L  wird  dagegen 

dx 

Hg.  291.   Bewegung  des  Federendpunktes. 


L  et  J 


l  =  L 


+ 


Ol 
L 


Der  Federendpunkt  macht  also  keine  harmonische  Schwingung. 
Deren  Form  bestimmt  sich  etwa  nach  der  Fig.  291. 

T 

Ein  mittlerer  Federpunkt  bei  I  =  -^  hat  die  Geschwindigkeit: 


(12) 


lcx\\  4af    t       an  1 


San 


'                  1 

1                                    1 
1 

t 

i 

1 

h« 

1 

./■-# . 

•"^ 

1-Mrl5-/- 

t 

,    1         5an         1         Tan  \ 

Die    in  der  Klammer   stehende 
Reihe   hat    aber   den  Wert  -t-^2, 


im  Intervall 


2a  ^^^  2ä 


den  Wert  —    -^2       im 


und 
Intervall 


-ci —  <  ^  <  ö-  -  9  während  sie  sonst 
2a  2a 

verschwindet.     Ihre  Gestalt  findet 

Fig.  292.    Bewegung  der  Federmitte,      sich     also    nach    Fig.  292     imd    die 

Bewegung   des   Punktes   l  =^-^  geht  also  so  vor  sich,  daß  er  von 
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^  =  0  bis  <  =  -^r—  in  der  anfänglichen  Buhelage  a;  =  -^  + 


9     I? 


2a 


2a»    4 


verharrt*    Zur  Zeit  t  =  -^—  erreicht  die  Störung,  die  mit  der  Ge- 

^  et 

schwindigkeit  a  vom  freien  Federende  her  heranrückt,  den  Punkt 

und  bringt  ihn  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 


dx 


et 


af 


1= 


SL 


zur  Zeit  t  =  -^ —  in  die  Lage 


2a 


2  ^ 


2a^    f 


9 


die  er  bis  t  =  -pr —  beibehält,  um  darauf  in  der  Zeit  —  mit  der 

2a  a 

af  f 

Geschwindigkeit  +  -j-  in  die  Lage  a;  =  -^  zurückzugehen. 

3.  Die  in  1.  erwähnten  unerwünschten  Federbewegungen  sind 
eine  Folge  der  periodischen  Einwirkung  der  Steuerorgane,  die  wir 
kurz  als  „Störung''  be-  j^x 
zeichnen  woUen.  Diese 
Störungen  gehen  im  all- 
gemeinen vom  Feder- 
anfang A  aus  (Fig.  290) 
in  Gestalt  von  Zusammen- 
drückungen  des  Feder- 
anfangs nach  Maßgabe  der 
durch  die  Betriebsbedingungen  der  Maschine  vorgeschriebenen 
Ventileröffnungskurve  (Fig.  293). 

Wie  oben  unter  1 .  dargelegt,  pflanzen  sich  diese  Störungen  längs 
der  Feder  mit  der  (^schwindigkeit 


Fig.  203.    Störung  einer  Feder. 


2r  f^  2e 


fort.  Ist  die  Dauer  der  Ventileröffnung  t  ,  so  hat  sich  nach  ihrem 
Ablauf  die  Störung  vollständig  über  die  Feder  ausgebreitet 
(letztere  vorläufig  als  unbegrenzt  lang  angenommen),  ihr  Ende 
ist  im  Federanfang  A  angekommen  und  sie  nimmt  längs  der 
Feder  eine  Strecke  ar  ein. 
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Im  allgemeinen  ist  die  Federlänge  L  viel  kleiner  als  die  Länge 
des  Störungszuges  a  t  ;  die  Störung  muß  also  am  Federende  E 
reflektiert  werden,  ehe  sie  am  Anfang  A  beendet  ist.  Die  Störung 
kombiniert  sich  also  mit  ihrer  eigenen  Reflexion. 

Im  allgemeinen  wird  eine  Feder  mit  einer  Anfangs-  oder  Vor- 
spannung Pq  eingesetzt  (vgl.  oben  1.) 

^^    32  r«   '   L    ' 

Über  diese  Vorspannung  lagert  sich  im  Betriebe  eine  zusätzliche 
von  der  kombinierten  Störung  x  herrührende  Spannung 

_  nd^Q    ex 

deren  Werte  uns  besonders  am  Federanfang  und  Federende  inter- 
essieren : 


(13) 


Pk  = 


Es  handelt  sich  also  um  die  Elrmittiung  der  Änderungen  der  Feder- 
drahtachsenneigung 

die  von  den  kombinierten  Störungen  x  verursacht  werden. 

Zunächst  gibt  der  Verlauf  der  ursprünglichen  Ventileröffnungs* 
kurve  f  Anlaß  zur  Berechnung  der  entsprechenden  Drahtachsen- 

neigung  rj  =  =  -^ — -  an  Hand  des  Diagrammes  Fig.  293. 

Man  hat  daher  die  Richtimgstangenten  der  Ventileröffnimgskurve 
als  Funktion  von  l  oder  a  r  aufzutragen.  Die  Neigungsänderungen  rj 
pflanzen  sich  nun  naturgemäß  in  derselben  Weise  längs  der  Feder 
fort,  wie  die  Störungen  f ;  auch  die  Reflexionen  an  den  Enden 
regeln  sich  in  gleicher  Weise. 

Der  Reflexionsvorgang  am  Federende  E  (l  =  0)  erörtert  sich 
am  besten  an  Hand  der  Differentialgleichung: 
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Deren  d'Alembertsche  Lösung  lautet  aber 

(16)  z^{l  +  at)  +  f{l-at)  , 

d.  h.  eine  an  beliebiger  Stelle  eingeleitete  Störung  pflanzt  sich  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  fort.  Am  Ende  {  =  0  muß  die 
Feder  in  Ruhe  sein  :a;  =  0,  d.  h.  es  muß  gelten  /  (at)  +  f  {—  at)=0 
oder 

(17)  /(aO=-/(-at). 

Die  Neigung  der  Drahtachse  ist  aber: 


(18) 

'  dx' 

[eil 

7  =  0 

oder  mit  (6): 

(19) 

.  G 

X 

Th 

+ 


1  (df(at)   _ 


Sf{-at)\ 


et 


1 


Volh=o 


d.  h.  eine  am  Federende  ankommende  Störung  /  wird  hier  mit 
doppelter  Amplitude  zurückgeworfen. 

Hiemach  kann  nun  der  kombinierte  Störungsverlauf  ermittelt 
werden,  unter  der  Berücksichtigung,  daß  jede  an  einem  Feder- 
endpunkt eingeleitete  Störung  nach  Durchlaufen  der  doppelten 
Federlänge  2  L  an  das  gleiche  Ende  zurückgelangt. 

So  findet  sich  für  den  kombinierten  Störungsverlauf  am 
Ende  A: 

Va^-V       0<1<2L, 

Va-V  +  ^Vi-^L      2L  <1<4L, 

ya=-r]  +  2(r]i.,L  +  m-4L)       4 L  <  /  <  6 L  , 

(20)  ya  =  V  +  ^2  ^'-2«/^      2nL<l<2(n+l)L 
mit  der  Festsetzun;^ : 

^/-2nL  =  0      für      n  =  0. 

Der  Störungsverlauf  zerfällt  also  in  Perioden,  die  der  doppelten 
Federlänge  entsprechen. 

Entsprechend  gilt  für  das  Federende  E 

(21)  y,  =  2^f]i_2nL      0  <l  <2nL. 

In  der  Fig.  294  ist  die  für  Stönmgsuntersuchung  maßgebende 
17-Kurve  über  ihrer  Erstreckimg  a  r  längs  der  Feder  aufgezeichnet. 
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Man  gewinnt  aus  ihr  die  kombinierte  Störung  ya  nach  Vorschrift 
von  (20)  durch  Verdoppelung  von  tj,  Verschiebung  nax^h  rechts 
jeweils  um  2  L,  4  L . . . ,  und  Addition  der  erhaltenen  Teilstörungen. 
Man  erkennt,  daß  infolge  der  Reflexionen  die  Spannung  der  Feder 
den  Betrag  erheblich  übersteigen  kann,  der  sich  ergibt,  wenn  man 
nur  die  Durchbiegung  infolge  der  Ventilöffnimg  |  allein  in  Bück- 
sicht zieht.  Im  übrigen  bilden  sich  nach  Schluß  des  Ventils 
stehende  Wellen  in  der  Feder  aus,  die  zur  Verminderung  der  Vor- 
spannung Anlaß  geben,  wie  durch  die  senkrecht  gestrichelten 
Trapeze  gekennzeichnet  ist.  Überschritten  diese  Verminderungen 
die  Größe  der  Vorspannung  y^,  so  würde  damit  ein  Schlagen  der 


Fig.  294.    Störungsontersuchung  einer  Feder. 

Feder  am  Anfang  verbunden  sein.  Eine  entsprechende  Unter- 
suchung kann  man  durch  Aufzeichnung  der  Kurve  y»  nach 
Ansatz  (21)  anstellen. 

Mit  der  y^-Kurve  kann  man  noch  die  entsprechend  übertragene 
Kiurve  der  Beschleunigungskräfte,  die  am  Ventil  und  seinem 
Steuerhebel  H  (Fig.  290)  wirken,  verbinden,  wie  in  der  Fig.  294 
durch  Einzeichnung  des  strichpunktierten  Linienzuge^s  geschehen 
ist.  Die  Gesamtordinaten  p  entsprechen  dann  den  Druckkräften 
zwischen  dem  Steuerdaumen  D  und  der  Rolle  des  Hebels  H 
(Fig.  290).  Das  Verschwinden  der  Druckkräfte  D  würde  ein 
Schlagen  der  Rolle  auf  dem  Daumen  zur  Folge  haben. 


§  ^.    Seil-  und  Kettensohwingangen. 
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§  97.   Seil-  und  Kettensehwingongen. 

1.  Ein  Seil  betrachten  wir  als  unausdehnbar.  Seine  Länge  von 
einem  festen  Punkte  auf  ihm  gemessen  sei  s,  sein  Längenelement 
ds,  die  Masse  des  Längenelements  mds.  An  dem  Element,  dessen 
Eaumkoordinaten  x,  y,  z  seien,  greifen  massenproportionale  Kräfte 
Xifiy    Ym,   Zm  an.      Die  räumlichen   Geschwindigkeitskompo- 

., ,  .  Ist  die 
et 

Seilspannung  T,  so  finden  sich  deren  Komponenten  nach  den  Ko- 

dx  dfj  dz 

ordinatenachsen  zu  T  —j—  ,  T,--,  T  ^-    an  dem  einen  Ende  eines 

ds  ds         ds 

Seilelements.     Am  anderen  Ende   bestehen  die  Seilspannungen 


'^  *>  <*, 

,      -m  .  ^'X  vy  cz 

nenten  des  Elements  seien  u  =  -^-  ,  v  =   ^  ,  w  = 

dt  dt 


dx 

T  -    - 

ds 

dx 

ds  . 

ds  , 

• 

ds  . 

ds , 

dz 
ds 

c 

da 

da 

ds         CS 


Die  resultierenden  Seilspannungen 


—  ds  . 


ds 


T 


dx 
ds 


ds    y 


d 
ds 


T 


dy^ 
ds 


ds    y 


c 

„,  dz  1 

—  - 

T  , 

ds 

ds. 

ds 


müssen  im  Gleichgewicht  stehen  mit  den  sogenannten  verlorenen 
Kräften  (§  27) 

^^-"ä?)^^'     ^(^--^)^^'     ^(^-^T)^"' 

d.  h.  es  ergeben  sich  die  Bswegungsgleichungen : 

d 


(1) 


m 


o^x 

It^  ^  ~di 

d^y  d 

'^'dW^'dl 

d^z  ö_ 

dt^   ~  "ds 


T 


T 


m 


ex 

'dJ 

dy 
ds 


dz 


-{-  mX 


+  mY 


T'—]  +  mZ  . 


OS 


Hier  sind  s  und  t  die  unabhängigen  Variabein,  Xy  7,  Z  sind 
irgendwie  als  Konstanten  oder  als  Funktionen  von  t  und  s  gegeben ; 
z,  y,  z  und  T  sind  als  Funktionen  von  s  und  t  zu  ermitteln.  Dazu 

Hort,  Schivlngungstohie.    2.  Aufl.  33 
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fehlt  noch  eine  vierte  Gleichung,  die  wir  in  der  Bedingung  der 
Unausdehnbarkeit   des   Seiles  finden.    Diese   Bedingung  lautet 

ds^  =  dx^  +  dy*  +  dz* 

oder  nach  Zeitdifferentiation 


(2) 


dx    du    ,    6y    dv    ,    dz    cw 

_  _L  £_ — ;;— ■ 

ds     ds         Ss     Ss        ds     es 


0. 


2.  Beschränken  wir  uns  auf  ebene  Seilbewegungen  (z  =  0) 
und  setzen  wir  als  massenproportionale  Kräfte  nur  die  Schwer- 
kraft (X  =  0,  r=— gr,  Z  =  0)  voraus,  so  werden  die  Glei- 
chungen (1)  einfacher 


(la) 


c^x  d   (^  dx\ 


e 

ds 


mg  . 


Betrachten  wir  nun  vorerst  die  Gleichgewichtslage  des  Seiles, 

/         e^x  d^y         \ 

so  ermittelt  sich  diese  (mit  -^r-^  =  0  ,     --.r—-  =  Ol   aus: 

\  rr  dt*  1 


(Ib) 


d  ( „  dx 
_   7^ 

d8  \      ds 


=  0, 


d 
ds 


T 


dy 
ds 


mg  =  0  . 


Deren  Integration  liefert  einerseits  die  für  alle  Seilpunkte  kon- 
stante Horizontalkomponente  der  Seilspannungen 


(3) 


dx 
T--  =Ä 
ds 


andererseits  die  Vertikalkomponente 

dy 


(4) 


T 


ds 


mgs  +  V . 


Durch  Division  von  (4)  durch  (3)  findet  sich,  wenn  der  Anfangs- 
punkt des  Seiles  {s  =  0)  auf  der  Ordinatenachse  (x  =  0)  liegt; 


(.'') 


6 


oder  nach  Differentiation 
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lA + m- 


Diese  Differentialgleichung  2.  Ordnung  hat  ein  allgemeines 
Integral  mit  zwei  willkürlichen  Integrationskonstanten  G^  und 
O^,  so  daß  mit  dem  Horizontalzug  H  drei  unbekannte  Größen  zu 
ermitteln  sind.  Hierzu  liefern  die  geometrischen  Bedingungen 
für  die  Lage  der  beiden  Seilendpunkte  zwei  Ansätze;  der  dritte 
findet  sich  durch  die  Verwendung  der  Seillänge  i,  die  natürlich 
auch  gegeben  sein  muß.    Der  dritte  Ansatz  lautet  also 


a 


(7)  L^]\ll  +  \^'dx 


0 

wo 


St 


"^  —  aus  dem  allgemeinen  Integral  von  (6)  einzusetzen  ist  und 

a  den  Horizontalabstand  der  Seilendpunkte  bedeutet. 

Jedenfsdls  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Seiles  zu  ermitteln, 
deren  Gestaltskoordinaten  x^,  y^  wir  nunmehr  als  Konstante 
betrachten.  Von  ihnen  sollen  jetzt  die  Koordinaten  x,  y  der 
Punkte  des  bewegten  Seiles  sich  um  die  Größe  f  bzw.  i/  unter- 
scheiden : 

x  =  a:i+^,      y  =  yi  +  ^, 

während  seine  Spannung  T  sich  von  der  Spannung  T^  des  ruhenden 
Seiles  um  den  Betrag  t  unterscheide :  T  =  T^'\-t  , 

Dann  werden  nach  Ausführimg  der  nötigen  Differentiationen 
und  nach  Kombination  der  Ansätze  (la)  und  (1  b)  die  Bewegungs- 
gleichungen des  gestörten  Seiles: 


(8) 


8t*        da 


:-^4i-fe). 


m^-  =  -UT,^  +  r^^^^ 


dt*         ö«\    *  ö«    '       ds 
Hierzu  kommt  noch  die  Unausdehnbarkeitsbedingung 

(dxy    (dx\^_  (dx^     eiy    /^     ö^y_ 

Xda)  "^  \dy)       \  ds'^  dal  "*"  Uä    "^  de!  "" 
oder  unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Quadrate  I  -tt-  1  und  ( -^  j 
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(8a)  —^  ~  +  -P  -:^  =  0  . 

^     '  ds    ds  ^  68    da 

3.  Fragen  wir  jetzt  nach  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer  kleinen  Störung  der  Gleichgewichtsgestalt  längs  der  Seüachse. 
Die  Störung  habe  die  Form  einer  kleinen  weUenartigen  Ausbauchung 
des  Seiles.  Da  die  Ausbauchung  kontinuierlich  in  die  Gleich- 
gewichtsgestalt übergehen  muß,  so  gilt  stets  an  den  Enden  der 
über  das  Seil  fortschreitenden  Welle: 

di  (li  c»  6n 

da  öt  da  dt 

Aus  den  ersten  beiden  Ansätzen  folgt  durch  Differentiation 

da 
nach  a  bzw.  f,  wenn-..—  =  v  (Wellengeschwindigkeit)  gesetzt  wird: 


V 

6»! 
da* 

+ 

da'ei 

0 

und 

et^ 

+ 

V 

62| 

ötda 

— 

0, 

woraus 

man 

02f 

dt^ 

-  v» 

ü2| 

da^ 

ableitet.    Ein  entsprechender  Ansatz  findet  sich  für  »;.    Hiermit 
gehen  aber  die  Ansätze  (8)  für  die  Enden  der  Welle  über  in 

(„._i)|4_„,  („.._ii)f;'2._„. 

V  m  /  da^  \  ml  da^ 

woraus  folgt: 

(10)  t;2  =  -?JL. 

m 

Wenn  für  die  Gleichgewichtsgestalt  -  ^-  =  tga  gesetzt  wird, 
so  ergibt  sich  aus  (4)  und  (3)  durch  Division  und  Differentiation : 


aus  (3)  allein: 


Demnach  wird: 


CS 


Ti  cosöc  =  H  . 
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T.                 g 
(11)  -  =  t;i =  ggcosoi  , 

cos«  —7^ — 

C8 

dtgA       ötgÄ    d<x           1         1  . 
weil  — ;^ —  =  —^ ^  -  = ^    •  -  (^  =  Krümmungsradius)  ist. 

08  OCC       08         cos^a     Q  o  / 

Verbindet  man  nun  (11)  mit  (10),  so  erkennt  man,  daß  sich 
die  Störung  längs  des  Seiles  fortpflanzt  mit  der  (Geschwindigkeit 


V  =  yggcöscc  =  1/ 


H 


mcosa 


die  (Seschwindigkeit  hat  also  im  Scheitel  des  hängenden  Seiles 
(im  tiefsten  Punkt)  ihren  kleinsten  Wert,  weil  dort  auch  die  Seil-- 

Spannung  am  kleinsten  ist.   Denn  unser  Ansatz  (10)  ist  identisch 

p 

mit  dem  Ansatz  a  —  —r  §  87  für  die  Störungsgeschwindigkeit  in 

einer  gespannten  Saite,  da  man  jedes  Seilelement  als  gespannte 
Saite  betrstchten  kann,  womit  die  Störungsgeschwindigkeit  im  Seil 
proportional  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  werden  muß. 
4.  Zur  Untersuchung  der  kleinen  ebenen  Schwingungen  eines 
Seiles  oder  einer  Kette,  die,  an  einem  ihrer  Enden  im  Koordinaten- 
anfangspunkt befestigt,  vertikal  herabhängt,  knüpfen  wir  an 
an  die  Ansätze  (la).   Wegen  der  Kleinheit  der  Bewegung  und  der 

Unausdehnbarkeit  ist  -k-  =  0  und   ^  =  1,  also  «/  =  «  zu  setzen. 

Öt  08 

Durch  Integration  der  zweiten  Gleichung  (1  a)  findet  sich  hiemach : 

(12)  T=^C  +  mgy 

oder  da  am  unteren  Ende  der  Kette  (x  =  0,  y  =^  —  L)  die  Span- 
nung T  =  0  sein  muß : 

(13)  T  =  mg{y  +  L). 

Dies  setzt  man  in  die  zweite  Gleichung  (la)  ein: 

1    d^x  d 


(14) 


g     ö<2         Sy 


^y + ^)  i 


Schreiben  wir  nun  if  statt  1/  +  Z/,  so  findet  sich  als  Differen- 
tialgleichung für  das  Ausschwingen  x  der  einzelnen  Kettenpunkte 

4   d^x        1    Bx        S^x 
g    ö<»       }^    öl)       0»^* 
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Durch  den  Ansatz  a;  =  T  H ,  wo  T  nur  *,  H  nur  rj  enthalten 
sollen,  entspringen  hieraus  mit  der  noch  zu  bestimmenden  Kon- 
stanten i*  und  der  Abkürzung  4  c^  =  gr  die  beiden  gewöhnlichen 
Differentialgleichimgen 

Von  diesen  liefert  die  erste  das  allgemeine  Integral 

(17)  7  =  Ci&m(kct  +  (X), 

die  zweite: 

H==A,Jo{kri)  +  B,To{krj), 

wo  Jq  und  Yq  die  Besselschen  Funktionen  erster  und  zweiter  Art 
der  Ordnung  Null  bedeuten.  Am  unteren  Ende  der  Kette  muß 
aber  die  Spannung 

(18)  T==mg{y  +  L) 

verschwinden,  d.  h.  es  gilt  hier  die  Grenzbedingung:  für  y  -\-  L  ==  0 
oder  t]  ==  0:  T  =  0  .  Mithin  muß  am  unteren  Ende  (»7  =  0)  H 
verschwinden,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Konstante  5, 
gleich  Null  angenommen  wird,  denn  für  rj  =  0  würde  YQ{krj) 
unendlich  werden,  weil  es  einen  Term  log(fci/)  enthält. 

Für  die  seitlichen  Ausschläge  der  Kette  ergibt  sich  also, 
mit  C^Ai  =  A 

(19)  X  =  AjQ(kri)&in(kct  +  oc)  . 

Nun  ist  die  zweite  Grenzbedingung  zu  berücksichtigen,  daß  für 
y  =  0  oder  tj  =  ]'L  dauernd  x  verschwinden  muß,  weil  ja  der 
Aufhängepunkt  der  Kette  stets  in  Ruhe  ist.  Dies  führt  auf  die 
Gleichung 

(20)  ,  Jo(*y^)  =  0 

zur  Bestimmung  der  imbekannten  Konstanten  k.  Die  Gleichung 
(20)  liefert  unendlich  viele  Wurzeln  Qt  =  k]fL,  und  somit  unend- 
lich viele  Werte  der  Konstanten 

21)  fc==-|. 
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Jeder  dieser  Werte  liefert  eine  sogenannte  Hauptsohwingung 
der  Kette 

(22)  X]^  =  Ä]^  Jq (k rj) sin (kct  +  ä^)  , 

aus  denen  sich  die  gesamte  Schwingung  der  Kette  nach  der 
Summe 

qp 
X  =  ^X^ 
1 

zusammensetzt.  Hier  bestimmen  sich  die  Amplituden  Ajt  und  die 
Phasen  o^k  der  einzelnen  Schwingungsanteile  entsprechend  dem 
Verfahren  bei  der  schwingenden  Saite  durch  die  Anfangsbedingun- 
gen.   Vgl.  §  87. 

Für  die  Wurzeln  Qi  gilt  die  Reihenentwickelung 

(l      ^o^   .    0,050661         0,053041    ^        \ 

aus  der  sich  für  die  langsamste  Schwingung  {k  —  l)  berechnet 
Q^  =  0,77  7t,  Damit  findet  sich  aber  die  zugehörige  Schwingungs- 
dauer 

Qtc  0,77  \    g  }    g 

Die  Kette  von  der  Länge  L  schwingt  also  etwas  rascher  als 
das  gleichlange  mathematische  Pendel. ^^^) 


XII.  Periodische  Bewegungen  nicht  elastischer 

Flüssigkeiten. 

§  98.  Die  Eulersehen  Differentialgleiehmigen  der  Flüssigkeits- 

bewegiing. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  im  Gleichgewicht  befindliche 
Flüssigkeit  in  einem  Baumpunkt  xyz;  die  dort  herrschende 
Dichte  bezeichnen  wir  mit  q  ,  den  Flüssigkeitsdruck  mit  p;  Q  und  p 
setzen  wir  als  mit  dem  Ort  veränderlich  voraus  j  bzw.  ß  heißt 
dies,  daß  wir  die  Flüssigkeit  als  kompressibel  ansehen. 
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^.Z 


X 


Nunmehr  grenzen  wir  (Fig.  296)  ein  FlüssigkeitsparaUelepiped 
der  Kantenlängen  Ax,  Ay,  Az  heraus  und  betrachten    dessen 

Gleichgewicht  gegen  Verschie- 
ben in  Richtung  der  x- Achse. 
^^^-^  Zunächst  wirkt  der  Flüssig- 
keitsdruck auf  die  der  y  z- 
Ebene  zugewendete  Seite  des 
Parallelepipeds  mit  dem  Be- 
trage 

pAyA  z. 

Auf  die  gegenüberliegende 
Seite  wirkt  der  Flüssigkeits* 
druck  mit  dem  Betrage 

(p  +  Ap)AyAz  =fp  +  Y~Ax\AyAz  . 

Schließlich  sei  noch  eine  der  Dichte  g  proportionale  Kraft  mit 
einer  a;-Komponente  ^  XgAxAyAz  beteiligt.  Die  Gleichge- 
wichtsbedingung lautet  dann: 

pAyAz  —  \p+  J^ Axj Ay Az  +  X g Ax Ay Az  =  0  . 

Für  die  anderen  Koordinatenrichtungen  existieren  ähnliche 
Gleichungen,  so  daß  folgendes  System  von  Gleichungen  resultiert : 


Fig.  295.    Kräfte  am  Fiassigkeitselement. 


(1) 


i 


X 

g  c  X 

¥ 

Z- 

g   dz 

Die  Flüssigkeit  sei  nun  in  Bewegung.  Dann  ist  die  Massenträgheit 
des  betrachteten  Elementes 


g  AxAyAz 


dl 


oder  wenn  wir  mit  u  die  «:-Komponente  der  Geschwindigkeit  des 
Elementes  bezeichnen 
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Q  AxAy  Az 


du 

'dt  ' 


Diese  Massenträgheitskraft  muß  nun  nach  dem  d'AIembert- 
schen  Prinzip  gleich  der  Summe  der  angreifenden  inneren  und 
äußeren  ICräfte  3ein,  also: 

r  dtt  _  l   dp 

dt  Q     GX 


(2) 


dt  9  dy 

dw  __  1    cp 


dt 


Q    dz 


Im  allgemeinen  wird  nun  die  Geschwindigkeit  sowohl  eine 
Funktion  des  Ortes  wie  der  Zeit  sein,  also: 


(3) 


u  =  (p(xyzt)\ 
v^%p{xyzt). 


Aus  diesen  Gleichungen  berechnen  sich  die  totalen  Differentiale 


(4) 


du==-/~dx+  l"^  dy+^dz  +  ^dt. 
ox  dy  LZ  et 

dv  =  ^^dx  +  ^^^-dy+-Xdz  +  -^^dt  , 
ox  dy  C2  dt 

dy  d  y  d  y  d  y 

dw^-^'dx+^^dy-^-   k- dz  +    T:~dt 


dx 


^y 


cz 


t 


und  hieraus  die  Geschwindigkeiten  selbst: 


(o) 


{du 
dt 

dv 
üi 

dw 
~dt 


du  du  du       du 

()y  ( z        et 


=  u 


ex 

dv  dv  cv        dv 

-r \-V-^ h   W—-  +   -^ 

cx  c;y  cz        et 


dw         dw  cw       dw 

W- \-  v-T 1-  w-^ h 


dx 


y 


dt  ' 


womit  sich  die  hydrodynamischen  Gleichungen  schreiben: 
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(6) 


du    ^      du    ,       du       du       _  l  dp 


dx 

dv 


dy 

dv 


dz 


dt 


Q  dx   * 


dv       dv       _,   1  dp 
dx  dy  dz        dt  q  dy 

cw         dw  dw      dw       „     '  l  dp 

u^ \-v-T \-w-^ h  «.  =Z  — 


ex 


dy 


dt 


dz  ' 


Dies  sind  die  drei  Eulerschen  hydrodynamischen  Diffe- 
rentialgleichungen für  die  vier  Größen  u,  i;,  w,  t.  Es  fehlt 
mithin  noch  eine  Gleichmig,  nämlich  die,  welche  die  Dichten- 
ander ung  während  der  Bewegmig  angibt. 

Die  Dichtenänderung  im  Zeitelement  dt  in  unserem  Raum- 

element  AxAyAz  iBt  ^ dt ,  und   damit  die  Massenänderung: 

dt 

dp 
Ax Ay Az-~-dt  . 

Wir  betrachten  nun  die  Massenänderung  im  Element  AxAyAz 
während  der  Zeit  dt. 

In  Richtung  der  a;- Achse  strömt  ein: 


Ay AzQudt ; 


es  strömt  aus: 


\y  Az\ou-\ — ^~  Ax\dt  . 


Im  ganzen  strömt  also  die  Masse 

dx 

Analoge  Strömungen  finden  .statt  parallel  zur  y-  und  z- Achse. 
Die  Summe  aller  drei  Strömungen  muß  gleich  der  obengenannten 
Massenänderung  sein,  also: 


dt  \    dx  du 


d(Qu)    ,    d{Qv)    ,    d(Qw) 

~dz 


dy 

« 

oder  nach  Division  mit  JxAyJzdt: 


jAx, 


iy Azdt . 


(7) 


fiy 


ez 
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Dies  ist  die  Kontinuitätsgleichung,  die  ebenfalls  sobon 
von  Euler  aufgestellt  wurde. 

Die  bisberigen  Ansätze  sprechen  nun  von  Verschiebungen 
des  Elementarteilchens  AxAyAz;  wir  wollen  jetzt  sehen,  ob 
neben  den  Verschiebungen 
auch  Drehungen  vorkom-  |^ 
men  können.   . 

In  der  Figur  296  de- 
f  ormiiere  sich  während  der 
Zeit  dt  das  ursprünglich 
rechtwinklige  Parallel- 
epiped  in  i  ein  schief- 
winkliges, was  offenbar 
eintreten  muß,  da  die 
Geschwindigkeiten  in  den 

_      ,  .  .  Fig.  296.   Drehung  eines  FlflSBigkeitBelementes. 

Punkten  x,  y,  z  von  denen 

in  den  Punkten  x  +  Ax,  y,  z  und  x,  y,  z  -\-  Az  verschieden 
«ind.  Infolge  dieser  Qeschwindigkeitsunterschiede  verschieben 
sich  diese  beiden  letzten  Punkte  um 


dz 


dx 


Axdt 


und 


6x  s=  7^-Azdt  . 

cz 


Mit  diesen  Verschiebungen  sind  aber  die  Drehungen  der  Kanten 
Ax  und  Az  des  Parallelepipeds  um  die  Winkel  fi  und  v  wie  folgt 
verknüpft : 

dz  =  V  'Ax  , 

ÖX  ^  JLl'Az  . 

Es  finden  sich  also  diese  Winkel 

du  , 
^'^dz^'^ 

ex 

Aus  den  Winkeln  ju  und  v  berechnet  sich  aber  die  mittlere 
Drehung  des  Elementes  um  die  i^- Achse: 
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und  nach  Division  mit  dt: 


1  = 


dt  "'  2\dl       Sx)' 


Für  die  anderen  Achsenrichtungen  ergeben  sich  durch  zyk- 
lische Vertauschung  der  Buchstaben  analoge  Gleichungen: 


(8)  { 


da  __  1  /dw       Sv\ 

__  öy  ^  1  /dv       du\ 
^'"dt'^~2\ei'"d^)' 


^,  fj,  C  bedeuten  also  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Flüssig- 
keitselementes. 

Wir  wollen  jetzt  eine  Flüssigkeit,  in  der  f  =  0,iy=0,C  =  0 
ist,  in  der  also  die  Flüssigkeiten  nicht  rotieren,  eine  .wir- 
belfreie nennen.  Die  Bedingung  dafür,  daß  eine  Flüssigkeit 
wirbelfrei  ist,  lautet  dann: 

dw       dv  du       dw  dv       du 

dy        dz  '        dz       dx  ^       dx       dy 

Diese  Bedingung  wird  z.  B.  erfüllt,  wenn  u,  v^w  von  einer  Funk- 
tion ^(xyz)  so  abhängen,  daß  ist 

d0  d0  d0 

dx  dy  dz 

Die  Flüssigkeitsbewegung  hat  dann  nach  Helmholtz*  Aus- 
drucksweise ein  Geschwindigkeits Potential  <2>,und  mankann 
sagen,  daß  eine  Flüssigkeitsbewegung  mit  Geschwindig- 
keitspotential wirbelfrei  ist. 

Setzt  man  nun  noch  die  Kontinuitätsgleichung  für  inkompres- 
sible  Flüssigkeiten  mit  d^  =  0  an : 

,,,,  du       dv    ,   dw 

öx.      dy        dz 

so  findet  tnan  mit  (10)  folgende  partielle  Differentialgleichung 
für  das  Potential: 
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ö«$       0«$       d*0 

Flüssigkeiten,  die,  wenn  sie  zuAnfang  wirbelfrei  waren, 

auch  während  der  Bewegung  wirbelfrei  bleiben,  nennt 

man  ideale  oderreibungsfreie;  bei  diesen  bleiben  Wirbel, 

die  auf  irgendeine  Weise  entstanden  sind,  dauernd  er- 
halten"3), 

§  99.  WeUenbewegung  bei  WirbeUreiheit^^^). 

Wir  untersuchen  nun  die  Wellenbewegung  einer  inkompres- 
siblen  Flüssigkeit,  indem  wir  ein  Geschwindigkeitspotential  0 
annehmen.  Die  Bewegung  erfolge  parallel  zur  a;z-Ebene;  dann 
beschränkt  sich  die  Kontinuitätsgleichung  auf: 

und  die  Differentialgleichung  des  Potentials  auf: 

Eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  ist 

(P  =  Zcos27i(-^ ^1       oder  auch 


(3) 


<P  =  Z8in2;r|^-^). 


wenn  Z  als  Funktion  von  z  der  Gleichung  genügt: 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichimg  ist  aber: 

(5)  Z=^At^^  -\-Be"^\ 

Für  die  Konstanten  A  und  B  liefert  die  Bemerkung,  daß, 
falls  die  x  y-Ebene  der  Boden  des  Gefäßes  ist,  für  i  =  0  auch 

ti;  =-^  =«  0  sem  muß,  die  Relation 
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mithin : 

(6) 


0  =  Ä\e^    +e    ^    lcoB27ti- —  I . 


Aus  diesem  Ansatz  ergibt  sich,  daß  sich  bei  festen  z  und  t 
$  reproduziert  für  a;  =  ifc  •  A ,  wo  k  eine  ganze  Zahl  ist.  Wir 
nennen  also  die  Größe  l  die  Wellenlänge,  d.h.  den  Hori- 
zontalabstand aller  Punkte,  in  dem  zur  gleichen  Zeit 
gleiche  Bewegungszustände  herrschen. 

Weiter  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Verschiebungen  der 
Pimkte  und  die  Verschiebungsgeschwindigkeiten  klein  sind.  Dann 
kann  die  dritte  der  hydrodynamischen  Differentialgleichungen 

geschrieben  werden  mit  t£;  ==  —  ^—  und  Z  =  —g: 

öz 

d  /d<t>\  1   dp 

ft\dz/  Q   cz 

Tauscht  man  hier  im  ersten  Gliede  die  Reihenfolge  der  Differen- 
tiationen um  und  integriert  nach  z,  so  wird: 

(8)  -—  +  gr2+^=:  Konst. 

dp 
und  nach  Differentiation  nach  der  Zeit,  wobei  wir  -j-   vemach- 

at 

lässigen,  da  die  Schwankungen  von  p  nur  klein  sein  sollen: 

(9)  -  .^r  +  9;^s-^ 


und  hieraus  mit 


et     '  'dt 


iz_  _S0 

'(>t  ~~ "'  '"■     ez ' 


Mit  unserem  Ansatz  (6)  liefert  uns  diese  Gleichung: 


und  hieraus 
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im  1  ^    g    i^'-e'  '' 

T  ist  die  Zeit,  nach  welcher  an  einem  bestimmten  Orte  x,  z 
derselbe  Bewegmigszustand  wiederkehrt,  also  die  Oszillations- 
dauer,  mid 

(13)  F=^ 

nemien  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Vor- 
ganges. Diese  ergibt  sich  also  als  abhängig  von  der  Wellen- 
länge und  von  der  Wassertiefe.  Die  beiden  unabhängigen 
Konstanten  A  und  A  sind  willkürlich  wählbar,  d.  h.  man  kann  in 
jeder  Flüssigkeit  Bewegimgen  beliebiger  Amplitude  und  Wellenlänge 
erregen ;  dann  aber  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  festgelegt. 
Bemerkenswert  ist  die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  der  Wassertiefe.  Am  Boden  des  Ge- 
fäßes («  =  0)  ist  sie  Null,  für  sehr  tiefes  Wasser  {z  =  oo)  wird  sie 
an  dessen  Oberfläche: 


(14) 


)  In 


Wir  wollen  nun  noch  die  Bahnkurven  des  einzelnen  Wasser- 
teilchens ermitteln. 

Zur  Zeit  i  =  0  habe  das  Teilchen  den  Ort  x,z;  zur  Zeit  t  den 
Ort  «  +  f .  *  +  C  Es  fragt  sich,  welche  Kurve  erhalte  ich,  wenn 
ich  aus  den  Formeln  für  |  und  ^  die  Zeit  eliminiere. 

Wir  setzen  die  Geschwindigkeit  der  Teilchen  an: 


(15) 


2n  2n 


Durch  Integration  zwischen  0  und  (  findet  man: 


(16) 


AT(^',     --'-f^r      ^    Ix        t\  2nx\ 

f  — ^VC  *    4-  C       >■    I  |c082«^y  —   yj  —  COB-y-J  , 

]  ATm'        -^-f')r  .    „    /«         t\        .    2;rxl 
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Kürzen  wir  jetzt  ab: 


(17) 


'Zm 


AT    '^J 


X 


r  ^e  ^  +  e 


2.T2 


SO  ergibt  die  Elimination  von  t: 


2-"r« 


)  = 


a , 


2.TSI 


=  6. 


(18) 


.    2nz\ 


1, 


als  Bahnkurve  des  Teilchens  x,  z  eine  Ellipse, 


§  100*  Die  Lagrangeschen  Differentialgleichungen 
der  Flussigkeitsbewegung. 

Die  Eulerschen  Differentialgleichungen 


(1) 


du 
dt 

-X 

1  cjp 

Q  dx 

dv 
dt 

Y 

1   dp 

9  ^y 

dw 

=  Z- 

1  dp 

dt 

g   dz 

liefern  ims  den  Bewegimgszustand  für  jeden  Punkt  des  Bau- 
mes, sagen  uns  dagegen  nicht  ohne  weiteres,  was  mit  einem 
bestimmten  Punkt  der  Flüssigkeit  geschieht.  Wir  wollen 
nun  die  Eulerschen  Gleichungen  so  umformen,  daß  wir  auch 
hierüber  Aufschluß  erhalten. 

Wir  fassen  ein  bestimmtes  Flüssigkeitselement  ins  Auge, 
welches  zu  einer  bestimmten  Zeit  t  =  0  die  Koordinaten  a,  6,  c 
habe.  Infolge  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  ändert  das  Element 
seinen  Ort  im  Räume,  wodurch  es  zur  Zeit  t  im  Punkte  xyz  an- 
gekommen sei.  In  diesem  Punkt  gelten  dann  zunächst  die  E uler- 
schen  Gleichimgen.  Nun  betrachten  wir  die  Wanderung  eines 
Flüssigkeitselementes  a  +  öa,  b  +  db,  c  +  de.  Dieses  wird  sich 
zur  Zeit  ^  in  a;  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz  befinden.  Die  Eulerschen 
Differentialgleichungen  in  diesem  Punkte  lassen  sich  nun  leicht 
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aus  denen  in  xy  «finden  durch  Einführung  der  jmrtiellen  Differen- 
tialquotienten : 


f  X 

cy 

dz 

C  X 

dy 

dz 

ix 

dy 

iz 

6a' 

c'a  ' 

c'a' 

db' 

(  b 

eb' 

de' 

de' 

cc  ' 

indem  wir  die  Gleichungen  mit  diesen  Größen  der  Reihe  nach 
multiplizieren  und  addieren.    Wir  erhalten: 


(2) 


it  /c'a       \dt  Jta       ^cJt  /Sa        q  da 

l(S-^)lf+(t--)?f+(:-T-#>il?-»- 


Durch  diese  Differentialgleichungen,  welche  zuerst  von  Lagrange 
veröffentlicht  wurden,  sind  xyz  ah  Funktionen  von  a,  b,  c,  t  zu 
ermitteln,  welche  angeben,  wo  sich  zur  Zeit  t  das  Element  befindet, 
welches  sich  zur  Zeit  <  =  0  in  a,  6,  c  befand. 

Durch  Elimination  der  Zeit  ergibt  sich  dann  die  Bahn- 
kurve des  Elementes ,  welches  sich  zur  Zeit  t  =  0  in  a ,  ö ,  c 
befand. 

Es  erübrigt  noch,  die  Kontinuitätsgleichung  entsprechend  um- 
zuformen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  unser  Flüssigkeitselement 
noch  in  einem  anderen  Zeitpunkte  ^q,  zu  welchem  es  sich 
iii  ^oVo^  bsfinde.  Zu  dieser  Zeit  sei  das  Flüssigkeitselement 
ein    rechtwinkliges    Parallelepipedon    der    Kantenlängen    ^Xq, 

Die  Endpunkte  der  in  Xq  y^  Zq  zusammenstoßenden  Kanten 
hab3n  dann  die  Koordinaten: 

Xq 

Wir  berechnen  den  Inhalt  des  von  diesen  Punkten  und  Xq  y^  Zq 
gebildeten  Tetraeders  zu 

(4)  To--^  y-ix^Ay^Az^, 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  34 


Vo 

^(»  > 

Vo  +'ho 

^0  y 

?/o 

Zo  +^2o- 
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Wir  ermitteln  nun,  wie  das  Tetraeder  sich  zur  Zeit  t  verhält. 
Sein  Eckpunkt  Xoy^ZQ  ist  nach  unseren  Festsetzungen  nach 
xyz  gekommen,  die  andei-en  Eckpunkte  aber  nach: 


('>) 


X  -p   ^      .  J  iJ^Q  , 

dx^ 

1     ^^    1 

oy    . 

02 

dx 

dy 

1  '^^  i 

Das  Parallelepipedon  ist  also  schiefwinklig  geworden,  und  der 
Inhalt  des  Tetraeders  wird  nach  einem  bekannten  Satz  der  ana- 
Ijrtischen  Geometrie 


ex  ^y   4      ^^  A 

J  Xq  — —  Ji(Vq-^  ^    ^^0 


vx, 


0 


CXq 


ex, 


0 


(6) 


dx    . 


CZ, 


0 


0 


Den  zwischen  den  senkrechten  Strichen  eingeschlossenen  Aus- 
druck nennt  man  eine  Determinante;  sie  reduziert  sich  ver- 
möge eines  Satzes  der  Theorie  dieser  Gebilde  auf: 

I  dx   dy    dz 


(7) 


oxq  dxQ  6xq 


T=^AXf^AyQAzQ    -^ 


cy 


Xr 


dz 

dx, 


0 


^lAx^Ay^Az^^D  . 

Es  ist  also  D  der  Quotient  der  Tetraederinhalte  T  :  Tq. 
Die  Determinante  D  läßt  sich  nun  weiter  upiformen,  indem 
wir  uns  der  Abhängigkeit  der  Koordinaten  Xgy^ZQ  und  x,  y,  z  von 


a,  6,  c  erinnern. 


Sx 


Hiermit  lassen  sich  die  Differentialquotienten  ^ —  usw.  um- 
formen, z.  B.  ist  ^ 
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c  X 


er 


0 


ex  ca        i'x   db        ex 

■jc--  V       +  -.---  -.-     +  ^r-   usw. 
öa  cxq       db  oXq       ec 


Führt  man  diese  Relationen  in  die  Determinante  D  ein,  so 
zerfällt  diese  in  ein  Produkt  von  zwei  Determinanten 


(8) 


D  - 


da    eb 

'S 

VC 

ex 

^y 

ez  ■ 

e'x^  cIxq 

dx^ 

(  a 

ca 

Sa  . 

da 

•  •  • 

X 

1 

ex 
cb 

m         m 

1 
•         •          •                • 

da 

.  •  . 

■  1 

dx 

de 

(Zq 

Hier  ist  der  erste  Faktor  eine  Konstante,  da  wir  XqPqZq  als 
einen  fest  gegebenen  Punkt  ansehen  können,  und  wir  erhalten  als 
KontinuitätsbedlLgung  für  inkompressible  Flüssigkeiten: 

I  dx   dy    ez 


(Ö) 


da 

da 

da 

dx 

<^y 

dz 

db 

db 

cb 

rx 



cy 

dz 

de    VC    VC 


=  Konst. 


Di3  Umrechnimg  dieser  Determinante  in  einen  algebraischen 
Ausdruck  wollen  wir  allgemein  nicht  ausführen,  sondern  statt 
dessen  ein  spezielles  Beispiel  einer  Wellenbewegung  untersuchen. 


§  101,  Wellen  auf  dem  Meere  und  in  Kanälen. 

1.  Die  oberflächliche  Beobachtung  der  Wellen  auf  einem 
Wasserspiegel  lehrt,  daß  hineingeworfene  kleine  schwimmende 
Teilchen  im  wesentlichen  an  demselben  Orte  bleiben,  während 
die  Wellen  fortzuschreiten  scheinen.  Bei  genauerer  Betrachtung 
findet  sich  bei  den  schwimmenden  kleinen  Teilchen  eine  sowohl 
in  horizontaler  wie  vertikaler  Richtung  hin  imd  hergehende 
Bewegung;  die  Teilchen  beschreiben  geschlossene  Bahnkurven 
in  bestimmter  Ebene.  In  erster  Annäherung  sei  vermutet,  daß 
diese  Bahnkurven  der  Oberflächenteilchen  Kreise  seien,  dies  gelte 
auch  von  den  tiefer  liegenden  Wasserteilchen. 

34* 
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Eine  derartige  Bewegung,  die  die  hydrodynamischen  Grund- 
ansätze streng  erfüllen  soll,  wird  beschrieben  durch  die  Lagrange- 
schen  Gleichungen  des  §  100  mit  den  Vereinfachungen: 

a)  es  wirkt  nur  die  Schwerkraft:    X=0;   Y  —  0;  Z  =  —g; 

b)  die  Bewegung  geht  in  einer  Vertikalebene  vor  sich : 

da  CO  cc  c^t^ 

Ox  dy  dnf) 

8a       '      eb       '      eb       ' 

Dami  werden  die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  Wasser 
mit  der  Dichte  ß  =  1  einfach: 


(1) 


d*x  dx      ■  (d*z        \  dz        dp 

Vea  ' 


+  [...+9]-.-  +  b     =0, 


dt^  da    '    \6i^    '   "    da    '    da 


d^x  ex    .    Id^z   ,     \  cz         d 


V 


+  \~^.\  +9]-^  +  i.— =  0 


a/2   de    '    \dt^    '   *'/  cc    '     de 
und  die  Kontunitätsgleichung  lautet: 

dx  C'Z    I- 

ca  ca   \        ^       ^ 

^       ,        ^     \        dx    dz         dx    dz 

(2)       0   10   =-.---.=^ ^^-  =con8t. 

ca    de         cc    ca 

dx  dz 

i  cc  de    I 

Dem  Ansatz  (2)  genügt  folgende  Bewegung  einer  an  den  Seiten 
und  der  Tiefe  unbegrenzten  Flüssigkeitsmasse: 

=  a  +  Ce*^sinÄ:(a  +  vt)  , 

—  Ce^'^coskia  -\-  vt)  , 

Hier  sind  d  und  c  zur  Identiiizierung  eines  Wasserteüchens 
dienenden  Koordinaten  und  die  Ansatzgruppe  (3)  beschreibt  die 
Lage  des  Teilchens  zur  Zeit  t.  Durch  Ausschaltung  von  t  aus  (3) 
findet  sich  noch  die  Bahnkurve  des  Teilchens,  der  Kreis: 

(4)  (x  -  a)8  +(y-  c)2  =  C^ e-*^ 

mit  dem  gegen  die  Tiefe  hin  abnehmenden  Radius  Ce**'.   Jedes 
Teilchen  durchläuft  seinen  Kreis  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

0)  =  kv  =  -=  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger. 


(x  =  a 
z  =  c 
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(5) 


Schafft  man  aus  (3)  den  Parameter  a  fort,  so  findet  sich: 

I 


•*  —      ""1  i  C  ■""  z 

X  +  vt  =  ^/Rc*  —  (c  —  z)^  +  -  arccoFi — -—^ 

k  y    K 


als  Ort  aller  Teilchen  des  gleichen  Parameters  c,  nämlich  eine 
Trochoide.    Die  Trochoiden  werden  erzeugt  durch  Rollen  eines 

Kreises  vom  Radius  -7-  auf  der  Unterseite  der  Geraden  c  +  -p ; 

k  k 

der  erzeugende  Punkt  beschreibt  einen  oben  erwähnten  Kreis 
vom  Radius  R  =0^^";  s.  Fig.  297. 


tc^fz 


c-^O 


V 


arccos  ^  \  H^-/t-z;^ 


ta 


C'2 


Fig.  297.    Gestalt  der  (Jeratnerschen  Wellen. 

Im  Übrigen  liefert  (5)  noch  das  Ergebnis,  daß  die  Wellenzüge 

2  TT  >l 

die  Länge  A  =  ^  haben  und  mit  der  Geschwindigkeit  v  =  -^ 

in  Richtung  zu  positiven  x  fortschreiten. 

Weiter  ergeben   die   Ansätze    (3)   mit    (2)   tatsächlich   einen 
konstanten  Betrag  der  Determinante 

dx     SZ  ex     Sz    _  j^2r2p2kc 

a    cc         VC    da 

und  die  Einfügung  von  (3)  in  (1)  führt  auf  die  Gleichung  zur  Be- 
rechnung des  Druckes 


e_ 

de 


ip  +  gz)  =  k^v^C^e^^'—  k^v^C ^'cofik{a  +  vt)  , 
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(6) 


durch  deren  Integration  sich  findet: 

p  =  A  —  g  {c  —  C  e^'  ccBk(a  +  vt)  —  kv^  C  e''''  cc%k(a  +  vt)} 

Hier  muß  aber  der  Druck  an  der  freien  Oberfläche  c  —  0 
konstant  sein,  wodurch  sich  ergibt 

(7,  ..  =  i       ^r       l^-f 

Demnach  pflanzen  sich  die  längeren  Wellen  rascher  fort,  aJs 
die  kürzeren,  während  die  Wellenhöhe  der  freien  Oberfläche  ohne 
Einfluß  ist.  Durch  letztere,  die  gleich  h  sei,  wird  die  Konstante  C 

bestimmt.  Man  erhält  C  =  ~;  die  Wellenhöhe  A,  ebenso  wie  die 

Länge  X  ist  von  hier  nicht  weiter  zu  erörternden  Bedingungen, 
besonders  von  der  Stärke  und  der  Dauer  der  die  Wellen  erregenden 
Kräfte  (Wind)  abhängig. 

Indessen  setzt  die  entwickelte  Theorie  ein  bestimmtes  kleinstes 
Verhältnis  A:A  fest,  welches  nicht  unterschritten  werden  darf.  Die 

TL  1  jl 

Trochoiden  (5)  werden  nämlich  für  c = 0  und  C  =^  ~  tt  =  s—  ^^^  g®* 

wohnlichen  Zykloiden,  d.h.  die  Wellenberge  der  Oberfläche  werden 
zu  Spitzen.  Dieser  Grenzzustand  wird  demnach  bezeichnet  durch 
A  :  Ä  =  TT .  Für  kleinere  Werte  dieses  Verhältnisses,  d.  h.  für  noch 
größere  Wellenhöhen  im  Verhältnis  zur  Wellenlänge  würde  die 
Trochoide  der  freien  Oberfläche  Schleifen  bilden  müssen,  was 
augenscheinlich  unzulässig  ist.  In  Wirklichkeit  werden  relativ  so 
beträchtliche  Wellenberge  niemals  beobachtet;  die  Wellenlänge 
beträgt  auf  dem  Meere  nach  den  bisherigen  Peststellungen  min- 
destens das  12  fache  der  Wellenliöhe. 

Es  erübrigt  noch,  das  Vorhandensein  von  Wirbeln  in  der  durch 
(2)  und  (3)  definierten  Flüssigkeitsbewegung  nachzuprüfen. 
Hierzu  berechnen  wir  die  drei  Wirbelkomponenten  nach  §  98, 

von  denen  nur  -=r\-^ ^— ]   von  Null   verschieden  ist.    Mit 

2  \oz        vxj 

w  -~-  -     und  w  =  ^-  ergibt  sich  an  Hand  von  (3): 
et  et 

W       2  \fz  "  ex)  ""      1  -  Cn'^~e'^\cos^k(a +'vt)       ' 
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Die  Bewegung  ist  also  nicht  wirbelfrei.  Die  Wirbelachseu 
stehen  senkrecht  zur  x,  z-Ebene;  der  Wirbelsinn  ist  überall  ent- 
gegengesetzt dem  Uhrzeiger  gerichtet.  Diese  Drehrichtung  ist 
mit  der  Wellenbewegmig  nicht  recht  vereinbar,  wenn  wir  die 
letztere  z.  B.  durch  eine  Windströmung  in  Richtung  des  Wellen- 
fortschreitens  entstanden  denken.  Diese  Schwierigkeit  kann  man 
umgehen,  wenn  man  in  der  Flüssigkeit  ursprünglich* eine  horizon- 
tale, der  schließlichen  Wellenfortpflanzung  entgegengesetzten 
Strömung  annimmt^'«). 

2.  Betrachten  wir  jetzt  die  Wasserbewegung  in  einem  Kanal 
unveränderlicher  Breite  b  mit  lotrechten  Wänden,  dessen  Axe 
in  der  a:-Richtung  liegt,  so  können  wir  in  den  Euler  sehen  Glei- 
chungen §  98  die  Geschwindigkeitskomponente  v  beiseite  lassen. 
Femer  sind  keine  äußeren  Kräfte  in  der  y-Richtung  vorhanden, 
sondern  nur  in  der  x-  und  2-Richtung  die  Gefällewirkung  g  oc 
bzw.  g  (wo  oc  die  Steigung  der  Kanalsohle  bedeutet)  und  die  Reibung 

—  ö  -p  »  ^*  einer  Erfahrungszahl   -  ,  dem  Profilradius  Ä  und  der 
Strömungsgeschwindigkeit  u .    Es  ist  also  zu  setzen : 

(9)  X  =  g<x-AJ;       Z  =  -g 

und  demnach 


(10) 


ot  dx  dz  2    R        Q    äx 

dw   ,       dw    .        cw  1    ^p 


dt  dx  dz  o    dz   ' 

Vernachlässigen  wir  hier  die  vertikale  Änderung  der  Hori- 
zontalgeschwindigkeit u  und  die  zeitliche  und  räumliche  Änderung 
der  Vertikalgeschwindigkeit  w,  so  wird  die  zweite  Gleichung  (10) 
integrabel : 

(11)  P'^Po  +  ggiZi  -2)  , 

wo  Pq  den  äußeren  Atmosphärendruck,  z^  die  Oberflächenkoordi- 
nate bedeutet.  Für  z^  setzen  wir  jetzt  mit  der  ungestörten  Tiefe  Zq 

«1  =  «0  +  f 

und  finden 

op  cQ 
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Damit  und  mit  der  Bemerkung,  daß  im  Falle  nur  kleiner  Stö- 

rungen  der  gleichmäßigen  Strömung  mit  'U  =  %  +  ^  =  Uq-\-  —^ 

du  d^ 

für  u-z —  zu   schreiben  ist:   Uo-r—,   vereinfacht  sich  die  erste 
ex  vx 

Gleichung  (10)  zu 

wo  statt  des  Profilradius  angenähert  (bei  flachen  Kanälen)  die 
imgestörte  Tiefe  z^  gesetzt  ist.  Hierzu  kommt  mit  den  gleichen 
Vernachlässigungen  die  Kontinuitätsgleichung: 

^  (b  Z)        ,^(bZU)_r. 

dt  ex 

oder 

6l  d:  d£ 

Aus  (12)  und  (13)  ist  die  Veränderliche  f  auszuschalten,  wo- 
durch sich  für  die  Spiegelstörung  f  die  partielle  Differential- 
gleichung ergibt: 

Mit  ^  =  0  (vorläufig)  ergibt  sich  hie:  der  Ansatz  für  unge- 
dämpfte Kanalschwingungen : 

S^t  ö^t  c^t 

mit  (X  =  l,  (i  =2uq,  y  =  9 Zq  —  Uq.  Dessen  Lösimg  findet 
sich  zu 

C  =  F(x  +  Ä,t)  +  f(x  +  k^t), 

wo  Xi  und  Ag  die  beiden  Wurzeln  von 

ak^  +  ßX==y 

sind,  d.  h.  die  Werte 

(15)  ^1  =  fV^o  —  ^0        "nd       i,  =  —igzo  —  u^y 

haben. 
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Demnach  pflanzt  sich  eine  Störung  kanalabwärts  mit  der  Ge- 
schwindigkeit '^g  Zq  +  ^0  kanalaufwärts  aber  mit  ^g  z^  —  Uq 
fort.  Die  der  anfänglichen  Strömungsgeschwindigkeit  Uq  sich 
überlagernde  Wellengeschwindigkeit  }^gzQ  nimmt  also  mit  der 
Kanaltiefe  ab.  I>ementsprechend  schreiten  die  Wellenkämme 
stets  rascher  vorwärts  als  die  Wellentäler,  womit  die  häufig  be- 
obachtete steile  Stellung  der  Wellenbrust  (im  Vergleich  mit  dem 
Wellenrücken)  und  das  schließliche  Überstürzen  der  Kämme  nach 
\  vom  erklärt  ist. 

3.  Zur  Untersuchung  der  allgemeineren  Gleichung  (14)  ist  der 
Lösungsansatz 

(16)  f  =  e*^=^+^') 

zu  machen^  der  auf  die  Bedingungsgleichung  zwischen  jül  und  v 
führt : 

(17)  (xv^+  {ßiLi  —  i6)v^  =  yfi^+iejLL, 
wo  noch  die  Abkürzungen  gelten: 

A  =  — -^  :       F  ==  uiX  . 

Wählt  man  nun  ^  reell,  so  wird  C  in  Bezug  auf  x  periodisch; 
wir  nennen  die  Wellenlänge.  Dann  ist  die  quadratische  Glei- 
chung (17)  nach  v  aufzulösen.  Finden  sich  die  Lösungen  v^  und  V2 
konjugiert  komplex,  so  läßt  sich  beweisen,  daß  die  reellen  Anteile 
von  i  Vi  und  i  v^  stets  negativ  sind ;  man  würde  also  haben : 

(18)  tri  =  — p-f*g;       iv^^—'p  —  iq. 

Damit  ist  aber  die  zeitliche  Dämpfung  für  die  Spiegelstörung 
gefunden. 

Nimmt  man  andererseits  v  reell,  so  erhält  man  eine  in  i  perio- 

dische  Lösung  für  f ;  —  heißt  die  Schwingungsdauer.  Die  quadra- 
tische Gleichung  (17)  liefert  dann  für  /i  zwei  Werte  fi^  und  fi^  derart, 
daß  </i|   und   i  fi^    negative   reelle  Anteile,    etwa   entsprechend 

erhalten.   Die  dieser  Betrachtung  entsprechende  Lösung  ist  durch 
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die  räumliche  Dämpfung  längs  der  K&nalachae  gekeimzeichnet,  die 
eine  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Kanalachse  vorhandene 
dauernde  periodische  Störung  der  Oberfläche  in  genügender 
Entfernung  aufwärts   und  abwärts  zum  Verlöschen  bringt'^ **). 


§  102.  Stabililäl8unl«rsuchiuig  bei  eioer  Wirbell»ewegang'^'). 

1 .  Bewegt  sich  ein  geeignet  gestalteter  Körper,  etwa  ein  langes 
schmales  Brett,  gleichförmig  durch  ruhendes  Wasser,  so  zeigt  die 
Beobachtung,  daß  das  letztere  hinter  dem  Brett  in  einen  wirbeln- 
den Zustand  gerät,  der  sich  durch  Anhäufung  der  Wirbelung  Um 
in  zwei  parallelen  Reihen  angeordnete  isolierte  Punkte  kenntlich 
macht.  Scheinbar  erzeugt  also  die  Bewegung  des  Brettes  im  Wasser 


Flg.  MB.    Wlibt<lBtraB«nb[M  nach  Th,  v,  K  4 rm Ä n. 

eine  Anzahl  isolierter  geradliniger  Wirbelfäden,  deren  Bewegung 
ihrerseits  offenbar  stabil  ist,  denn  aufgenommene  Lichtbilder  zeigen 
deutlich  drei  bis  vier  gut  ausgebildete  Wirbel  hinter  dem  Brett,  die 
dessen  Bewegung  in  unveränderlicher  relativer  Lage  folgen.  Fig.  298 
und  29Ö.  Dabei  zeigt  sich  auch  sogleich  der  auffallende  Umstand, 
daß  die  Wirbel  der  beiden  Reihen  stets  gegeneinander  um  den 
halben  Wirbelabstand,  den  wir  ,, Teilung"  nennen  wollen,  versetzt 
sind;  denkbar  wäre  ja  doch  auch  eine  Anordnung,  bei  der  die 
Wirbel  der  beiden  Reihen  sich  paarweise  gegenüberstünden. 

Ohne  nun  auf  den  Mechanismus  der  Entstehung  der  Wirbel 
an  dem  Brett  einzugehen,  befassen  wir  uns,  nach  Vorgang  von 
Th.  V.  K&rm4n,  mit  der  Stabilität  einer  unendlich  ausgedehnten 
Doppelreihe  von  Wirbeln  gleicher  Stärke. 
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Die  Bewegung  um  einen  einzelnen  isolierten  Wirbel,  dessen  Zen- 
trum die  Koordinaten  x„ ,  pn  hat,  berechnet  sich  aus  einer  Poten- 
tialfunktion 0  nach 


(1) 


dx        ci0 


dt 


c)x 


dy        S0 


V  =  — i^  = 
dt 


Flg.  299.   Schema  einer  WirbelstraOe  (alle  kleinen  Pfeile  nind  nmzakehren). 

Hier  sind  t^  und  t;  die  Komponenten  der  Geschwmdigkeit  eines 
beliebigen  Punktes  außerhalb  von  Xn,  yn\  die  Funktion  0(x,  y) 
aber  ist  so  zu  bestimmen,  daß 


(2) 


du 


Su  _  6^0        ^^^  -0 

Cx        cy         da^  cy^ 


gilt.    Eine  solche  Punktion  ist 

(3) 


g>  -=  —    _  arctg 

2  jr  X  —  Xn 


wo  C ,  von  der  Dimension  cm^  sec-^,  die  „Wirbelstärke"  bedeutet. 
Aus  (3)  findet  sich  leicht 

c 


(4) 


_  dx  _j^c0 
dt  dx 

dy        c  0 
dt  cy 


y-Vn 

2n    (x-x,f  +  (y^ynf 


X         Xm 


2n   (x  —  Xnf  +  (y  —  yn?  ' 


Da  hierbei 


cu 


2(x  —  x„)  (y  —  yn) 


(  u 
dy 


ex        271    (x^x„)^  +  (y^yn)^ 

gut,  so  ist  (2)  erfüllt. 

Die  Strömungsgeschwindigkeit   V  im  Punkte  x,  y  berechnet 
sich  aus  (4)  zu: 


(5) 


P  =  ytt2  +  ^2  ^_._, 


2.Tr 
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Da  dies  für  r  =  0  unendlich  wird,  so  gilt  das  Wirbelpotential 
■nicht  für  das  Zentrum  a;„,  y»  des  Wirbels  selber. 

2.  Sind  nun  unendlich  viele  Wirbel  der  Stärke  C  vorhanden, 
so  setzen  sich  die  von  ihnen  herrührenden  Geschwindigkeits- 
komponenten im  einzelnen  Punkte  x^  y  additiv  zusammen: 


(6) 


dx 
dt 

dy 
dt 


oo 


271   ^ 


y-Vf 


2  n  4^'  (x  —  a;„)2  +  {y  —  y„)« 
~        2n  ^  (x-Xnf  +  (y-y^ 


r 


Ist  nun  der  Punkt  x,  rj  selber  das  Zentrum  eines  der  Wirbel, 
etwa  des  mten,  so  ist  für  seine  Bewegung  zu  schreiben: 


(7) 


dx 


m 


dt 

dVm 

dt 


2n 


oo 


y 


m 


Vn 


oo 


(X,n  —  XnY  +  {ym  —  Vnf 


^  no 


271 


"^tn 


n 


—  oo 


(Xm  —  Xn)^  +  (Vm  —  VnY 


W  ^  W  , 


WO  natürlich  bei  der  Summation  m  =  n  auszuschließen  ist,  ent- 
sprechend der  beim  Ansatz  (5)  ausgesprochenen  Bemerkung. 

Zuvörderst  gelte  der  Ansatz  (7)  für  eine  einzige  geradlinige 
Wirbelreihe  in  Gleichgewichtslagen  längs  der  Achse  mit  der 
Teilung  l.  Dann  wird,  unter  der  Annahme  kleiner  Verschiebungen 
f m  >  Vm  des  einzelnen  Wirbelzentrums  aus  der  Gleichgewichtslage 
zu  setzen  sein 

x„^  =  ml  +  ^rn 

Vm  =  Vm  > 

womit,  unter  Vernachlässigung  der  Quadrate  kleiner  Größen,  die 
Ansätze  (7)  übergehen  in 


(8) 


d^m 

c 

dt 

27t 

drjm 
dt 

— 

2n 

DO 


n  - 


V 


m 


^n 


—  oo 


oo 


(m  -  n)H^ 


m 


I» 


oo 


{m  -  n)H^ 


u  ^  tn, 


§  102,    StabilitätsuntersuchuDg  bei  einer  Wirbelbewegung.  .     541 

Diese  unbegrenzte  Zahl  von  linearen  Differentialgleichungen 
beschreibt  die  kleinen  Schwingungen  der  Wirbelkette.  Da  kein 
Wirbel  vor  dem  anderen  etwas  voraus  hat,  so  muß,  wenn  zwischen 
den  Schwingungen  zweier  benachbarter  Wirbel  eine  Phasen- 
verschiebung ip  besteht,  dieselbe  Verschiebung  zwischen  zwei 
beliebigen  anderen  benachbarten  Wirbeln  bestehen.  Wir  können 
also  alle  Schwingungskoordinatenpaare  lm>  ^m  auf  ein  Paar, 
etwa  fo»   ^0  beziehen,  gemäß: 

(9)  fm^foe**"''  ;      ^m  =  »;o«*'~''  . 

wobei  wir  ims  vorbehalten,  nach  Bedarf  die  reellen  Teile  von  den 
imaginären  zu  sondern. 

Danach  zieht  sich  das  S3rstem  (8)  auf  ein  Gleichungspaar  zu- 
sammen : 


(10) 


dt 

C     ^  1  -  e**~'/ 

drjo 
dt 

-  ou 

w  ^  0  . 


Setzt  man  hier  e*"''  =  cosn9?  +  t  sin  719?,  so  finden  sich  mit 
der  Abkürzung: 

^"^  nl*  ^  n«  nl^\2  4:)       nP     ^^' 

die  sehr  einfachen  Differentialgleichungen 

0^'  *-«■'-     's-"'-' 

aus  denen  sich  ableitet: 

(13)  '|J^"-<.*lo=0. 

Da  aber  Ä'  (9^)  für  0  <  9?  <  2  ji  von  Null  verschieden  ist,  so 
ist  es  auch  a^  und  die  Schwingung  (13)  erweist  sich  als  instabil. 

3.  Haben  wir  jetzt  zwei  im  gegenseitigen  Abstand  h  parallelle 
und  zur  x-Achse  symmetrisch  liegende  Wirbelreihen  zu  unter- 
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suchen,  so  unterscheiden  wir  die  Zentren  jeder  von  beiden  nach 
^m  i  Vm  und  Xfn ,  Vm  •  Dann  schreiben  sich  die  Gesehwindigkeits- 
ansätze  (7)  nach  den  Abkürzungen  rj,„  =  (Xm  ~  XnY  -+-  iVm  -^  y»)* 
und  rl „  =  (x„,  -  Xi,y  +  (y„,  -  y^y^  wie  folgt : 


271 


s 


2 


(7a)    { 


'tn  n 


OJ 


y 


m 


yn 


m  n 


7»  ^  fl  , 


271 


CKj 


y 


m 


n 


X„t         X 


wo  die  rechts  an  zweiter  Stelle  stehenden  Summen  von  den  ent- 
gegengesetzt drehenden  Wirbeln  der  zweiten  Reihe  herrühren 
und  zu  denen  sich  zwei  ähnliche  Ausdrücke  für  x^  imd  y^  ge* 
seilen. 

Geht  man  nun  zu  kleinen  Schwingungen 


Xm  —  fl/M  "T"  sw  j 
Xin  =  tt/M  -p  gitt  1 


ym  =  bm  +  f]m  , 

y*  =  6m  +  »;« 


über,  so  findet  man: 


2-1: 


'"*. =2>.  -  «.)(Ä;(,;>.  -  i(i)H  -  feC-^)'- + ö-k('^)'-ll 


-21«— l4(4)^-Ä(4)-'-W4;Pv^)'-Ä(^)'^l 

nebst  entsprechenden  Ansätzen  für  i;,„,  ^rnji^m-  Nach  Ausführung 
der  Differentiationen  ist  überall  zu  setzen: 

Xm  =  a^^  ml  ;  y,»  =  o„  =  +  -   ; 


(14a) 


ym  —  yn  =  o. 

Xm  ^  a,7,  =  ml  ;         ym  =  bm  =  ■ 


h 

2  ' 


»-i,«  =  (w  -  w)2Z2  +  h^  ;       x„,  -  a;n  =  (w  -  n)/ ; 

ym  —  yh  =  h. 


Wenn  die  einzelnen  2ientren  sich  gegenüberstehen  oder  auch 
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(14b) 


X 


h 
2  ' 


^m  =  a,H  ==  wZ ;  //^  =  6„,  =  +  g'  ' 

'^'in  ==  (w  —  w)« P;       a;^  -  ic„  =  (m  —  n)  i  ; 

^m  —  ^n  =  0  . 

=  chn  --^  \nt  +  YJ  i ;      y,^»  =  öw  =  - 

'/m  —  yn  =  h, 

wenn  sie  gegeneinander  um  die  halbe  Teilung  versetzt  sind.   Da- 
mit werden  im  Falle  (14  a)  Schwingungsansätze 

(271:.        ^\l         1  (m-n)^P-h^ 


(15) 


^-^«  =  i?[[(m-- 


n)»P       [(m-n)*P  +  h^]* 


}+i 


^; 


m 


Ok^ 


2(;^n>j*"--2 


2(m  — n);Ä       .V    _w  . 


00 

oc 


[(m  -  w)«  r»  +  A«]« 


+2? 

-00 


(m  —  n)2  Z2  —  Ä2 


1  1 


Vn 


L[(m  -  71)2 12  +  ^2j2         ^2  j  '/n  m  ^  W  , 

WOZU  drei  entsprechende  Ansätze  für  rj^ny  ?m  >  Vm  hinzukommen. 
Stellen  wir  wieder  dieselbe  Überlegung  an,  wie  oben  zur  Begrün- 
dung des  Ansatzes  (9),  so  ist  jetzt  zu  setzen: 

Damit  geht  aber  (15)  nebst  den  drei  entsprechenden  Ansätzen  für 

—  • 

Vw^  fm,  Vm  Über  in: 


(16) 


/  2ji  1 


(17)   { 


fo  = 


— ^^0=    fo^M 


Vo  A ((p)  - fo  »  ^(9^)  +  >/o C'(93) 


+  foö(9^)    +VoiB(ip) 


2ji  - 
2jt  ^ 


^/o  ^  (9^) 


-T-^o  =  — foC(9?)  +  r]QiB((p)'-SoÄ((p)  . 
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Hier  bedeuten  die  A,  7i ,  C  folgende  Funktionen  des  Para- 
meters (p: 


(18) 


1^1  1  —  cosn^ 


oo 


-^T  j  —  cos  n  f 


n 


1 

ex. 


2nlh 


^(^')  =  2Z"-(;^3+-;^-.)2«i"^9^' 


1 

oo 


(17)  aber  ist  ein  simultanes  System  zur  Bestimmung  der  kleinen 
Störungen  fo>  Vo»  fo»  ^o>  ^^<i  1^*^^  so  partikuläre  Integrale  der 

Form  exp  ( _     A  ^  j ,  wo  x  für  die  Schwingungsfrequenzen  bestimmend 

wird.    Für  X  findet  sich  nun  aus  (17)  sofort  die  charakteristische 
Determinante 


(19) 


k         A 

-iB    C 

A        X 

C      iB 

iB      C 

X     -A 

-C    +iB 

-   A      X 

=  0, 


deren  Auswertung  die  Gleichung  für  X  ergibt 

(20)  /4  +  2(^2  +  (72  -  A^)  X^  +  (5«  -  O^  +  A^)^  =  0 

mit  den  4  Lösungen 

(21)  /  =  ±i{B±iC^~^  A^)  . 

Damit  sich  hier  keine  X  positiver  reeller  Anteile  ergeben,  da 
sonst  mit  unbegrenzt  wachsender  Exponentialfunktion  ea;pf^— An 
Instabilität  eintreten  würde,  muß  für  beliebige  Werte  von  cp  gelten : 


(22) 


C(rp)\^'    A(cf>),. 


Eine  genauere  Untersuchung  der  Reihenentwicklungen  (18) 
lehrt  nun  ihre  Summation  zu  geschlossenen  Ausdrücken,  auf 
die  mich  Herr  Prof.  R.  Fuchs  hinweist: 
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(23) 


f2 


;i 


iötn- 


^M 


7l(p 


(Jof 


(jr  —  (^)  Ä 


Sin 


nh 


l 

nh 


^ötn 


2 


l 


Sin 


71 


Sin* 


für  welche  die  Beziehung  gilt: 

A*{rp)  +  BH<p)  -  CHq>)  =  -~ (n<f,-  ^~y  =    *-  K*{<p)  . 

Damit  reduziert  sich  die  Betrachtung  von  (22)  auf 


(24) 


Ü^-A^=B*-  ^^  KHq^) . 


Da  nun  B^  <  K^  ((p) ,  so  ist  C^  —  A^  stets  negativ,  also  er- 
geben sich  nach  (21)  Werte  von  /  mit  positivreellen  Anteilen 
und  demnach  Instabilität  der  Bewegung  der  symmetrisch  an- 
geordneten Wirbelreihe. 

4.  Ist  jetzt  die  unsymmetrische  Wirbelanordnung  mit  gegen- 
einander versetzten  Wirbelzentren  der  beiden  Reihen  nach  (14  b) 
zu  betrachten,  so  lautet  der  (16)  entsprechende  Ansatz: 


(16a) 


fm  =  foe*"''; 


»^»»  =  ^0^''"''; 


|„,  =  f,e*("'^i>;       ^,.  =  ^,e»('"^i)^. 


Die  weiter  folgende  Rechnung  führt  wieder  über  ein  simultanes 
Differentialgleichungssystem  entsprechend  (17)  und  eine  Deter- 
minante (19)  zur  Ermittlung  der  Schwingungsperiode 

Nur  gestaltet  sich  jetzt  die  Abhängigkeit  der  Werte  A,  B,  C  von 
der  Phasenverschiebung  (p  wie  folgt: 

Hort,  Schwlngungslehre.    2.  Aufl.  35 
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(25) 


A»)»  * 


oo 


2(n +  \)lh 


sin  {n  + 1)9?; 


Auch  diese  Reihen  lassen  sich  summieren,  womit  man  findet: 


(26) 


71 


2 


B{<p)  = 


Jiqp 


@in-(--^)^ 


Z 


71 


2 


Sof 


TT  A 

7 


+  -, 


C(9')  =  -    „ 


Eof 


(tt  —  9?)  Ä 


eof 


i 

l 


+  ? 


©of 


Z2 


eof 


2 


^9? 

hn 
l 


Es  gut  auch  hier :  A^  ((p)  +  B^  (<p)  -  C*  {<p)  = -^  K^  (ip) .  Für  die 

Beurteilung  der  Differenz  C^  —  A^  genügt  wieder  die  Betrachtung 

4 
von    /(<^)  =  B^((p)  —  ij  -i^^(9^),  welcher  Ausdruck  für  alle  Werte 

0 :_  9?  ^  2  TT  positiv  sein  muß,  wenn  Stabilität  vorhanden  sein 
soll.  Es  ist  aber  /  {(p)  nur  dann  im  allgemeinen  positiv,  wenn  f(n)  =0 
ist;  diese  Bedingung  liefert  nach  kurzer  Rechnung 

,^  -  Tih         f- 


l 


oder 

(27) 


t  =   ^  Slrcof  y2  -  0,281 . . . 

l  71 


Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  dann  existiert  ein  Gebiet 
n  —  ö<,q}<7i-\-d(Ö=^  positive  Größe),  in  welchem  f(q))  ne- 
gativ wird.  Das  würde  aber  für  dies  Gebiet  Instabilität  der  Wirbel- 
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anordnung  bedeuten,  die  also  nur  durch  die  Bedingung  (27)  be- 
seitigt wird.  In  der  Tat  haben  die  Beobachtungen  von  Wirbel- 
büdungen  bei  Wasserströmungen  um  ein  schmales  Brett  oder  einen 

Stab  gelehrt,  daß  die  gemessenen  Werte  ,  bei  0,30  bis  0,28  liegen, 

also  sich  in  genügender  Übereinstimmung  mit  dem  theoretisch 
ermittelten  Werte  befinden. 


§103.  Sehwingungen  yonFlüssigkeiten  inLeitungen  undGefäßen^^^). 

1.  In  Fig.  300  sind  zwei  miteinander  verbundene  Gefäße  be- 
liebiger Querschnittsgestaltung  gezeichnet,  in  denen  sich  eine 
Wassermasse   (spez.  Gewicht  y)   mit  der  Spiegeldifferenz 

(1)  2  =  2i  +  Z2 

in  Bewegung  befinde ;  die  Gerade  AB 
bestimmt  die  gemeinsame  Spiegellage 
nach  Ausgleich  der  Bewegung.  Zu- 
nächst stehen  die  Spiegelgeschwindig- 
keiten    ,- -  und    J^  ,  die  wir  beide  als        ^^-  ^^-   Verbundene  Gefäße. 

dt  dt 

positiv  ansehen  wollen,  infolge  der  Kontinuität  der  Flüssigkeits- 
bewegung in  dem  Zusammenhäng: 


(2)  F,  ~ji  =  F. 

Damit  wird: 


dt  *  dt 


^  dz,  _     FiZi_  dz 
'  dt       i\  +F^  dt* 

An  einem  beliebigen  Querschnitt  8  haben  wir  dann  die  Strömungs- 

ds 
geschwindigkeit    ^    ,  deren  Betrag  sich  wiederum  aus  der  Kon- 

tinuitätsgleichu  ng 

/qx  F^^  ^F  ^^^  =     ^'  ^2     dz  ^     dz 

^  ^  dt         '  dt       >,  +F^  dt  dt 

ds 
ergibt.    Mit   -,-  ermittelt  sich  weiter  die  lebendige  Kraft   des 

beim  Querschnitt  F  herausgegrenzten  Flüssigkeitselementes 

35* 
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■  2  '^      g  \dtl       2g     \dt/    F  '  ■ 


F,F, 


WO  die  Abkürzung 

'''  '=F,+F. 

bedeutet. 

Durch  Integration  über  die  ganze  von  Spiegel  zu  Spiegel  längs 
der  Gefäßmittellinie  gemessene  Entfernung  8  erhält  man  die  leben- 
dige Kraft  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse: 

0 

Das  Integral  ist  ausmittelbar,  da  man  F  als  Funktion  von  8 
als  gegeben  betrachten  kann.  Unter  Heranziehung  eines  mitt- 
leren Querschnittes  F^,  der  durch 

s 
8        fds 


Frn         I    F 


(7) 

Fm 

0 

bestimmt  sei,  schreiben  wir  endgültig  die  lebendige  Kraft 

^  2g     \dtl    Fm 

Die  auf  das  Zeitelement  dt  entfaUende  Änderung  von  L 

'^T       yi*     8  d'z  ^ 
(9)  ,ii  =  Z_  d2, 

g    J^m  dt- 

welcher  Ansatz  durch  Differentiation  von  (8)  gefunden  wird,  ist 
nun  gleichzusetzen  der  mit  der  Spiegeländerung  z.  B.  dz^  ver- 
bundenen Arbeitsleistung 

(9a)  dA  ==  —yzFidzi  . 

Hier  ist  y  z  der  auf  den  Spiegel  Fi  wirkende,  vom  Spiegelunter- 
schied z  herrührende  Druckunterschied,  yzFi  die  die  Arbeit 
leistende  Kraft,  dzi  der  Weg  der  letzteren,  und  das  — Zeichen 
steht   deshalb,  weil  einem  negativen  dzi  eine  Zunahme  von  L 
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entspricht, 
durch 

so  kommt 


Ersetzen  wir  nun   noch  F^dz^  nach  Gleichung  (3) 

Fl  dzi  =^  Xdz  , 


18  d^z 
g'F'm  dt^ 


+  2  =  0 


oder 
(10) 


8 


In  dieser  Differentialgleichung  sind  X  und  ■=^  mit  z  als  veränder- 

lieh  zu  betrachten,  sobald  die  Gefäße  wie  in  Fig.  300  vorausgesetzt, 
veränderlichen  Querschnitt  aufweisen.  Unsere  Differential- 
gleichung (10)  erweist  sich  also  in  der  Form 

d^z 


(11) 


di^-^'nzr^ 


als  nicht  harmonisch  imd  ist  daher  nur  näherungsweiser  Inte- 
gration fähig,  wozu  die  Verfahren  nach  §  48  heranzuziehen  sind. 

Immerhin  sind  auch  einige  Son- 
derfälle wichtig,  z.  B.  die  Schwin- 
gungsbewegung in  zylindrischen 
Gefäßen,     die    durch    eine    lange 


A 


fe 


A 


I 


Leitung       von       unveränderUchem     Kig.801.  Verbund.  «yUndrfacheGettße. 

Querschnitt   F    verbunden    sind; 

siehe  Fig.  301.    Dann  kann  f(z)  in  Gleichung  (11)  mit     Q        J^ 

8     F^F^  ^ 

F  Fl  +Fi 

gleichgesetzt  werden,  und  die  Schwingung  vsdrd  rein 
sinusförmig. 

Noch  einfacher  wird  der  Ansatz  für  ein  U-för-  „  .  ^J8-  802. 

Schwingung  im 

miges  Bohr  nach  Fig.  302.  In  diesem  Falle  zieht  sich       u-Rohr. 

8 
f{z)  wegen  Fi=F2=F  überhaupt  auf  --  zusammen,  womit  sich 

die  Differentialgleichung 


0 


550     ^^I*  FeriodiBche  Bewegargen  nicht  elastischer  Flüssigkeiten, 
und  hieraus  die  Schwingungsdauer 


--j/^' 


findet. 

2.  Die  Schwingungen  von  Flüssigkeiten  gehen  naturgemäß 
nicht  reibungslos  vor  sich,  weshalb  die  im  Vorigen  entwickelte 
Theorie  nur  in  erster  Annäherung  gültig  ist. 

Will  man  die  Reibung  berücksichtigen,  so  ist  in  den  die  Be- 
wegung darstellenden  Differentialgleichungen  ein  Dämpfungsglied 
einzufügen,  welches  bei  kleiner  Strömungsgeschwindigkeit  dieser 
proportional  gesetzt  werden  kann.  Bei  größeren  Strömungs- 
geschwindigkeiten, wie  sie  in  Wirklichkeit  auftreten,  hat  man 
mit  einer  dem  Quadrat  der  Strömungsgeschwindigkeit  proportio- 
nalen Dämpfung  zu  rechnen. 

Um  zunächst  den  Fall  proportionaler  Geschwindigkeits- 
dämpfung zu  erledigen,  knüpfen  wir  an  Gleichung  (4)  des  vorigen 
Abschnitts  an  und  berechnen  den  mit  der  Bewegung  des  Flüssig- 
keitselementes Fds  verbundenen  Beibungsverlust  dB .  Er- 
fahrungsgemäß ist  die  von  der  Reibung  herrührende  verzögernde 
Kraft,  die  sich  auf  die  Volumeneinheit  bezieht,  dem  Querschnitt  J* 

ds 
umgekehrt,  der  Geschwindigkeit  -=-  gerade  proportional  zu  setzen, 

solange  die  letztere  so  klein  ist,  daß  lediglich  ihre  Zähigkeit 
als  Bewegungshindemis  auftritt.  Diese  auf  die  Volumeneinheit 
bezogene  verzögernde  Kraft  schreiben  wir  demnach: 


(12)  ÜT  =  ^ 


x  ds 


g  F  dt' 
woraus  sich  die  das  Volimienelement  i'rfs  verzögernde  Kraft  findet : 

(13)  KFda  =:^^  x^f  ds, 
^  g      dt 

Längs  des  Weges  ds  =-^dz  leistet  diese  Kraft  die  Reibungs- 
arbeit: 

(14)  KFdsds  =  ^-  «A     -  3   ds  . 

g        Jb   dt 

Bezogen  auf  den  ganzen  Flüssigkeitskörper  findet  sich  durch 
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ds       dz  i 
Integration  von  0  bis  8  die  Gesamtreibnng  mit  -7   =  37  is  • 

s 


(15) 


dR^'-Kl^^'dz^^' 


9 


dt 


jds 


Diese  Gesamtreibung  ist  mit  der  in  Gleichung  (9)  gefundenen 
Änderung  der  kinetischen  Energie  dL  und  der  in  (9  a)  gefundenen 
Arbeit  des  Spiegelunterschiedes  dA  wie  folgt  zusammenzusetzen: 

(16)  dL  ==  -dR  +  dA 

oder: 


.,,^v        y  1»  S  d^z  -     .    y      .^dz  , 
Nach  gehöriger  Kürzung  und  mit 


[da 


■^  yzldz  =  0  . 


0 


(18) 

findet  sich: 

(19) 

Mit 

(20) 


s 

da        © 


/  F^  "  F 


2 

m 


m 


B-'^  "^  'Ä=« 


-^   =  /v2 


ergibt  sich  wieder  die  Differentialgleichung  der  freien  Schwin- 
gungen : 

die    nach     den     früher    an- 
gegebenen Verfahren  zu    be- 

S  "^~^ **'  '^ 

handeln  ist,  indem  wir  „■     und    Fig.  303.    SUaweiheranlage  mit  WaaserschloO. 


F. 


m 


— -  in  erster  Annäherung  als  von  z  unabhängig  ansehen  wollen. 


m 


3.  Als  Beispiel  behandeln  wir  die  Schwingung  in  einem  System 
nach  Fig.  303,  in  welcher  ein  Stauweiher  /  durch  ein  Rohr  //  mit 
einem  sog.  Wasserschloß  III  verbunden  ist. 
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Der  Durchfluß  sei  durch  Abschluß  dea  Schützen  B  verhindert; 
68  soll  die  Periode  und  die  Dämpfung  der  Spiegelschwankungen 
berechnet  werden. 

Es  seien  folgende  Werte  gegeben: 

F^^oo  8^=    20  m 

F^=    1  qm  Si  =  100  m 

jFj  =  20  qm  S^  =    20  m 

Der  Reibungskoeffizient  x  sei  =  0,02. 
Dann  berechnet  sich: 

A  "  J'i       ^8  ""  20  •  - 

8  20  100  20 

8         l  de        I  de        Ids        Cds 

0  U  0  0 

S  20  100  20 

ds 


0  0  l»  0 

Demnach  wird: 


,^^  =  0  +  100  +  0,05  =  100,05  . 
400 


«■=!&= » ;' Ol  -  »•««»« 


und  die  gesamte  Schwingungsdauer 


2n        6,28 
^=«   =070697  =  *^^- 


Da  weiter  der  Dämpfungsfaktor  e  fi^  =  e  -  =  e-o,ou  ^j^ 
Spiegelschwankungsamplitude  nach  300  Sekunden  bereits  auf  ^ 
ihres  anfänglichen  Wertes  herabdrückt,  so  vergehen  praktisch  nur 
3  vollständige  Spiegelschwankungen,  bis  diese  unmerklich  werden. 

§  104.   Schwingungen  bei  hydraulisehen  Maschinen  ^'^). 

1.  Die  Schwingungen  in  hydraulischen  Maschinen  können 
dreierlei  Art  sein. 

Zunächst  gibt  bei  hydraulischen  Kraftmaschinen,  insbesondere 
bei  Turbinen,  ein  Reguliervorgang  Anlaß,  freie  Schwingungen 
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zu  l^eobachten,  die  sich  auf  die  Maschine,  die  Beguüerorgane 
und  die  Wasserzuflußanlage  erstrecken.  Diese  Schwingungen  ver- 
laufen bei  richtiger  Bemessung  aller  Teile  der  Gesamtanlage  rasch 
gedämpft. 

Femer  ist  bei  hydraulischen  Maschinen  mit  periodischem 
Antriebs-  oder  Arbeitsmoment,  besonders  bei  den  Kolbenpumpen 
und  Kompressoren,  die  Möglichkeit  erzwungener  Schwingungen 
gegeben,  die  auch  in  Resonanz  mit  den  Eigentönen  der  Maschinen- 
anlage oder  ihrer  Teile  treten  können. 

Schließlich  liegt  bei  hydraulischen  Maschinen  mit  nicht 
X>eriodischem  Drehmoment  wie  Turbinen  und  Kreiselpumpen  die 
Möglichkeit  instabiler  Bewegungsvorgänge  oder  dauernder  perio- 
discher Bewegungsstörungen  vor. 

2.  Zur  Erörterung  der  Regulierschwingungen  einer  Turbine 
knüpfen  wir  an  §  65  und  an  die  Fig.  304. 


zur  Regu/zerung 


Fig.  804.    TurbineoAnlage. 

Die  Bewegungsgleichung  der  Turbine  schreiben  wir 
(1)  öf=.9R-Tr. 

Für  das  treibende  Moment  M  haben  wir  den  Ansatz 

QH 


m  =  ti 


(O 


mit  dem  Wirkungsgrad  ?/,  dem  sekundlichen  Wasse'rgewicht  G 
und  der  Gefällhöhe  H, 

Das  Wassergewicht  ergibt  sich  aus  der  Strömungsgeschwindig- 
keit u  im  Leitradquerschnitt  ft  2,  wo  z  die  Beaufschlagung,  6  die 
lichte  Höhe  der  Leitradzellen  bedeutet.    Wir  haben: 

O  =^  ubzg  . 
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Mit  der  Gefallehöhe  H  steht  die  Strömungsgeschivihdigkeit 
in  dem  Zusammenhang    . 


Demnach  findet  sich 
(la)  aR  =  iy62 


20) 


Für  die  Strömungsgeschwindigkeit  u  ist  der  Druck  p  am  Boden 
des  der  Turbine  vorgeschalteten  Wasserschlosses  maßgebend  ent- 
sprechend 

(2)  tt=<7yp, 

wenn  dort  die  Beschleunigungen  ü  zu  vernachlässigen  sind. 
Unter  derselben  Voraussetzung  gilt  für  p 

(3)  P-YiH,-h). 

Weiterhin  gilt  für  Zu-  und  Abfluß  am  Wasserschloß  die  Kon- 
tinuitätsgleichung : 

(4)  Fv  +  R,  ^p  =^bzu. 

"   dt 

IHe  Wasserbewegung  im  Zuflußrohr  vollzieht  sich  nach  dem 
Ansatz  : 

Lv  +  kv^=  {Hl  +  hi)y-  p 

mit   einer    der    Wasserreibung   im    Rohr    Rechnung   tragenden 
Konstanten  k. 

Am  Stauweiher  haben  wir  wieder  eine  Kontinuitätsgleichung 

(5)  Fv  +  F,~^^'  =0. 

Nunmehr  vollziehen  wir  in  den  Ansätzen  (1),  (la),  (2),  (3), 
(4),  (5)  den  Übergang  zu  kleinen  Abweichungen  von  Beharrungs- 
zustand durch: 

u  =  Uq  +  S;        v  =  Vo  +  r);         2  =  «o  +  C  5        P^Po  +  ^P- 
Dann  erhalten  wir 

2cOq\         Zq       Oq       2    Po/ 
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und  da  im  stationären  Zustand  SKq  ==  ^  ^  ^0  o  "  ^®^  Wider- 
standsmoment W  gleich  sein  muß :  ^ 

da)  6^  +  a)J^-^-|^?)  =  0 

als  Turbinengleichung. 

Die  Einströmungsgleichung  wird: 

(2  a)  ?  =  --^ 

und  die  ]>ruckgleichung  am  Wasserschloß 
(3a)  Ap  =  —yh^  . 

IMe  Kontinuitätsgleichung  am  Wasserschloß  lautet 

(4a)  i',)+i',^=6z„«„({+i). 

Me  Wasserbewegimgsgleichung  findet  sich: 

(5a)  L^  +  2ä:i?(,  y)  =  Aiy  —  ^p  . 

Diese  ergänzt  sich  durch  die  Kontinuitätsgleichung  am  Stau- 
weiher 

(6a)  Fi]+F/Jl=0. 

Diese   sechs    Gleichungen   umfassen   die    eigentliche   hydro- 
mechanische  Anlage  der  Turbine  und  sie  enthalten  die  sieben 

Veränderlichen  cp,  f,  f/,  f,  Jp,  Aj,  Äg.  Zu  diesen  Ansätzen  kommen 
jetzt  die  schon  in  §  65  für  die  Begulieranlage  aufgestellten,  näm- 
lich für  den  Hilfsmotor  zur  Verstellung  des  Leitradquerschnittes : 

(7)  C  +  Äf3=0, 
weiter  für  das  Steuerventil  des  Hilfsmotors 

(8)  h  +  9^2  +  P^i=0, 
für  die  Isodromeinrichtung : 

(9)  ig  -  ^2  ^2  +  ^1  C  =  0 
und  für  das  Beglerpendel 

(10)  '^^  +  ''^^+k^^-^}^^  =  '- 
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Somit  sind  zehn  Gleichungen  gewonnen  für  die  aiebext  oben 
aufgeführten  Veränderlichen  und  für  5, ,  f, ,  f, .  Die  Unter- 
suchung dieser  Ansätze  führt  zur  ÄufsteUung  der  Stabilitäts- 
bedingungen für  die  gesamte  Regulierung,  vorauf  wir  hier  aller- 
dings nicht  eingehen,  indem  wir  una  auf  Anführung  der  umfang- 
reichen Literatiu-  beschränken.  Nur  soviel  sei  erwähnt,  daß  die 
_  Anbringimg    des    WasBerBchloeees    wie    eine 


zweckmäßig  die  ganze  Anlage  durch  eine  Hori- 
zontalebene, die  die  Kolbennase  enthält,  in  zwei  Teile  zerlegt, 
die  Saugseite  und  die  IhTJckseite.    Auf  beiden  Seiten  finden  wir 
schwingungsfähige  Systeme  vor. 

Abgesehen  von  den  Ventilen,  deren  Schwingungsfähigkeit  in 
§  5S  untersucht  ist,  zeigt  sich  aber  auch  die  ganze  zwischen  den 
Windkesselspiegeln  und  der  äußeren  Atmosphäre  auf  der  Saug- 
und  Druckseite  vorhandene  Wassermasse  als  schwingungsfähiges 
System,  Die  Federkraft  bei  diesem  wird  von  der  Elastizität  der 
Windkesselinhalte,  z,  T.  auch  durch  die  Schwerkraft  geliefert;  die 
die  Schwingungen  erzwingende  Ursache  liegt  in  der  periodischen 
Wasserförderung  durch  den  Kolben. 
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Alle  diese  Systeme  (bei  einer  Pumpe  mit  vier  Ventilen  sechs) 
stehen  miteinander  in  Wechselwirkung,  sie  sind  miteinander  ge- 
koppelt, da  sie  durch  die  Ventile  hindurch  miteinander  in  unmittel- 
barer Berührung  stehen.  Es  würde  aber  sehr  schwer  sein,  die 
Art  dieser  Koppelung  auch  nur  annähernd  2u  ermitteln. 

Wir  wollen  daher  von  vornherein  darauf  verzichten,  die 
Koppelungsglieder  aufzustellen  und  beschränken  uns  darauf, 
die  Schwingungen  des  hydrod3mamischen  Systems  der  Pumpen- 
druckseite zu  betrachten. 

Wir  bezeichnen  im  folgenden  mit  u  die  Strömungsgeschwindig- 
keit in  irgendeinem  Querschnitt  /  des  hydrodynamischen  Systems, 
der  um  den  Betrag  z  unter  der  Ebene  des  im  Ruhezustande  in 
der  Pumpe  und  im  Windkessel  gleich  hohen  Wasserspiegels  liegt. 
Weiter  ist  ^p  der  Druck  im  betrachteten  Querschnitt  und  x  seine 
der  Ortsbestimmung  dienende  Entfernung  von  irgendeinem 
festgewählten  Querschnitt;  x  wird  längs  der  alle  Querschnitts- 
schwerpunkte verbindenden  Linie  gemessen. 

Nun  gilt  die  Strömungsgleichung: 

du     '  g   ^V    y„  ^2 

(11)  j.  = r  ^  -^ 

dt        y    ex  ex 

oder  mit 


du       du  cu 

dt        et  ex 


auch 


-r    dx  +  w    ^  -da:  = .     dx  -\-  gdz  . 

dt  et  y    cx 

Durch  Integration  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  wird 
hieraus 

.2  'l 


4/ 


V^"^  Vv    X  1   /  ^^  j         u\  —  u 


n 


(12)  CY^'+.,+.,  =  _J----d.+      2,      • 

1 

Mit  Hilfe  der  Kontinuitätsgleichung  rechnen  wir  nun  alle 
Strömungsgeschwindigkeiten  auf  die  Stromgeschwindigkeit  w  der 
Rohrleitung  um.    Es  ist: 


w^ 
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Damit  wird  zunächst  das  Integral 

S  8 

/'•  /• 

I  du  .         .  dw  1  dx       _  dw 

1  1 

und  die  Differenz  der  Gesch^dndigkeitahöhen  an  den  Spiegeln  wird 

w'JJl   _    1\      26 

Also  findet  sich  als  Strömungsgleichung 

(13)  ?o  ^^  +  26«;*  -  jyi^*"^'^  -  fe  +  Zi)!/  =  0  . 

at  y 

Die  Luftinhalte  der  Windkessel  setzen  sich  zusammen  aus  den 
festen  Teilen  7/  bzw.  Yn  und  den  kleinen  Schwankungen  F^ 
bzw.  Fg.  Der  Kolbenquerschnitt  der  Pumpe  sei  jP,  der  Hub  K 
und  (r  =  Kurbel radius),  n  die  minutliche  Drehzahl.  Dann  ist 
die  sekundliche  Drehgeschwindigkeit 

2nn 


O)  = 


60 


Die  Kolbenbewegung  verläuft  dann  wie  r  (1  —  cos  (o),  \md  dem- 
entsprechend die  Wasserförderung  wie  rF{l—  cosco  t).  Kolben- 
förderung und  Volumänderung  der  Pumpenwindhauben  ergeben 
die  Strömung  in  der  Pumpenleitung  w  und  damit  die  Kontinuitäts- 
gleichung : 

dV 

(14)  foW=     ,^  +rF(o\mi(ot\  . 

at 

Kann  vorausgesetzt  werden,  daß  die  Strömung  in  der  Pumpen- 
steigeleitung  S  eine  gleichförmige  ist,  so  wird  ihre  Lieferungs- 
geschwindigkeit rF — ,  die  sich  zusammensetzt  aus  der  Liefer- 

71 

geschwindigkeit    der   Leitung  L   und   der    Volumänderung   des 
Windkesselinhalts   Fjj  +  Fg. 

Somit  ergibt  sich  eine  weitere  Kontinuitätsgleichung: 

(15)  rF'^-^f,w+^^. 

71  at 

Die  Zusammendrückung  und  Ausdehnung  der  Windkessel- 
inhalte erfolge  isothermisch  nach 
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iPo  +  Pt)(yii  +  V,)^PoVii    bzw.     (po  +  Pi){Vt  +  Vi)  =  PoVi, 
woraus  sich  findet: 

(16)  P»F„  +  2)oF,  =  0      bzw.      PiF/  +  PoFi=0. 
Schließlich  gilt  auch 

(17)  Fj  =  -F,  2j       bzw.      F,  =  Fl  Zy  . 

Durch  Entfernung  von  pj,  pj,  z^,  Zg,  Vi,  Fj,  aus  den  Glei- 
chungen (13)  bis  (17)  findet  sich  für  w  die  Schwingungsgleichung: 


(18) 


i>  +  46,..  +  ,/o{^-^+j;,;)  +  (-;^  +  0 


w 


Vor 


Foy  I  1         |8ina)t|\ 

'    IfT/"*"    FT  /• 


Berechnet  man  nun  die  Schwingungszeit  ohne  Rücksicht  auf 
daa  Dämpfungsglied  46  iow^  so  findet  sich 

Für  eine  von  A.  Gramberg  untersuchte  Pumpenanlage  ist 
im  Mittel  zu  wählen:  1^=  768cm,  1^=  70 cm*,  'p^=  4,5kg/cm2 
abc,  Fi  =  15  000  cm^ ,  Fn  =  465  000  cm^ ,  Jf^^  =  700  cm« , 
F^  =  2800  cm2. 

Hiermit  findet  sich  £  =  1,1  sec.  Werden  die  Windhauben 
der  Pumpe  kleiner  gewählt  (Fn  =  1000  cm*),  so  findet  sich 
%  =  0,412  sec,  in  Übereinstimmung  mit  Grambergs  Versuchen. 
Diesem  zuletzt  errechneten  %  entspricht  die  minutliche  Schwin- 
gungszahl 146,  von  welchem  Betrage  sich  die  Pumpenhubzahl  fem 
zuhalten  hat,  wenn  Resonanz  vermieden  werden  soll. 

4.  Zur  Untersuchung,  ob  in  einer  Turbinenanlage  unabhängig 
von  der  Wirkung  der  Reguliereinrichtung  stationäre  Schwin- 
gungen möglich  sein  können,  knüpfen  wir  an  die  Ansätze  des  Ab- 
schnittes 2  dieses  Paragraphen  an,  indem  wir  die  Beaufschlagung 
konstant  =  Zq  annehmen.  Dann  ist  f  =  0  zu  setzen  und  die 
Gleichungen  (7)  bis  (10)  für  die  Reguliereinrichtung  sind  fort- 
zulassen.   So  bleiben  nur  die  sechs  Ansätze  übrig: 


^\(Oo        2   Po/ 
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-  =         ;        Ap  =  —yh^  ; 

^0         Po 

Fij+F.^h^^bzo^;       Fi}  +  Fihi  =  0; 

Lrj  +  2kvQr]  ==-  hj^y  --  Ap  , 

Alis  diesen  entfernt  man  leicht  die  Veränderlichen  K^h^Ap^ 
HO  daß  hur  übrig  bleiben 

(20)  o<,:+  ^^j-—,  =  0; 

(21)  F^-^''    S  +  bzJ^Fii=^0; 

(22)  L'tj+2kv^7)  +  y'^  i^+^^'I^^O. 

Nun  führen  wir  abkürzende  Buchstaben  ein,  um  die  weitere 
Rechnung  möglichst  übersichtlich  zu  machen,  in  dem  wir  setzen : 

^11^;   +  ßu  '/  +  /'ll  ??  +  Ä2  f  =  0  . 

Mit  diesen  neuen  Beiwerten  schreibt  sich  die  zur  Bestimmung 
der  Eigenschwingungszahlen  erforderliche  charakteristische  De- 
terminante : 

oCn^'  +  ßn^'+Yu^  A2  ^'  0 

(24):  y^,/,  ßi2^^  +  y22^  0  =0. 

Deren  Lösung  liefert  die  dreifache  Wurzel  ^123  =  ^J  femer 
X^=  -^''-=  -—V    «nd   für  >l5.6,7  die  Gleichung  dritten 
Grades 
(25)         (äh  A2  +  Ai  A  +  y^,)  (fi,^  A  +  732)  -  ßi%  721^  =  0  . 

Falls  nun  A5,  g,  7  verschieden  sind,  wird  der  allgemeine  Lösungs- 
ansatz etwa  für  rj: 
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Hier  ist  die  Gruppe  C^t  +  C^^  das  Anzeichen  für  die  In- 
stabilität des  Systems;  abgesehen  hiervon  wäre  es  aber  möglich, 
^5,6,7  ^^^  (^^)  so  2u  bestimmen,  daß  etwa  A7  reell  negativ, 
/lö' 6  dagegen  konjugiert  imaginär  würden.    Hierzu  schreibt  man 

(25)  in  der  Form 

(26)  AX^  +  BX^  +  Ck  +  D  =  0. 

Damit  diese  Gleichung  zwei  konjugiert  imaginäre  Wurzeln 
und  eine  reell  negative  liefert,  muß  sein: 

(27)  BC-AD  =  0, 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  würde  sich  die  Turbinen- 
anlage so  verhalten,  daß  Pendelungen  zwischen  den  Spiegeln  des 
Staubeckens  und  des  Wasserschlosses  sich  dem  Durchgehen  der 
Turbine  überlagern.  Inwieweit  die  Durchgangsbewegung  der 
Turbine  infolge  der  Charakteristik  dieser  bei  einer  bestimmten 
endlichen  Umlaufszahlerhöhung  haltmacht,  darüber  geben  unsere 
Ansätze  keine  Auskunft,  weil  sie  auf  der  Anwendung  kleiner 
Schwingungen  beruhen. 

Andere  Beispiele  instabiler  Kreiselradbewegungen  behandelt 
H.  Lorenz  in  Technische  Hydromechanik  1910,  S.  194—206. 


Xin.  Periodische  Bewegungen  von  Gasen  und  Dämpfen. 

§  106.  SehaU  im  freien  Ranme.  Hörbarkeit  von  Tönen. 

1.  Der  Schall  ist  eine  Schwingungsbewegung  in  einem  allseitig 
ausgebreiteten  Mittel  und  wird  daher  von  den  für  diese  geltenden 
Bewegungsgleichungen  beherrscht. 

Der  freie  Raum  ist  von  Luft  erfüllt,  die  man  im  Sinne  der 
Schallbewegung  als  eine  zusammendrückbare  Flüssigkeit  zu  be- 
trachten hat;  die  Bewegungsgleichungen  sind  also  die  gewöhn- 
lichen hydrodynamischen  §  (98) 

(i\         du        dp  dv         dp  dw        dp 

dt         c'x  ^   dt         äy  dt  et 

mit  der  Kontinuitätsgleichung 

dt  C'X  cy  cz 

Hort,  SchvingnngRlehre.    2.  Aufl.  36 
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Diese  vier  Gleichungen  enthalten  die  fünf  Veränderlichen 
u,  V,  w,  p,  Q,  erfordern  demnach  zur  vollständigen  Lösung  noch 
einen  weiteren  Ansatz.  Als  solcher  bietet  sich  die  Zustandsgieichung 
entweder  in  der  Boyleschen  Form 


(3  a) 

Q 

= 

Po 

^0 

oder  in 

der  P< 

Dissonschen 

3(b) 

V 

= 

Po 

(h  ==■  1,41  ist  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen) 
dar,  wo  Pg  und  Qq  die  als  unveränderlich  vorausgesetzten  ZuStands- 
großen  vor  Eintritt  der  Schallstörung  bezeichnen. 

Vorerst  betrachten  wir  Schallbewegungen  mit  kleinen  Dichte - 
Schwankungen  ^o  ^,  womit  die  Poissonsche  Gleichung  (3b)  wegen 

(4)  ^  =  eo(l  +  <5) 
übergeht  in 

(5)  p  =  Po(l  +  *^)- 

Dies  liefert  durch  Differentiation  nach  x,  y,  z  die  räumlichen 
Änderungen  des  Druckes,  die  in  die  Gleichungen  (1)  einzusetzen 
sind,  unter  Vernachlässigung  der  nichtlinearen  Bestandteile  der 
Geschwindigkeitsänderungen  (weil  wir  auch  die  Geschwindig- 
keiten und  ihre  Änderungen  als  klein  voraussetzen).  Wir  finden 
für  (1)  (bei  Abwesenheit  von  äußeren  Kräften  X,  Y,  Z): 


(6) 


dt  Qq     dz  '         dt  Qq     dy 

dw  PqTc    cd 


*> 


(    t  Qq  CZ 


und  für  die  Kontinuitätsgleichung  (2): 

cd    .     du         dv         dw 

(7  -^  +  -    -  +  -.-  +  -    -  =  0. 

et         ex         cy  CZ 

Durch  Einführung  von  (6)  in  (7)  erhalten  vdr 


(9) 
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Vermöge  r^  =  x^  +  y^  +  z^  formt  sich  dieser  Ansatz  um  in: 

dHrd)  _  ppk    e^rd) 


d.  h.  in  die  Differentialgleichung  für  die  kugelförmige  Schall- 
ausbreitung ;  der  Kugelmittelpunkt  ist  dabei  der  Herd  der  Schall- 
bewegung.   Ein  Lösungsansatz  für  (9)  ist: 

2^  j        2ji 

(10)  r  (J  ==  a^osin— r-(r  —  c<)  =  zisin  — r— (r  —  et) 

wenn  gewählt  wird    c  =  ]/  — — ,   während  l  willkürlich  bleibt 

und  Öq  die  in  der  Entfernung  a  vom  Kugelmittelpunkt  bestehende 
Amplitude  der  Druckschwankung  bedeutet,  c  ist  aber  die  Schall- 
geschwindigkeit in  der  Luft  und  i  die  Länge  der  Schallwellen,  die 

mit  der  Schwingungszeit  T  zusammenhängt  gemäß  ^  =^  c  und  mit 

kn 
der  sekundlichen  Schwingungszahl  n  gemäß  -       =  1 .  Im  übrigen 

c 

ergibt  sich  noch  aus  (10) 

(11)  d  =  Öq-  -sin-^— (r  —  et)  , 

d.  h.  die  Amplitude  der  Dichteschwankungen  nimmt  bei  Kugel- 
wellen proportional  der  Entfernung  vom  Erregungsherd  ab. 

Die  Schallgeschwindigkeit  ist  nach  den  neuesten  Messungen^®®) 
c  =  330,7  m/sec,  bezogen  auf  trockene  Ltift  von  0°  bei  Atmosphä- 
rendruck. Setzt  man  im  absoluten  Maßsystem  7>o  =  1013  667, 
ßo  =  0,001  293,  ifc  =  1,405,  so  findet  sich 


(12)  c  = 


Po^ 


1/^«'^-  =  332  m/sec 

f       ^0 


in  genügender  Übereinstimmung  mit  dem  neuesten  Werte,  so  daß 
die  Annahme  adiabatischer  Zustandsänderung  (Poissonsche 
Gleichung  [3  b])  bei  der  Schallausbreitung  in  der  Luft  mit  großer 
Annäherung  zutrifft. 

3.  Von  größter  Wichtigkeit  bei  der  Beurteilung  von  Schall- 
oder Ton  Wirkungen  ist  die  Schallintensität.    Für  diese  sind  eine 

36* 
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Reihe  von  FestBetzungen  möglich.  Am  gebräuchlichsten  ist  als 
Maß  der  Schallstärke  diejenige  Schallmenge  (Energie),  die  an  einer 
Stelle  des  Raumes  durch  die  zur  Fortpflanzungsrichtung  senk- 
rechte Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  hindurchgeht. 

Ist  die  Verschiebung  eines  Luftteilchens  in  der  Fortpflanzungs- 
richtung des  Schalles  o  und  der  Druck  p,  so  lyird  an  der  Stelle 
mit  der  Verschiebung  des  Teilchens  in  der  Zeit  t  die  Arbeit  geleistet : 


E  =  I  v^.^dt 
dt 


0 

imd  während  einer  Schwingungsperiode  T\ 

T 

f     da 
(13)  E=  jp-j^dt. 

0 

Hiemach  wird  die  SchaUintensität  zu  erklären  sein  durch: 

T 

E         1    f    CO  , 

(14)  '^-T^TJ^ei''- 

0 

Setzt  man  hier  aus  unseren  Ansätzen  ein: 

Ca  I —    — 

p  =  Po(l  +  ^ ^)  >  '^,   ==  }^^  +  v^  +  w;2 


—  A— ;r-i--co8    ,     (r  —  ct)\       und       T  = 

2  TZ    er  {r  /  I 


c 


so  findet  sich  für  Kugelwellen 

(15)  J=-'i\l-<^=l'-il<^n^^^- 

Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  für  ebene  Wellen 


o  =  Asin—^    (x  —  et) 


an,  so  findet  sich 


c3 


(15a)  J  =^2  ji^QoÄ^cn^  =  2  71^  q^  A^ 
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Die  Intensität,  die  also  in  Watt/cm^  gemessen  wird,  ist  dem- 
nach bei  Kugelwellen  dem  Quadrate  der  Dichteamplitude  an  der 
Beobachtungsstelle  proportional. 

4.  Zur  Beobachtung  von  Tonintensitäten  steht  subjektiv  das 
menschliche  Ohr  zur  Verfügung,  objektiv  gewisse  physikalische 
Apparate,  die  entweder  die  Amplituden  der  Dichte-  bzw.  Druck- 
schwankung absolut  zu  messen  gestatten,  oder  aber  die  Schall- 
stärke relativ  zu  anderen  Energie  Vorgängen  festlegen. 

Das  menschliche  Ohr  ist  zur  physikalischen  Schallstärke- 
messung äußerst  ungeeignet.  Denn  zunächst  ist  die  Schallempfin- 
dung keineswegs  der  physikalischen  Schall-  (oder  Reiz-)  Stärke  pro- 
portional, sondern  nsush  dem  Fee hner sehen  psychophysischen 
Grundgesetz  etwa  deren  Logarithmus,  woraus  sich  ergeben  würde, 
daß  über  eine  gewisse  Reizstärke  hinaus  die  Empfindung  nicht 
mehr  wächst.  Femer  ist  die  Schallempfindung,  bei  gleicher  Reiz- 
stärke, von  der  Tonhöhe  abhängig.  Nach  M.  Wie  n^^^)  betragen  die 
physikaUschen  SchaUstärken,  die  eben  noch  eine  Gehörempfindung 
auslösen 

320  000  000  Einheiten  bei   n  =  80/sec 
1400  000  „  „  100 


12  000 

200  „ 

100 

400  „ 

8 

800  „ 

2,5   „ 

1000  „ 

2,5   „ 

3  200  „ 

8 

6  400  „ 

90 

„   12  800  „ 

Demnach  werden  die  hohen  Töne  von  etwa  2000  Schwingungen  in 
der  Sekunde  am  deutlichsten  empfunden;  die  niedrigste  noch  als 
Ton  wahrnehmbare  Schwingungszahl  beträgt  etwa  40,  die  höchste 
20  000;  die  am  Ohr  erforderliche  Mindestschallstärke  beträgt 
etwa  10^^®  Watt/cm. 

Neben  der  Empfindung  für  die  absolute  Tonstärke  imd  Ton- 
höhe gibt  es  noch  die  Unterschiedsempfindlichkeit.  Für  Schall- 
stärken besitzt  das  Ohr  eine  sehr  unvollkommene  Unterschieds - 
empf indlichkeit,  indem  bei  den  schwächsten  wahrnehmbaren  Tönen 
erst  10%  Unterschied  in  der  physikalischen  Schallstärke  bemerk- 
lich werden;  bei  den  höchsten  Schallstärken,  die  man  dem  Ohr 
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zumuten  kann,  werden  erst  3ö%  Unterschied  der  physikalischen 
Intensität  vom  Ohre  empfunden. 

Wesentlich  feiner  ist  die  Empfindlichkeit  des  Ohres  für  Ton- 
höhenunterschiede. Musikalische,  gut  geübte  und  disponierte 
Beobachter  vermögen  in  mittleren  Tonlagen  etwa  ^j^  Schwingung 
zu  unterscheiden;  nach  oben  und  unten  wird  die  Unterschieds- 
empfindlichkeit geringer;  sie  kann  auch  bei  ungeeigneten  Per- 
sonen sehr  schlecht  sein. 

§  106.  Dämpfung  yon  Schall  wellen  im  freien  Raum  ^^^). 

1.  Wenn  die  Ausbreitung  des  Schalles  in  der  Luft  verlustlos 
erfolgte,  so  würde  eine  punktförmig  mit  der  Dichteamplitude 
^0  \  (gemessen  in  der  kleinen  Entfernung  a  von  der  Schallquelle) 
erregte  SchaUstönmg  in  der  Entfernung  r  vom  Erregungsmittel- 
punkt noch  die  Stärke 

haben,  oder,  wenn  man  mit  Ap  =  p^kd  die  anfängliche  relative 
Druckamplitude  — —  einführt: 


Po 


Zu  der  so  festgelegten  Schallschwächung  durch  räumliche  Aus- 
breitung kommt  nun  die  viel  schwerwiegendere  durch  Schall- 
absorption, d.  h.  durch  Umwandlung  von  Schallenergie  in  Energie 
anderer  Form.  Diese  räumliche  Schalldämpfung  erklärt  man  durch 
einen  Exponentialansatz 

Hier  bestimmt  sich  der  räumliche  Dämpfungswert  m  durch 
die  Einflüsse  von  Strahlung,  Reibung  und  Wärmeleitung.  Erklärt 
man  einen  zeitlichen  Dämpfungswert  durch  Strahlung  vermöge  des 
Dämpfungsfaktors  e~*',  der  den  zeitlichen  Wärmeabklang  einer 
kleinen  auf  konstantem  Volumen  gehaltenen  Gasmasse  bestimmen 
soll,  ist  femer  rj  die  innere  Reibungszahl  des  Mediums,  X  ihr 
Wärmeleitvermögen,  8  ihre  spezifische  Wärme,  so  wird: 

^~'2^"c3"V~3     "^       k        s)'^       k        2c 
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ein  Ansatz,  der  Untersuchungen  von  Stokes,  Helmholtz  und 
Kirchhoff  vereinigt. 

Dieser  Ansatz  gilt  naturgemäß  für  homogene  und  ruhende 
Medien.  In  Wirklichkeit  ist  aber  weder  die  Luft  noch  das  Wasser, 
die  für  die  Übertragung  akustischer  Zeichen  —  Schiffahrtsignale 
in  der  Luft  und  im  Meere,  Entdeckung  von  Luft-  und  Unterwasser- 
fahrzeugen durch  deren  Geräuschwirkung  —  in  Frage  kommen, 
gleichmäßig  und  ruhig.  In  der  Luft  kommen  Temperaturschich- 
tungen und  -Schwankungen,  im  Meere  Temperatur-  und  Salzgehalt- 
änderungen, sowie  Wellenbewegungen  vor,  die  neben  den  in 
gleichmäßigen  und  ruhenden  Medien  nach  obigen  Formeki  beding- 
ten Dämpfungen  noch  besonders  starke  Beeinflussungen  der 
Reichweiten  des  Schalles  >-  auf  diese  kommt  es  uns  an  —  im 
Gefolge  haben.  Aus  dieser  Verwickelung  der  Umstände  ergibt 
sich,  wie  schwierig  es  ist,  den  räumlichen  Auslöschungswert  durch 
Versuche  zu  bestimmen,  zumal,  da  sich  die  Schwächung  durch 
Dämpfung  derjenigen  durch  kugelförmige  Ausbreitung  überlagert. 

2.  Über  die  wirklichen  Tragweiten  von  Schallsignalen  liegen 
für  freie  Luft  die  Versuche  von  Allard i^^)  vor,  der  bei  tönenden 
Seezeichen  verschiedener  Art  und  Lautstärke  die  Entfernungen 
r  in  km  bestimmte,  in  denen  jene  eben  noch  hörbar  waren.  Die 
Meßergebnisse  erhellen  aus  folgender  Tabelle: 


1 

Tonquelle 

Tonhöhe  n 

Energiever- 
brauch A  mkg 

HörbarkpitA- 
bereich  r  km 

A\f^ 

Kleine  Glocke.    . 

800 

0,33 

1,89 

0,10 

Große  Glocke  .    . 

600 

1,44 

3,04 

0,16 

Preßlufthom    .    . 

650 

2,50 

3,17 

0,22 

Dampfpfeife     .    . 

1500 

37,50 

4,90 

1,56 

Zungen-Trompete 

450 

300,00 

7,96 

4,73 

Sirenen-Trompete  | 

400 

1200,00 

9,44 

13,46 

Bezeichnet  man  die  eben  noch  hörbare  Schallstärke  mit  %  und 
den  imbekannten  Auslöschungswert  der  Schallfortpflanzung  mit  m, 
so  muß  gelten  (unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Arbeiten  A  von 
jedem  der  Tonerzeuger  mit  demselben  Wirkungsgrad  r;  in  Schall- 
energie verwandelt  werden: 

A 


mr 
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Durch  Kombination  dieses  Ansatzes  für  alle  möglichen  Paare 
von  Tonerzeugem  nach  der  Tabelle  erhält  man  15  verschiedene 
Werte  von  m,  deren  Mittel  0,315  beträgt.  Demnach  würde  unter 
den  beobachteten  Verhältnissen  durch  Auslöschung  allein  die 
Schallintensität  erst  in  22  km  Entfernung  auf  den  1000.  Teil 
herabsinken,  dagegen  durch  Ausbreitung  allein  erst  in  32  km  Ent- 
fernung, durch '  beide  zusammen  in  8,5  km  Entfernung.  Die 
akustischen  Reichweiten  sind  also  für  das  bloße  Ohr  recht  gering. 
In  anderer  Weise  erhellt  die  geringe  Zuverlässigkeit  akustischer 
Signale  aus  Fig.  306.  Diese  zeigt  nach  Ermittlungen  der  französi- 
schen Seezeichen  Verwaltung  ^^) 
die  Häufigkeit,  mit  der  während 
zahlreicher,  über  mehrere  Jahre 
erstreckten  Beobachtungen  der 
Ton  einer  kräftigen  Sirene  von 
326  sekundlichen  Schwingungen 
und  45  PS  -  Antriebsverbrauch 
auf  bestimmte  Entfernungen  ge- 
hört wurde.  Danach  ergibt  sich, 
daß  nur  auf  ganz  kurze  Ent- 
fernungen der  Ton  der  immer- 
hin recht  kräftigen  Schallquelle 
niemals  beim  Beobachter  aus- 
bheb,  daß  dagegen  bereits  auf  10  km  Entfernung  nur  etwa  bei 
50%  der  Beobachtungen  der  Ton  gehört  werden  konnte. 

Günstig  auf  die  Hörweite  wirkt  in  Richtung  des  Schalles 
wehender  Wind.  Der  Schall  sucht,  wie  jede  Wellenausbreitung  — 
etwa  das  Licht  — ,  auf  schnellstem  Wege  den  Beobachter  zu  er- 
reichen. Da  nun  die  Windgeschwindigkeit  infolge  der  Hemmung 
vom  Erdboden  mit  der  Höhe  meistens  zunimmt  (es  kommen 
Gradienten  bis  zu  10  m/sec  auf  100  m  Höhe  vor),  so  nehmen  von 
der  Schallquelle  schräg  nach  oben  gehende  Schallstrahlen  in  der 
Höhe  größere  Greschwindigkeiten  an,  krümmen  sich  konkav  nach 
unten  und  erreichen  so  den  auf  gleicher  Höhe  mit  der  Schallquelle 
stehenden  Beobachter  schneller,  als  wenn  sie  im  Gebiete  der  unte- 
ren, langsameren  Windströmung  den  geraden  Weg  verfolgt  hätten. 
Diese  gekrümmten  Schallstrahlen  verlaufen  auf  dem  größten  Teil 
ihres  Weges  oberhalb  der  gewöhnlichen  schallvemichtenden  Boden- 
hindemisse und  treffen  also  mit  erheblich  größerer  Stärke  das  Ohr 
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Fig.  806.    HörhAuflgkeit  akaatischer 
Seezeichen. 
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des  Beobachters.  So  erklärt  sich  nsbch  Stokes,  Tyndall,  Ray- 
lei gh  die  gute  Hörbarkeit  der  mit  dem  Winde  laufenden  Schall- 
wellen. 

Die  Schallausbreitimg  im  Wasser  folgt  nach  Versuchen  von 
H.  Barkhausen  und  H.  Lichte^^^)  ähnlichen  Gesetzen  wie  die  in 
der  Luft.  Hier  überwiegt  die  exponentiale  Schallauslöschung  be- 
deutend die  Schallschwächung  durch  Ausbreitung.  Die  Absorption 
betrug  etwa  1  :  2,3  auf  den  Kilometer,  entsprechend  einem  Ex- 
ponenten m  =  0,833.  Als  Wellensender  wurden  elektromagnetische 
Oszillatoren  (vgl.  §  118)  verwendet,  die  etwa  300  Watt  Leistung  an 
das  Wasser  auszustrahlen  imstande  waren.  Mit  dem  obigen  Expo- 
nenten m  ergibt  sich  hieraus  ca.  8  km  am  Ort  des  Empfängers 
(Mikrophon)  eine  Schallstärke 

i  =  ^  -  " — e-0'8«3-8  =  0,5  10-^5  Watt/cm2, 
64       4  TT 

die  die  Mikrophone  gera^de  noch  nachzuweisen  imstande  waren. 
Diese  geringen  Reichweiten  wurden  in  der  Ostsee  im  Sommer  er- 
halten, entsprechend  der  Tatsache,  daß  während  der  heißen 
Jahreszeit  die  schallauslöschenden  Ungleichmäßigkeiten  des 
Wassers  in  bezug  auf  Temperatur  imd  Salzgehalt  besonders  groß 
sind.  Im  Winter  ist  das  Wasser  gleichmäßiger  konstituiert ;  dem- 
entsprechend stiegen  die  Reichweiten  dann  auf  etwa  20  km. 
Besonders  ungünstige  Umstände,  namentlich  zu  geringe  Wasser- 
tiefe, lassen  die  Reichweiten  bei  den  gleichen  Apparaten  gelegent- 
lich auf  2  km  sinken,  günstige  dagegen  auf  100  km  steigen.  Der- 
artige außerordentlich  große  Reichweiten  würden,  wenn  sie  unter 
normalen  Umständen  {m  =  0,833)^  erzwungen  werden  sollten, 
Leistungsverbrauche  am  Oszillator  von  vielen  Tausend  Kilowatt 
erfordern  1®*). 

§  107.  Probleme  der  Bauakustik. 

1.  Die  ,,Hörsamkeit"  großer  Räume  ist  ein  wichtiges  aber 
nicht  restlos  lösbares  Problem  der  Bauakustik. 

Die  akustisch  beste  Gestalt  eines  Raumes  ist  das  Rotations- 
paraboloid,  in  dessen  Brennpunkt  die  annähernd  punktförmig  zu 
denkende  Schallquelle  steht.  Dabei  wäre  noch  vorauszusetzen, 
daß  unmittelbare  Schallstrahlen  vom  Zuhörerraum  Ä  B  (Fig.  307) 
abgeblendet    sind,    so    daß   nur  einmalig  rflektierte  Wellen  zur 
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Wirkung  kommen.  Femer  dürft«  aus  demaelbea  Gnmde  der  Zu- 
höretraum  keine  abschließende  Wand  haben.  Auf  diese  Weise 
wäre  es  möglich,  von  einem  Funkte  des  Baumes  aus  annähernd 
unverzerrte  Schallwellen,  etwa  eines 
Redners,  ohne  Nachhall  oder  Echo,  in 
den  Zuhörerraum  gelangen  zu  lassen. 
Das  Sprechen  von  anderen  Stellen  des 
Raumes  aus  würde  natürlich  sehr  viel 
weniger  wirksam  sein. 

In  WirkUchkeit  ist  die  Schallquelle 
oft  flächenhaft  ausgedehnt  (Orchester) ; 
es  ist  unmi^lich,  eine  rein  paraboloidische 
psnbDioidtgcber  HBrnuni        Raumform  ZU  Wählen  odei  auf  eine  Ab- 
schlußwand zu  verzichten. 
So  besteht  das  Ergebnis  der  Schallwirkung  aus  der  Überein- 
anderlegung der  unmittelbar  eintreffenden  SchaUwellen  mit  ein 
oder    mehnnal    zurückgeworfenen,    wodurch    Nachhall     (Echo) 
oder    durch    Interferenz    berrorgerufene    Schallstille    entstehen 
kann.     Femer   werden   Teile   der   baulichen   Ausgestaltung   des 
Raumes  (Nischen,  Wände)  oft  zum  Mittönen  veranlaßt  (Resonanz). 
Alle  diese  Umstände  haben  Veränderungen  der  ursprünglichen 
Schallproduktion  zur  Folge;  im  ganzen  werden  die  tieferen  Töne 
weniger  benaehteihgt  als  die  höheren- 

Besonders  störend  ist  der  Nachhall,  wenigstens  in  mittelgroßen 
Räumen,  während  er  in  kleineren  günstig  wirkt.  Diese  günstige 
Wirkung  hängt  von  der  Nachhalldauer  ab ;  erfahrungsgemäß  ist 
die  günstigste  Nachhalldauer  etwa  von  der  Größe  0,8  bis  1,0  Se- 
kunden ;  wesentlich  längere  Nachhalldauer  wirken  störend,  ebenso 
wie  das  Echo,  das  allerdings  nur  in  großen  Räumen  (über  30  m 
Abmessung)  auftritt. 

Es  ist  daher  bei  der  Gestaltung  von  Räumen  vor  allem  darauf 
zu  sehen,  daß  schädliche  Schallrückwürfe  vermieden  werden,  ohne 
zu  vergessen,  daß  die  Schallreflexion  wesentlich  zur  gleichmäßigen 
Schallverteilung  im  Räume  beiträgt. 

Zweckmäßig  dämpft  man  die  Schallreflexion  an  der  Begrenzung 
des  Zuhörerraumes  durch  Anbringung  von  absorbierenden  Stoffen 
(schweren  Geweben)  oder  durch  bauliche  GUederung.  Allerdings 
muß  hierbei  darauf  geachtet  werden,  daß  Nischen  oft  zu  Reso- 
nanzen Anlaß  geben- 
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Ferner  sorgt  man  dafür,  daß  die  in  der  Nähe  der  Schallquelle 
reflektierenden  Flächen  dies  so  tun,  daß  der  zurückgeworfene 
Schall  auf  möglichst  kurzem  Wege  und  möglichst  in  der  gleichen 
Richtung  wie  der  unmittelbare  Schall  in  den  Zuhörerraum  gelangt. 

Durch  Konstruktion  der  Wellet^ächen  des  Schalles  mit  Hilfe 
der  Spiegelungsmethode  kann  man  sich  in  einem  gegebenen  Raum 
ein  ungefähres  Bild  der  Schallwirkimg  im  obigen  Sinne  machen. 

2.  Das  entgegengesetzte  bauakustische  Problem  bildet  die 
Femhaltung  des  Schalles  von  einem  Raum.  Schall  wird  sowohl 
durch  die  Luft  wie  auch  durch  den  Boden  übertragen  (Luftschall 
und  Bodenschall),  und  es  entsteht  die  Frage,  wie  man  einen  Schall 
produzierenden  Raum  gegen  einen  andern,  der  schallfrei  bleiben 
soll,  abgrenzt.  Dabei  soll  es  nicht  darauf  ankommen,  ob  die  beiden 
akustisch  gegeneinander  abzugrenzenden  Räume  mit  Luft  oder 
einem  festen  Stoff  (Boden)  erfüllt  seien. 

Da  der  Schall  eine  Wellenbewegung  ist,  unter- 
liegt er  ebenso  den  Gesetzen  der  Reflexion  und 
Brechung  wie  das  Licht. 

Hiervon  ausgehend  haben  Rayleigh^®*)  und 
Drude^®')  die  Fragen  der  Schallübertragung  an 
den  Grenzen  verschiedener  Stoffe  untersucht. 

Aus  der  großen  Zahl  der  hier  vorliegenden 
Probleme  greifen  wir  nach  Rayleigh  die  Über- 
tragung von  longitudinalen  Schallwellen  der  Fre- 
quenz N  aus  einem  unbegrenzten  Gebiete  / 
(Fig.  308)  der  Dichte  ,Ui  und  der  Schallgeschwin- 
digkeit Vi  durch  eine  dünne  Wand  //  hindurch 
(Dicke  Ä),  in  der  die  Schallgeschwindigkeit  V^ 
betrage  (bei  der  Stoff  dichte  ^)  in  ein  Gebiet  Iby 
derselben  akustischen  Eigenschaften  wie  /« .  Aus 
letzterem  treffen  Schallwellen  der  Litensität  Je  auf  die  Wand 
ein.  Diese  werden  teilweise  an  //  reflektiert,  teilweise  «iringen 
sie  in  Ib  ein.     Bei  Vemachlässigimg  der  Dämpfung   in  //  gilt: 

Je  =  Jr  +  Ja 

(n^-  l)2sinV2 


Fig.  308.    Schall- 
durchgang durch 
eine  Wand. 


und 


(1) 


Jr-=Je 


(w2-  1)2  sin  Vs  +  4w« 

4  w2 

V'^iy^sin^/y^  +  4n^ 
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Büer  bedeutet  n  das  ^jB^^chm^verhältius''  der  Schallwellen 


n  = 


und  (if  den  Winkel 


({t  =  2}t 


h 


h    ' 


WO  ^2  die  Wellenlänge  im  Medium  // 

^        N 

vorstellt. 

Hier  interessiert  uns  der  kleinste  Schalldurchgang  J^ ,  der  ein- 
tritt für  aimßi  =  1,  d.  h.  für 


Ä 


2m—  1 


71 


d.  h.  für 


.        2m 
h  =  — 


T^vj 


m=  1,  2. 


Hiernach  würde  z.  B.  die  Übertragung  hoher  Töne  {N  =  3300) 
innerhalb  eines  festen  Körpers  durch  eine  Luftschicht  von 

.        1    330         1    ^.  ^^ 

^=43300-=4-^'^^  =  ^'^'^ 

am  besten  gehindert  werden. 

Will  man  die  Ansätze  (1)  auf  den  Schutz  gegen  Luftschall  an- 
wenden, so  kann  man  sich  zunächst  unter  //  einen  festen  Körper 
vorstellen.  Dann  ist  Fg  resp.  /ij  im  allgemeinen  groß  gegen  F^ 
und  fXi  h*d  Luft. 

Unter  der  Voraussetzung  Fg  =  oü  wird  aus  (1): 


(2) 


Jf  =  J. 


Ja  =  J 


"n'    MVl 


^l       f^i 
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Hier  sieht  man  aus  der  zweiten  Formel  ohne  weiteres,  daB  der 
durchgelaeaene  Schall  J^  um  so  kleiner  wird,  je  größer  h  /'g ,  also 
das  Produkt  aus  Dichte  und  Dicke  der  Wand.  Hieraus  er^bt  sich, 
daß  schwerere  Stoffe  (Blechbekleidung)  besaere  iBolatoren  gegen 
LuftBchall  sein  müssen,  als  leichtere  (Filz,  Wolle  usw.),  deten 
Porosität  stets  Schall  durchläßt.  Im  ganzen  kann  man  sagen, 
daß  das  Produkt  V^fi^  maßgebend  ist  für  die  Undurchlässigkeit 
eines  Stoffes  gegen  LuftschaU,  vorausgesetzt,  daß  in  diesem  keine 
Absorption  stattfindet.  Ist  dies  letztere  der  Fall,  so  kann  die  obige 
Aussage  völlig  umgekehrt  werden.  Z.B.  wäre  Blei  (Fj//j  =  18100) 
nach  obigem  doppelt  so  durchlässig  als  Eisen  (V^ftt  =  36700). 
In  Wirklichkeit  ist  die  Sache  aber  gerade  umgekehrt,  weil  das  Blei 
als  plastischer  Stoff  den  Schall  stark  absorbiert. 

Wegen  weiterer  Behandlung  der  zahlreichen 
Fragen  der  Bauakustik  verweisen  wir  auf  die 
Literatur  •**) , 

§  108.  Theorie  der  Pteitent^De. 
1.    Wir  behandeln  im  Folgenden  die  wichtigste 
Art  der  Pfeifen,  nämlich  die  Lippen-  oder  Orgel- 
pfeifen.   Diese  (meist  zylindrisch,   manchmal  ko- 
nisch, von  kreisförmigem  oder  rechteckigem  Quer- 
schnitt)   bestehen    (Fig.  309)    aus    dem    unteren 
Pfeifenfuß  A  und  dem  Pfeifenkörper  B.   Der  Fuß 
enthält  die  Luftkammer  b,  in  die  der  Wind  durch    „ 
das  Zuführungsrohr  a  aus  dem  Orgelbalg  eintritt. 
Die  Luftkammer  ist  oben  gegen  den  Pfeifenkörper  ^ 
durch  den  Kern  c  abgeschlossen,  der  den  Kemapalt  d 
enthält.   Der  Pfeifenkörper  B  beginnt  oberhalb  des 
Kemspaltes  mit  dem  Pfeifenmaul  /,  welches  aus 
der  Unterlippe  e  und  der  Oberhppc  /  besteht.   Nach 
oben  ist  der  Pfeifenkörper  offen  (offene  Pfeife)  oder      LipMniSeii* 
geschlossen  (gedackte  Pfeife).  Für  die  Luftschwin- 
gung  in  einem  Rohr  nehmen  wir  ebene  Bewegung  und  Wegfall 
äußerer  Volumenkräfte  an.  Im  einzelnen  Querschnitt  unterscheiden 
wir  die  Verschiebung  |,  die  Geschwindigkeit 


(1) 


et 

Sx 

du 

dx 

— 

dp 

dt 

'P 

Po 
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die  Dichte  q  und  den  Druck  p.    Bei  letzteren  Größen  sind  mit- 
einander verknüpft  durch  die  drei  Gleichungen: 

Ott  dp 

(2)  Bewegungsgleichung :  g  -7—  =  ' 


(3)  Continuitätsgleichung : 


(4)  Adiabetische  Zustandsgieichung  \  q     ^   —  —j~  . 

wo  k  =  -^    das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen,  Po, 

Qq  Druck  und  Dichte  für  den  Ruhezustand  bedeuten.   Die  Schwan- 
kungen um  diesen  sollen  nur  klein  sein;  daher  schreiben  wir 

(5)  g  =  Qo{l  +  ^)  >        p  =  Po(l  +  kd), 

wo  die  Verdichtung  ^  klein  gegen  1  sei. 

Durch  geeignete  Verbindungen  der  Ansätze  (1)  bis  (5)  erhält 
man  für  jede  der  Größen  f ,  t* ,  ^ ,  p ,  rf  eine  partielle  Differential- 
gleichung folgender  Form: 

6  -.,.  =«   XT  J       a*  =  —      . 

C  t^  CX^  Qq 

Dieser  Ansatz  wird  befriedigt  durch  die  Partiallösungen  für  d: 

sinÄ^sm ,       sinAj^cos    -  ,      cosÄ^sin—     ,      cosÄ;tcos —  . 

a  a  a  a 

Im  Falle  der  beiderseits  offenen  Pfeife  nimmt  man  an,  daß  an 
deren  Enden,  d.  h.  für  x  =  0  und  x  =  l  sich  die  Dichteschwankun- 
gen verlieren,  weil  dort  die  schwingende  Gassäule  mit  der  äußeren 
Luft  in  Verbindung  steht.  In  diesem  Falle  sind  nur  die  Partial- 
lösungen brauchbar,  die  für  x  =  0  und  x  =  l  die  Verdichtung 
(5=0  liefern  (Grenzbedingung).    Demnach  ist  für  d  anzusetzen: 

A/  X 

(7)  d  ^  (A  cos kt -{- Bsink  t)  sin 

a 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  für  x  =  0;  damit  er  auch  für  x  =  l 
verschwinde,  muß  sein: 

(8)  =  nn  . 

a 
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Dies  ist  die  Periodengleiehung,  die  für  die  Kreisfrequenz  k  der 
Schwingimg  unendlich  viele  Werte 

an  71 

(9)  *„«-----;       n=l,2,3... 

festlegt. 

Demnach  setzt  sich  die  tatsächliche  Schwingung  aus  einer  Reihe 
von  Tönen  zusammen  gemäß 

(10)  6  =  2ä^n^  ^  [An cos  — ^—  ^  +  Bn'sm  — j—  tj  Sin --    X , 
deren  Schwingungszeit  sich  bestimmt  zu 

(10a)  T„=    ,-  = 


k^         an 


"n 


während  die  Wellenlänge  wird 

(10b)  Xn  =  aTn^-^  • 

n 

Die  Schwingungszahlen  werden 

.,rv      V  r,  1  0,n 

(IOC)  ^-  =  -t;  =  -2T- 

Zur  Erzeugung  des  tiefen  Kontra-C  (C)  mit  32,2  sekundlichen 

Schwingungen  im  Grundton  n  =  1  ist  demnach  eine  offene  Pfeife 

333 
von  l  —  =  5,15  m  Länge  erforderlich. 

Zur  Behandlung  der  gedackten  Pfeifen  bedienen  wir  uns 
wieder  des  Ansatzes  (6)  bzw.  (7),  in  welchem  ja  die  Bedingung  am 
offenen  Ende  x  =  0  schon  enthalten  ist.  Am  geschlossenen  Ende 
ar  =  Z  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  u  =  0.  Wir  entwickeln  also 

aus   (2):    ^  -  = ^     •    Nach  (5)  ist  aber  ^^  ==i?-jfc  . — , 

^  '      dt  Qo    ^^  ex       ^^     ex 

Also  wird 

C  dd  kx 

(11)     u=—ak\-,.     di  =  —aiA^iYikt  —  BGo^kt)cQ% 

J  ex  a 

Die  Bedingung  t*  =  0  für  x  ==l  liefert  hier  die  Periodengleichung 

kl        2n  —  l 
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Also  setzen  sich  die  Töne  einer  gedackten  Pfeife  aus  den  un- 
geradzahligen Partialschwingungen  zusammen,  wodurch  sich  ihre 
von  den  offenen  Pfeifen  abweichende  Klangfarbe  bestimmt. 
Die  Schwingungszeiten  der  Partialtöne  werden: 

^  ^^  **"    K    ~  \in-\)a  '  . 

und  die  Wellenlängen: 

die  Schwingungszahlen 

,15,  2.  =  ülf-'^^-  . 

Demnach  braucht  für  die  gleiche  Grundtonhöhe  die  gedackte  Pfeife 

nur  halb  so  lang  zu  sein  als  die  offene. 

Die  erhaltenen  Bewegungen  (9a)  und  (11)  nennt  man  stehende 

l  l 

Welle  n ,  weil  an  den  fest  bestimmten  Stellen  x  =  ~    bzw.  -^ 

n  2n  —  1 

Knoten  vorhanden  sind  und  sie  gestatten  noch  eine  besondere 
Deutung.    Schreibt  man  z.  6.  (9a)  wie  folgt: 

o  =  2,Cn cos I — —  t  —  a J  sm    .     X  , 

B 

wo  Gf^  =  ]'äI  +  Bnj     tga„  =  —  -   zu  sctzcn  ist,   so  findet  sich 


'■n 


nach  der  trigonometrischen  Regel: 

cosÄ  sin^  =  J  {sin(Ä  -\-  ß)  ~  8in(a  —  ß)}  ; 

.,^x      c        x:^C'n  (  .    ifiTi      ,  anji  \  .     .    (nn         ann  ^         V\\ 

(16)  <^  =  2^  2r^\i  ^'^  i  ^"^"J+^'''w^~rT"^""HJ/ 

Hier  setzt  sich  jede  Partialschwingung  aus  zwei  gegenläufigen 
Zügen  fortschreitender  Wellen  zusammen,  deren  Übereinander- 
lagerung  eben  die  stehende  Welle  der  Pfeifenschwingung  ergibt. 

Bei  der  Berechnung  der  Länge  einer  offenen  Pfeife  für  eine 
gewünschte  Tonhöhe  nach  Ansatz  (10  c)  wird  angenommen,  daß 
das  Pfeifenende  x  =^l  gerade  einen  Knoten  (5  =  0  enthalte.  In 
Wirklichkeit  wird  dies  nicht  der  Fall  sein;  der  Knoten  wird  viel- 
mehr ein  wenig  außerhalb  der  Pfeife  liegen  in  einer  Entfernung 
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H-H-M-H- 


Fig.  810.    Wellenr&ome  bei  einer 
offeDon  Pfeife. 


X  =  l  +  ^l,  WO  AI  die  Keifenkorrektiot  genannt  wird.  Dabei  ist 
zu  beachten,  daß  außerhalb  der  Pfeife  nach  Fig.  310  sich  der 
Schall  in  fortschrei- 
tenden KugelweUen 
ausbreiten  muß.  Die 
Luftbewegung  indem 
gezeichneten  System 
muß  also  eine  der- 
artige sein,  daß  die 
ebene  stehendeSchall- 
schwingung  im  Pfei- 
fenraum /  in  die  fort- 
schreitende Kugel- 
schallschwingung im  Außenraum  ///  übergeht  vermöge  einer 
Zwischenzone,  die  einen  gewissen  Teil  des  Pfeifenraumes  und  des 
Außenraumes  umfaßt.  Auf 
Grund  dieser  Vorstellung 
hat  Helmholtz  das  Pro- 
blem der  Pfeifen  korrektion 
streng  behandelt,  durch 
Aufstellung  der  für  die 
Räume  /,  //,  ///  gültigen 
Potentialfun  ktionen  der  Be- 
wegung, die  übrigens  auch 
beim  Problem  der  Strom- 
leittmg  aus  einem  zylindri- 
schen Leiter  in  einen  großen 
von  einer  Ebene  begrenzten 
leitenden  Körper  nach  Fig.  311  eine  Rolle 
spielen.  Die  Figur  zeigt  in  diesem  Fall  die 
Strom-  und  Potentiallinien.  Helmholtz 
setzte  übrigens  bei  seiner  Untersuchung 
zylindrische  Pfeifen  vom  Radius  i2  mit  einer 
kurzen  konischen  Erweiterung  vom  Ra- 
dius R^  nach  Fig.  312  voraus  und  fand  so 
die  Mündungskorrektion 


Fig.  811.    Strom-  und 

Potentlall iuieii  beim 

Pfeifenproblem. 


1 


'/////////////////////TTZ'Z^- 


(17) 


2Ä 


n 


R 


i' 


Hort,  Schwingunfft: lehre.    2.  Aufl. 


Fig.  812.    Zur  Mündimg^- 
korrektlon  nach  Helmholtz. 
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Hiernach  wird  für  dlne  bestimmte  Erweiterung  der  Mün- 
dung, nämlich  für  i^^  =  22  ) 2  ,  die  Korrektion  AI  =  0;  dann  liegt 
also  der  erste  Verdichtungsknoten  (oder  Schwingungsbauch)  in 
der  Mündung.    Ist  dagegen  das  Pfeifenrohr  rein  zylindrisch  mit 

jB  =  i^i ,  dann  erscheint  eine  Korrektion  im  Betrage  AI  =    -R  . 

3.  Bisher  wurde  die  Frage  offen  gelassen,  wie  in  dem  Pfeifen- 
rohr Schwingungen  erregt  werden  können. 

tnsA a. 


ti^ --T^—^-V -^ 


r ^ — \ ^  ^ i^ ** 

\^ X H 

Fig.  313.  Zur  Erzeugung  Kundtscher  Staubflguien. 

Hier  bietet  sich  zunächst  die  MögHchkeit,  periodische  Ei'- 
regungen  von  außen  anzuwenden.  Z.  B.  kann  man  nach  Fig.  313 
das  beiderseits  geschlossene  Rohr  an  dem  Ende  x  =  1  mit  einem 
elastischen  in  der  Mitte  eingespannten  Stab  8  in  Longitudinal- 
verbindung  bringen,  dessen  irgendwie  erregte  Schwingungen  sich 
durch  den  Verschluß  h  auf  die  im  Rohr  eingeschlossene  Luft  über- 
tragen. Die  Schwingungen  im  Stab  erregt  man  z.  B.  durch  Reiben 
in  der  Längsrichtung  am  freien  Ende  E,  Auf  diese  Weise  bewegt 
sich  das  Stabende  6  dauernd  mit  der  Geschwindigkeit 

Ui  —  C  cos  CO  t  . 

Für  die  Geschwindigkeit  der  Luftteilchen  gilt  die  Differential- 
gleichung 

^  c)x^  Bt^ 

mit  den  Grenzbedingimgen: 

u  =  0  für  a;  =  0     imd     u  —  Ui  für  x  =  l  . 

Der  hier  genügende  Ansatz  für  u  ist  offenbar 

k 
(19)  tt  =  -B sin—  a;  cosifc t , 

a 

wenn  k  =  cd  und  B  = gesetzt  wird.    Mit  der  Abkürzung 

sin — l 
a 
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—  =  q  schreibt  man 

Q 

(20)  u  = r  singrxcoscot  . 

Demnach  sind  im  Rohr  stehende  Wellen  vorhanden.    Bei  rc  =  0 
liegt  ein  Geschwindigkeitsknoten,  ebenso  an  den  Stellen  x  = 


(n  =  0,  1,  2,  .  .  .),  sofern        -  <  Z .    Es  ist  aber        = =  — 

q  q  (o  Z 

die  halbe  Wellenlänge  der  Luftschwingung;  daher  gibt  es  nur  für 

nk 
diejenigen  ganzen  Zahlen  n  Knoten,  die  der  Bedingung  -^  <  l 

entsprechen. 
Wählt  man 

(21)  qh  =  mn  , 

wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  nach  (20)  die  Amplitude 
von  u  unbegrenzt  groß.  Da  aber  q  =  — .—  ist,  so  wird  (21)  iden- 
tisch mit  der  Bedingung 

(22)  '  =  "»y' 

d.  h.  die  Böhrenlänge  ist  ein  ganzes  Vielfaches  der  Wellenlänge, 
mit  der  der  Stab  8  schwingt.  Dies  ist  aber  die  Resonanz  zwischen 
Stabschwingung  und  Luftschwingung,  womit  sich  die  theoretische 
Möglichkeit  der  unbegrenzten  Anwachsens  der  Amplituden  von  u 
erklärt.  Li  Wirklichkeit  wird  dies  Anwachsen  durch  die  Dämpfung 
verhindert,  so  daß  nur  maximale  Amplitudenwerte  der  Resonanz 
entsprechen. 

Die  Anordnung  nach  Fig.  313  benutzt  man  zur  Ermittelung 
der  Schallgeschwindigkeit  im  Stabe  8.  Streut  man  nämlich  in  die 
Röhre  ein  wenig  Lykopodiumpulver,  so  ordnet  sich  dieses  an 
den   Knotenpunkten   an    (Kundtsche    Staubfiguren    —    1866), 

durch  deren  Abstand  die  halbe  Wellenlänge       der  Luftschwingung 

meßbar  ist.  Die  halbe  Wellenlänge  der  Stabschwingung  ist  aber 
gleich  der  Länge  des  eingespannten  Stabes. 

Die  Kreisfrequenzen  der  beiden  Schwingungen  sind  nach  An- 
satz (20) 
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CO  = 


27ia  _  2jtV 
1  L~* 


wenn  V  die  Schallgeschwindigkeit  im  Stabe  ist.  Also  findet  sich: 

womit  sich  V  ermittelt. 

Wegen  der  sdemlich  verwickelten  Theorie  des  Anblasens  der 
Pfeifen  sei  auf  die  Literatur  verwiesen  !•<*). 

§  109.  Schwingungen  von  Gasen  in  den  Rohrleitungen  von  Kolben- 

maschincn. 

Bei  allen  Kolbenmaschinen  durchströmt  der  arbeitende  Körper 
die  verschiedenen  Teile  der  Anlage  unter  dem  Einfluß  einer  von 
der  Bewegung  des  Kolbens  im  Arbeitszylinder  ausgehenden  periodi- 
schen Kraftwirkung.  Es  ist  klar,  daß  die  Bewegung  des  arbeiten- 
den Körpers  ebenfalls  eine  periodische  sein  muß.  Die  Bewegung 
ist  nichts  anderes  als  eine  Schwingungserregung,  mit  der  die  Eigen- 
schwingungen des  schwingenden  Körpers,  hier  des  in  der  Ma- 
schinenanlage  oder  in  einem  ihrer  TeUe,  entweder  in  der  Saug-  oder 
der  Druckleitung,  eingeschlossenen  Gaskörpers  in  Resonanz 
treten  können. 

Dieser  Sachverhalt  erhellt  z.  B.  aus  den  Versuchen  von  W. 
Borth  ^^^) ,  von  denen  in  Fig.  314  ein  Schaubild  wiedergegeben  ist. 


irtfräererZ4ffiffderrot/m 
-^'^  fS¥l//rt/./mf/r 


vorigerer  Oruck¥ef7ft/roum 


Flg.  314.    Schwingungen  im  Dradcraum  eines  Oeb!&ses. 

• 

Hiemach  zeigte  sich  bei  der  untersuchten  Maschine  (ein 
Hochofenkolbengebläse)  ein  Indikatordiagramra  a^  mit  starker 
Drucksteigerung  bei  54  minutlichen  Umläufen,  verbunden  mit  be- 
trächtlichen Druckschwankungen  a.  in  der  Druckleitung.  (Die 
der  Druckkurve  a^  überlagerten  kleinen  Schwingungen  rühren 
her  vom  Flattern  der  Ventile  und  stehen  hier  nicht  zur  Erörterung.) 
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{ 


Mit  steigender  Umlaafzahl,  etwa  bei  GO/min,  nahmen  die 
Schaulinien  die  mit  b^  bzw.  6,  bezeichneten  Gestalten  an,  ent- 
sprechend einem  Abrücken  von  der  Resonanz.  Die  Arbeit  des 
Gebläsezylinders  verminderte  sich  dabei  erheblich,  so  daß  die  Ma- 
schine in  dem  betreffenden  Gebiete  eine  abfallende  Charakteristik 
aufwies.  Derartige  Charakteristiken  geben  aber  bei  Arbeits- 
maschinen zu  Instabilität  Anlaß,  wie  im  §  113  weiter  dargetan 
wird,  sofern  die  Antriebsmaschinen  meistens  eine  flacher  ab- 
fallende Charakteristik  haben  kann.  In  der  Tat  zeigte  die  von 
W.  Borth  untersuchte  Maschine  einen  Instabilitätsbereich  um  den 
Eesonanzpunkt  im  Gebiete  von  35  bis  70  minutlichen  Umlauf  zahlen. 
In  diesem  Bereich  war  ein  stabiiei  T^auf  des  Gebläses  nicht  möglich. 

Eine  einfache  Vorstellung  über  den  Verlauf  der  Resonanz- 
schwingungen in  einer  Gasleitung  erlangt  man  nach  A.  Sommer- 
feld^^^),  indem  sich  das  Leitungsrohr  nach  Fig.  315  entsprechend 
§  108  als  eine  schwingende,  an  einem  Ende  {x  =  0)  offene  Luftsäule 
der  Länge  l  vorstellt,  an  deren  anderem  Ende  (x  =  l)  eine  periodische 
Erregung  der  Luftbewegimg  im  Rohr  durch 
das  Kolbenspiel  aufrecht  erhalten  wird. 

1^  I  ( i-^-im 


Ib- 


X^ 


T 


X=^l 


Flg.  315.    Kolbengeblftse. 


Die  Luftgeschwindigkeit  im  Rohr  sei  u,  der  Druck  p,  die  Dichte  q, 
Druck  und  Dichte  schwanken  um  die  der  freien  Atmosphär  ent- 
sprechenden Werte  Po  und  ^o  ^"^  ^ö  Beträge  p^  bzw.  fx  ,so  daß  gilt : 

(1)  ?>  =  Po  +  Ptf  ;       ^  •«  ^0  +  i"  • 

Ferner  setzen  wir  bei  d?^r  ganzen  Bewegung  adif  batische  Zu- 
standsänderungen  voraus  gemäß 

_P-  =  (A)*  =  (i  +  .M*.i+A. 
Po        V^o/         V         ^0/ 

(2)       \  p=Po(i+*;-)=Po+^°* 


^0 


^0 

Pd=       -ii^a^ii 
Qo 


Qo 


/* 
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Hier  ist  k  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen 
i  =  -JL  und  a  =  1/- - —  die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  die  gleichen  wie  m,  §  108,  aus 
denen  sich  z.  B.  für  u  der  Ansatz  ergibt 

ct^  da;* 

Zu  diesem  kommen  die   Grenzbedingungen.    Es  muß  sein: 

(4)  ¥m  z  =  0:q  =  Qo;      /a  =  0  ;      -^^  =  0 
(Dichtezustand  der  freien  Atmosphäre), 

(5)  für  X  =  l  :  u  =  Fördergeschwindigkeit  des  Kompressors. 

Die  Pördergeschwindigkeit  des  doppelt  wirkenden  Gebläses  ist 

F 

(6)  [^L=z  =  -/  ra}\&m(ot\  =  v\sincot 

mit  den  Bezeichnungen  der  Figur  und  der  Kurbelwinkelgeschwin- 
digkeit CO  des  Gebläses.  Die  beiden  senkrechten  Striche  deuten 
dabei  an,  daß  nur  positive  Werte  von  sinco  t  zu  nehmen  sind,  ent- 
sprechend Förderung  nur  in  einer  Richtung.  Demgemäß  hat 
|sina>  i|  die  Periode  ti.  Für  das  folgende  entwickelt  man  |sincü  i! 
in  eine  Fourierschen  Reihe: 

2/2  2  2  \ 

(7)  Isinw^i  =       1  — -~cos2a>^  — — rCos4ö><  — -  -cos6(w^. . .). 

7i\         ö  15  So  I 

Setzt  man  nun  diese  Entwicklung  in  \u\x=i  =  v  |sincü  i\  ein,  so 

2t; 
findet  sich  das  erste  Glied  der  Reihe  für  \n\^i  zu  tA,„  = 

TT 

=  —, ,  wo  die  mittlere  Kolbengeschwindigkeit  des 

J  71  71 

Gebläses  ist. 

Die  Differentialgleichung  (3)  hat  mit  Rücksicht  auf  die  erste 
Grenzbedingung  (4)  die  spezielle  Lösungsgestalt: 

(8)  t^i  =  {Aj^co^akt  +  BiiBmakt)QO^kx 

mit  den  Integrationskonstanten  Ajc,  Bk  und  der  Periodizitäts- 
zahl  k,  die  zu  bestimmen  sind.    Auch  eine  Summe 
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(9)  u^'^ut 

mit  beliebigem  k  befriedigt  den  Ansatz  (3). 

Nmi  ist  (9)  der  Grenzbedingimg  (5)  anzupassen,  d.  h.  es  ist 
die  Reihe  (9)  für  x  =  l  der  Cosinusentwicklm^  (7),  vermöge  (6), 
gleich  zu  setzen. 

Demnach    darf    u   keine    Sinusglieder   B^siaakt  enthalten: 

Bk  muß  verschwinden.    Femer  hat  jedes  der  übrig  bleibenden 

2v 
Glieder  At  cosa  k  t  cosk  l  die  Form 9t,»  cosm  (o  t  anzunehmen, 

2  2  2 

wo  der  Reihe  nach  2(^  die  Werte  1,  —  ^  ,   —  ^r^ ,   —«-•••  be- 

6  lo  So 

deutet.     Dies  erreicht  man  durch  die  Gleichungen: 

mco  =  ka  ;       %n  =  Äjgcoskl  . 

Daraus  ergibt  sich: 


^k 


cos- 


a 
und  für  u  die  Entwicklung: 

(2a)x  4:a)X 

^  cos--      -  ^   cos 

2            a           «     .  2             a 

1_ -cos2ö><— - 

3          2a)l  15          4(1)1 

cos   -  cos 

a  a 


dx  a^    et 

gruppe  (2)  die  Dichteschwankung 


Leitet  man  aus  u  vermöge    J^  =  "~""^2  ~^r  ^^^  ^®^  Ansatz- 


(ll)p,=  -*«*Po 


.    2a>x  .    4coa; 

,   sn ,    sm 

1            «  .    «         .1             ö^        . 

I  ^  ^         8Jii2  CO  <  +  - -^ , h 

JT       13         2(ot  15         4o>f 

cos cos- 

a  a 


..] 


ab,  so  findet  sich,  daß  unter  der  Bedingung 


(12)  ~ 


?^-i''^K  Ü:^,l;r.;: 


die  Druckschwankungen  unbegrenzt  anwachsen  können.    Dies 
kann  vermieden  werden  dadurch,  daß  man  die  Rohrlänge  l  ver- 
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schwinden  macht  von  den  kritischen  Werten,  die  durch  (12) 
bestimmt  sind: 


(13) 


^^   {2q+l)a7z        /g=0,l,2..  \ 
^        2mco  \m'=2,4,  6  .  .  ./ 


Andererseits  aber  kann  man  das  Anwachsen  der  Druck- 
schwankimgen  dämpfen,  etwa  durch  Einbau  einer  Drosselstelle 
an  geeigneten  Punkten  der  Rohrleitung.  So  ist  W.  Borth  in  dem 
eingangs  erwähnten  Falle  unzulässiger  Druckschwankungen  in 
einer  Gebläsesaugleitung  verfahren  ^•*). 

§  110.  Luftwellen  mit  endlicher  Schwingungsweite. 

Die  gewöhnliche  Behandlimg  von  Wellenbewegungen  (§  105) 
in  der  Luft  beruht  auf  der  Annahme  kleiner  Dichteänderungen, 
wodurch  die  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  linear 
und  der  Lösung  zugänglich  werden.  Die  Ergebnisse  dieser  Be- 
handlungsweise  stimmen  mit  den  Versuchen  genügend  überein; 
insbesondere  ist  die  Unabhängigkeit  der  Schallgeschwindigkeit 
von  den  Schwingungsamplituden  ein  Beweis  dafür,  daß  für  ge- 
wöhnliche Schallbewegungen  die  Annahme  der  kleinen  Dichte- 
änderungen sicher  begründet  ist. 

Verläßt  man  diese  Annahme,  so  gelangt  man  in  das  (Sebiet 
der  Luftbewegungen  mit  endlichen  Dichte-  und  Druckänderungen, 
bei  denen  eigentliche  Schallerscheinungen  stark  zurücktreten. 
Hier  gilt  nicht  mehr  das  Gresetz  von  der  Konstanz  der  Schall- 
geschwindigkeit, es  kommen  vorwiegend  Geschwindigkeiten  ober- 
halb der  gewöhnlichen  Schallgeschwindigkeit  vor,  die  Dichte-  und 
Druckänderungen  machen  sich  in  starkem  Maße  geltend,  sie  treten 
häufig  oder  schroff  (unstetig)  auf  und  haben  zerstörende  Wirkun- 
gen im  Gefolge;  es  handelt  sich  um  die  Erörterung  des  Verhaltens 
der  Verdichtungsstöße  oder  der  Explosionen. 

Die  erste  theoretische  Behandlung  der  Luftwellen  von  end- 
licher Schwingungsweite  und  damit  der  nicht  linearen  hydro- 
dynamischen Grundgleichungen,  ist  einer  berühmten  Arbeit  von 
B.  Riemann'®*)  zu  verdanken,  der  wir  zunächst  folgen  werden. 

Wir  betrachten  eine  Luftbewegung,  die  nur  von  der  x-Koordi- 
nate  abhängig  sei,  also  in  allen  Punkten  einer  x-normalen  Ebene  den 
gleichen  Zustand  aufweise.  Dabei  kann  es  sich  entweder  um  eine 
unendlich  ausgebreitete  Luftmasse  handeln,  oder  um  eine  in  einem 
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x-koazialen  Zylinder  eingeschlossene ;  im  letzteren  Fall  ist  Reibung 
an  der  Zylinderwandung  auszuschließen.  Äußere  Kräfte  seien  nicht 
vorhanden;  dann  stehen  (vgl.  §  105)  folgende  Ansätze  für  die  Ge- 
schwindigkeit Ut  den  Druck  p,  die  Dichte  g  zur  Verfügung: 
Die  eigentliche  hydrodynamische  Bewegungsgleichung 

du  dp 

die  Kontinuitätsgleichung 

die  Zust€Uidsgleichung 

(3)  P^<P(q)' 

die  Gestalt  von  (pig)  bleibt  vorläufig  unbestimmt;  wir  werden 
sie  später  entweder  für  das  Boylesche  Gesetz  mit  a^g  oder 
für  das  Poissonsche  Gesetz  mit  a^g^  spezialisieren;  wir  setzen 
nur  voraus,  daß  (p'(g)  wesentlich  positiv  ist,  d.  h.  daß  einer  Dichte- 
steigerung (Volumenverminderung)  stets  eine  Drucksteigerung 
entspreche;  auch  seien  für  g  nur  positive  Werte  zugelassen. 

In  leicht  zu  übersehender  Weise  gehen  die  Gleichungen  (1)  bis 
(3)  durch  Ausschaltung  von  p  in  die  beiden  folgenden  für  u  und 
log^  über: 

du    ,       du  ,,  .  ^loßp 

d\ogQ  BXogQ  du 

(5)  -    ^^   .+«_^__=___. 

Multipliziert  man  hier  die  zweite  Gleichung  mit  ■±^^q'((j)  und 
addiert  zur  ersten,  so  erhält  man  nach  Einführung  der  Abkürzung : 

(6)  ji¥(^)d\ogg  =  1(g), 

und  neuer  Variabein  r  und  a  vermöge 

(6a)  t{g)  +  tt  =  2r  ,       /(o)  -  t»  =  2* 

anstelle  von  (4)  und  (5)  einfachere  Ansätze 
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wo  u  und  Q  nach  den  Gleichungen  (6  a)  als  Funktionen  von  r  und  s 
einzuführen  sind. 

Wir  betrachten  nun  ein  zur  Zeit  t  =  0  längs  der  x- Achse  im 
Gebiete  a  <.x  <b  vorhandenes  Störungsgebiet,  gekennzeichnet 
durch  eine  Dichte-  und  Geschwindigkeitsverteilung  gemäß: 

Für  X  <a  (links  von  dem  Gebiet)  seien  Dichte  und  Geschwindigkeit 
als  Konstante  Qoa  und  Uoay  für  o?  >  6  als  entsprechende  Konstante 
Qoi,  und  Uqj,  gegeben.    Es  sei  im  übrigen: 


h{a)  =  uoa  ;     h(b)  =  Uot  - 

Dieser  Zustand  wird  durch 
die  Fig.  316  veranschaulicht. 

Gemäß  (6  a)  kann  man  nun 
diesen  Zustand  auch  durch  die 
Variabein  r  und  8  ausdrücken, 
£jc  der  eine  ganz  der  Fig.  316  ent- 
sprechende   Veranschaulichung 

Fig.  316.  StörimgBgebiet  in  einer  Luftmasse,     erfährt '    CS  wird 

ro  =  0{x);       go  =  H(x); 

O(a)^roa;      G{b)=rob;      H{a)  =  8oa;      ^(6)  =  «oft  • 

Man  kann  nun  Aufschluß  darüber  gewinnen,  in  welcher  Weise 
sich  das  Grebiet  (r,  s)  mit  der  Zeit  verschiebt,  wenn  man  die  totalen 
Änderungen  von  r  und  s  bildet: 


(8) 


dr  =  -^dx  +  -j,-  dt  =  {dx  —  (u  +  iq/io))  dt]  -^ 
ex  dt  ex 


CS 


dt 

da 


da  =  ^"  dx  +  '."  dt  =  \dx  —  («  —  ^cp'{Q))dt)  . 


ds 


ex 


Aus  dem  ersten  Ansatz  sieht  man,  daß  im  r-Gebiete  konstante 
Werte  r  (dr  =  0)  nur  anzutreffen  sind,  wenn  man  sich  mit  der 

fix  

Geschwindigkeit  -       =  y(^'  (g)  +  u  nach  vorwärts  (in  der  positiven 

rc-Richtung)  bewegt.  Dagegen  findet  sich  aus  dem  zweiten  Ansatz, 
daß  konstante  «-Werte  {ds  =  0)  sich  mit  der  Geschwindigkeit 
]'(p^  (g)  —  u  nach   rückwärts   bewegen.     Das   r-Gebiet   imd   das 
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Ö87 


«-Gebiet  rücken  demnach  (siehe  Fig.  317)  auseinander,  so  daß  sie 
zur  Zeit  t  =  ti  zwischen  sich  einen  Baum  lassen,  in  welchem  gilt: 


CL"  V  CL  b        a'    '         b' 

Fig.  317.    Venchiebusg  des  Stönmgsgebietes. 

Diesem  Auseinandereilen  der  Gebiete  der  Variabehi  r  imd  s 
entspricht,  bezogen  auf  die  Variabein  q  und  u,  ein  Fortschreiten 
des  ursprünglichen  Störungsgebietes  in  positiver  wie  negativer 
x- Richtimg. 

Die  Geschwindigkeiten  sind  bestimmbar  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (6a).    In  der  vorschreitenden  Welle  a!  V  gilt: 

(9)  w  =  /(^)-2äo6- 

Da  ^06  konstant  ist,  so  heißt  das,  daß  im  Gebiete  a'  h'  gemäß  (9) 
der  Dichtezustand  q  mit  dem  Geschwindigkeitszustand  u  verbun- 
den ist ;  größeren  Dichten  q  entsprechen  größere  Geschwindigkeiten 

dx 
dt 


u.  Dieser  Zustand  eilt  mit  der  Geschwindigkeit  -^-  =  Y^'(g)  +  u 


^rz? 


=  )  9^'  (q)  +  /(^)  —  2  «06  vorwärts,  also  so,  daß  die  Grebiete  größerer 
Dichte  schneller  vorwärtseilen,  als  die  kleinerer  Dichte. 


Fig.  318.    Steilwerden  der  Wellenfront. 


Entsprechend  gilt  in  der  rückwärtslaufenden  Welle  a"  6 
(10)  w  =  -/(^)  +  2ro 


\a  f 


dx 


ihre  Punkte  eilen  also  mit  der  Geschwindigkeit  =  ]t(q)  ~"  ^ 

=  Y^(q)  +  /(^)  ~  2  roa  rückwärts  und  wieder  so,  daß  die  Punkte 
größerer  Dichte  schneller  eilen.   Dieser  Verschiedenheit  der  Fort- 
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schreitung  des  Wellenzuste^des  entspricht  eine  Verzerrung  der 
Wellenform  etwa  nach  Fig.  318,  indem  sich  eine  Verbreiterung 
des  Störungsgebietes,  verbunden  mit  Steilerwerden  der  Wellenfront 
und  Flacherwerden  des  Wellenschwanzes  ergibt.  Im  Endzustand 
wird  die  Wellenfront  senkrecht,  die  Welle  selbst  zu  einem  unsteti- 
gen VerdichtungsstoO. 

Um  die  Geschwindigkeit 

-^^-  =  yv'(?)+/(0)-2roa 

für  stetige  Wellen  zu  berechnen,  setzen  wir  ihr  Fortschreiten  in 
ruhender  {u  =  0)  Luft  der  Dichte  ^oa  =  öo6  =  ^  =  1.  des  Druckes 
2>o^  =  poj,  =  1  voraus.   Dann  wird  roö=roft  =  0,  «oa  =  «o6  =  0  imd 

-  -   =  }9?'(ß)  +  /(ß)  .   Hier  ist  das  Integral  /(^)  zwischen  l  und  q 

zu  nehmen,  wodurch  sich  die  Integrationskonstante  bestimmt. 
Es  wird  mit  dem  Poissonschen  Gesetz  (p(Q)  «a*^*: 

e 


und 

dx 


(11)  t>  = 


y7,7,  +  /,„  -  «^*/-{({)'''(i  +  ,4i)  -  rl  J 


dt 

k-l 


Hier  ist  a  ]-k  k  ^    die  dem  Zustand  Po>  ^>  entsprechende  Schall- 
geschwindigkeit Cq;  also  wird 

t-i 


(12)  t;  =  Co 


(!)"('  +  .h) 


k-l 


Diese  Ergebnisse  der  Theorie  sind  verschiedentlich  durch  Ver- 
suche geprüft  worden,  so  von  W.  Wolff  *•*)  (1897/98)  in  Versuchen 
mit  Explosionen  von  je  1500  kg  Sprengstoff.  Aus  seinem  Bericht 
geben  wir  die  Aufnahme  einer  Welle  im  Abstand  von  125  m  vom  • 
Explosionsherd  in  Fig.  319  wieder.  Bestätigt  wird  hierdurch  zu- 
nächst die  Umgestaltung  der  Wellenfront;  ferner  die  erhölite  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit v,  die  sich  nach  Ansatz  (12)  im  vor- 
liegenden Falle  zu  t;  =  360  m/sec  berechnen  würde,  also  in  hin- 


ca  iSrn- 
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reichender  Übereinstimmung  mit  dem  Versuch.  In  größerer  Nähe 
zum  Explosionsherd   werden  natürlich  entsprechend  dem  dort 
größeren  p  auch  wesentlich  größere  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten gemessen.   So  7/  ^  ^  357  m/aec 
wurden      bei      dem       ^       •           Cq  =  340  m/sec 
gleichen  Versuch  in       |  \^                 ^  :A  =  1.039 
10  m       Entfernung 
t7  ==  866  m/sec    ge- 
messen y        welchem 

Werte     pin      Dichte-     ^*  ^^^*  Experimentell  autgenommene  Verdicbtungswelle. 

Verhältnis  -y-  =  3,61  entsprechen  wurde.  Zu  diesem  Dichteverhält- 
nis würde  an  der  betreffenden  Stelle  eine  Drucksteigerung  auf 
6,1  Atmosphären  gehören  !•«). 

Die  Ursachen  derartiger  Luftwellen  endlicher  Amplituden  sind 
die  Explosionen,  wegen  deren  theoretischer  und  ezperimenteUer 
Untersuchung  auf  die  ausgedehnte  Literatur  zu  verweisen  ist^^). 


§  111.  Strömungen  mit  tlberschallgeschwindigkeit. 

1.  Strömungen  von  Gasen  und  Dämpfen  durch  Bohre  gehen 
im  allgemeinen  mit  Wärmeaustausch  gegen  die  Bohrwand  und 
Beibungs Verlusten  vor  sich.  Sehen  wir  aber,  um  eine  einfache 
Übersicht  zu  erhalten,  bei  raschen  Strömungen  von  Wärme- 
austausch und  Beibungsverlust  ab,  so  erhalten  wir  die  adiabatische 
Strömung. 

Der  ,  Wärmeinhalt  i  des  strömenden  Mittels  (bezogen  auf 
1  kg  in  WE.)  setzt  sich  zusammen  aus  der  inneren  Energie  u  und 
dem  Wärmeäquivalent  der  äußeren  Arbeit  A'pv 

(1)  i  ^  u  +  Apv  , 

wo  p  den  Druck  in  kg/qcm  und  v  das  spezifische  Volumen  in  cbm/kg 
bedeutet ;  v  hängt  mit  der  Dichte  q  zusammen  durch  die  Beziehimg 

1 

^  =  -  -  . 

gv 

Eine   adiabatische   Zustandsänderung   wird   gekennzeichnet  mit 
di  =  0,  d.  h. 

(2)  0  =  du  +  Apdv  . 
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Für  vollkommeiie  Gase  ist  aber  u  ^  c„T,vro  c^  die  spezifische 
Wärme  bei  konstauten  Volumen  und  T  die  absolute  Temperatur 
bedeutet.    Mit  dem  Boyle  -  Gay  -  Lussacschen  Gesetz 


(2a) 

pv  —  BT 

^  wird  dann 

% 

(3) 

0«  ^^  d(pv)  +Apdv 
K 

oder 

0  =  >-vdp+(^+ j)pdt;. 


Führt  man  hier  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck 

"P  —A4-  -"- 

ein,  so  wird: 

(4)  (i  =^  c^vdp  -\-  Cppdv  . 

Dies  liefert  nach  Integration  die  adiabatische  Zustandsglei- 
chung: 

(5)  p  v*  =  Const  =  Po  ^ 

mit  Jfc  =  ^  . 

Strömt  nun  das  Gas  mit  der  Geschwindigkeit  w,  so  muß  die 

Summe  der  lebendigen  Kraft  der  Gewichtseinheit  — —  und  der 
äußeren  Gasarbeit  konstant  bleiben:  ^ 

(5a)  /  (^  9      "1"  ^^p]  =  Const  . 

Findet  die  Strömung  zwischen  zwei  Stellen  1  und  2  statt, 
so  wird 

P\ 
Ist]  an  der  Stelle  1  die  Geschwindigkeit  t^jj  =  0 ,  etwa  ent- 
sprechend  dem  Ausfluß  eines  sehr  großen  Gefäßes,  so  berechnet 
sich  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  2  nach : 

(7)  -f—t-^V. 

Pt 
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Hier  hat  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  die  Bedeutung  einer 
Länge  L,  die  wir  als  die  Druckhöhendifferenz  zwischen  1  und  2 
bezeichnen.    Demnach  gilt 


entsprechend    der    gleichen   Formel   ^i_ 
bei  der  Flüssigkeitsströmung. 

Mit  Hilfe  der  Adiabate  (5)  läßt 
sich  das  Integral  in  (7)  auswerten. 
Die  Stellen  I  und  2  bezeichnen  An- 
fang und  Ende  einer  Düse  (Fig.  320). 
An  einer  beliebigen  Stelle  im  Innern  dieser  wird  dann  die  Ge 
schwindigkeit 


Fig.  820.    Düse. 


(8) 


w 


k-l 


k 


Pi^i 


Beträgt  die  sekundlich  den  Querschnitt  F  durchfließende 
Stoffmenge  (7  kg,  so  muß  in  jedem  Düsenquerschnitt  als  Konti- 
nuitätsbedingung gelten 

(9)  Gv  =  Fw, 

1 

sich  mit  t;  =  Vif-   *  )   die  Menge  O  ermittelt 


woraus 


(10)     ö  = 


..t 


2gk 


(■:) 


2 
k 


je+1 
k 


Vi 


Vi 


=  F(p{p), 


7^. 

Hier  sieht  man  nun  ohne  weiteres,  daß  q)  {p)  im  engsten  Quer- 
schnitt Fm   ein  Maximum   haben   muß.    Der  hier  herrschende 

k 


Druck  pm  ermittelt  sich  aber  aus 


d(p(p) 


=  0  zu  Pm 


=^(-k 


k-  1 


dp         '  —  '■"     ■^'V  *  +  1 
ein   kritischer  Wert,    der  dort  auch   die  kritische   Strömungs- 
geschwindigkeit 


(11) 


«'«.=  |/2?y*  fPi«! 


und  das  kritische  Volumen  t?«  =  v^ 


*+  1 


y-'  u 


liefert.    Dem- 


nach ist  die  sekundliche  Druckflußmenge 
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<12)  ö  =  i>-^-^  =  f.l/-^-f-      -V"'^ 

^  '  vm        "r  *  +  i  Va  +  W      »1 

nur  abhängig  vom  Anlangszustande  'p^o^  und  vom  engsten  Qaer- 
schnitt. 

Mit  einer  leichten  Umrechnung  findet  sich  jetzt  aus  (11) 


(13)  w 


m 


f      Qm 


Dies  ist  aber  die  dem  Zustand  pm  v^  entsprechende  Schall- 
geschwindigkeit, mit  der  also  das  Medium  den  engsten  Querschnitt 
durchströmt. 

Hört  nun  die  Düse  mit  dem  engsten  Querschnitt  auf  (die  Stelle  2 
rückt  nach  Fm),  ^o  wird  pm  der  Druck  in  der  (engsten)  Ausfluß- 
mündung, der  sich  stets  einsteUt,  sofern  der  Außendruck 

(13a)  p^  ^  Pi  (__j tn 

bleibt.  Ist  P2>  Vmj  bo  wird  der  Mündungsdruck  =  p^  und  die 
Ausflußgeschwindigkeit 

k 

man  findet  unmittelbar,  daß  ii^g  <  w;m  >  wenn  p^  •  Pi  >  (  .    ,      ) 

Letzterer  Wert  ist  also  das  kritische  Druckverhältnis,  unterhalb 
dessen  die  Ausströmung  mit  Schallgeschwindigkeit  u?m  und  unab- 
hängig von  p.^ :  p^  erfolgt.  Auch  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  für 

2     ir~i 

V%  •  Pi  >  ^ —  1  ^*®  wirkliche  Geschwindigkeit  w^  kleiner  ist, 

als  die  dem  Zustand  p^  v^  entsprechende  Schallgeschwindigkeit. 
2.  Um  die  Strömung  in  einer  vollständigen  Düse  ^•8)  zu  unter- 
suchen, knüpft  man  an  an  die  Gleichungen  (8)  und  (9).  Die  erstere 

schreibt  sich  mit  v  =  Vil  ^-1    in  der  Gestalt 
(14a)  u;2  =  ^  ^  j  iPi  Vi—pv), 


S  IM.    Strömungen  tuit  ÜberMhaUgeechwindigkeit. 
während  (9)  erhalten  bleibt  : 
(15)  Gv^Fw. 

Durch  Entfemimg  von  v  findet  sich: 


(16) 


w'-  + 


2gk^  pF 
Ä-1     G " 


d.  h.  die  Strömungsgeschwindigkeit  w  ist  konstant  in  allen  Punkten, 

in   ilpnpn    -        .   Imn.4tn.nh  int 


Nach  Festlegung  der  größten  Durchflußmenge  nach  Gleichung 
(12)  kann  man  also  für  jede  Geschwindigkeit  w  eine  Kurve 


(17)  pF  =  G[-'^'- 


2gk 


finden. 

Dieses  Kurvensystem  w  ^ 
Const.  ist  in  Fig.  321  gestrichelt 
gezeichnet ;  stärker  gestrichelt 
ist  die  Kurve  w  =  w„  (Schall- 
geschwindigkeit) hervorgehoben. 

Schreibt  man  nun  die  Glei- 
chungen (4),  (5a),  (d)  in  den 
Formen 

(18)    vdp+  kpdv  =0; 


(20) 


dv 


dw 


,.-  +  ■ 


dF 


so  ergibt  sich  nach  Entfernung  von  dv  und  dw  die  eine  Gleichung 
1     dp  ^ w>s 1  dF 

kp   dx  v}'^  —  a^  F  dx  ' 


(21) 


wo  noch  a^  =  gkpv  (Schallgeschwindigkeit  des  Zustandes  p v) 
gesetzt  ist.    Somit  berechnet  sich  in  jedem  Punkte  der  Kurven 

w  =  Const.  eine  Richtung   J^ 

Hort,  ScbwInKungalehie.    £,  AnB. 


.   SO  daß  sich  die  Gestaltei 
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Kurven  p  =  f{x)  als  Trajektorien  des  Kurvensystems  w  finden. 
Unter  den  Druckkurven  befindet  sich  zunächst  die  stark  aus- 
gezogene der  Ausströmung  ins  VWkuum.  Weiter  interessieren  die 
schwächer  ausgezogenen  Kurven  für  erhöhten  Gegendruck. 
Diese,  als  Trajektorien  gezeichnet,  unterhalb  des  Punktes  0  ohne 
Zusammenhang  mit  der  Vakuumexpansionslinie,  verbinden  sich 
mit  dieser  durch  die  Einführung  eines  Druck-  bzw.  Verdichtungs- 
stoßes. 

Ein  solcher  kann  von  jedem  Druckwert  pa  <lef  Expansionslinie 
imterhalb  0  ausgehen ;  er  ende  im  Wert  p^ .  Bedeuten  Wa  und  wi, 
die  zugehörigen  Geschwindigkeiten,  so  gilt  zunächst: 

(22)  «2^  X-1  (^^^'^-P-*^«) 

als  Integral  der  Energieänderung  zwischen  a  und  b  der  aus  (18) 
und  (19)  folgenden  Gleichung  (für  die  verlustlose  Strömung) 

(23)  — -  j-  d(p  v)  + =  0  . 

Außer  (22)  ist  aber  noch  gültig  der  Satz  für  die  Änderung  der 
Bewegungsgröße  zwischen  a  und  b  vermöge  des  Antriebs.  Die  Be- 
wegimgsgröße  eines  den  Querschnitt  F  mit  der  Geschwindigkeit  w 
durchströmenden  Stoffes  vom  spezifischen  Volumen  v  und  dem 

Drucke  p  ist ,  die  zugehörige  Antriebsgröße  Aber  Fp dt. 

Zwischen  den  Zuständen  a  und  b  gilt  demnach; 

(24)  «;«._^  =  j,(p,_p.). 

Außerdem  gilt  die  Kontinuitätsgleichung 
(25)  "'"-  =  .'?»  . 

Entfernt  man  aus  (22),  (24),  (25)  p»  und  vi,,  führt  nach  (14a) 

(26)  ^l  =  ^^\(PiV,-PaV,) 

ein,  sowie  nach  (11)  die  Schallgeschwindigkeit  des  Zustandes  p^  v^ 


U^m=    l    2g^-_|2Y?>lVl 
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so  findet  sich  nach  einigen  Zwischenrechnungen  kurz: 


«» 


(27)  w,  =  -"•- 

und 

w 

(28)  Pö-=Pa+--^(Wa-W,). 

So  ist  von  jedem  Druckwert  pa  der  Hauptexpansionslinie  aus- 
gehend der  obere  Wert  p^  des  dort  einsetzenden  Druckstoßes  zu 
berechnen.  Diese  oberen  Werte  erfüllen  ^ie  in  Fig.  321  ge- 
zeichnete punktierte  Linie  und  liefern  so  den  Übergang  zwischen 
der  Expansionslinie  und  den  ziu*  Düsenmündung  führenden 
Zweigen  der  Druckkurve,  die  durch  den  Außendruck  p^  fest- 
gelegt wird. 

Inwieweit  diese  in  Kg.  321  niedergelegten  theoretischen  Vor- 
stellungen zutreffend  sind,  erhellt  qualitativ  aus  Fig.  322,  die 
Düsenströmungsversuche ^'*)  von  A.  Stodola  wiedergibt.  Die 
mancherlei  Abweichungen  sind  in  der  Außerachtlassung  der  Strö- 
mungsverluste und  des  Wärmeaustausches  bei  unserer  Ableitung 
begründet. 

3.    Aus   dem  Ansatz    (21)   findet  sich,   daß  in  divergenten 

(dF         \ 
—j—>  0  J  die  Strömung  auf  der  Expansionslinie  unterhalb  O 

mit  Überschallgeschwindigkeit  vor  sich  gehen  muß.     Denn  auf 

der  Expansionslinie  ist  -*^  <0,  was  nur  möglich  ist,  wenn  w>  a 
gilt. 

Die  Existenz  der  Überschallgesch\%indigkeit  hat  L.  Prandtl 
mit  der  Schlierenmethode  in  Mach  scher  Anordnung  an  Düsen- 
Strömungen  nach  Fig.  323  nachgewiesen^*^).  Zieht  eine  Strömung 
mit  der  Überschallgeschwindigkeit  w  an  einem  Hindernis  vorbei, 
so  wird  letzteres  der  Ausgangspunkt  einer  stehenden  Schallwelle, 

die  mit  der  Stromrichtung  einen  Winkel  (X  =  aresin       einschließt. 

[Hier  bedeutet  a  die  beim  Ansatz  (21)  eingeführte  Schallgeschwin- 
digkeit.] Im  Falle  der  Fig.  323  verursachen  die  kleinen  Wand- 
rauhi2keiten  im  Düseninnem  die  stehenden  Schallwellen  (oder 
Stöße),  die  sich  vermöge  der  damit  verbundenen  Diohtesprünge  im 
Schlierenbild  bemerklich  machen.  Besonders  deutlich  ist  in  Fig.  323 
die  gegen  den  Düsenmund  sich  einstellende  Verkleinerung  von  ä, 

38* 
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entsprechend  wachsender  Überschallgeschwindigkeit  w  längs  der 
Expansionslinie  ^^^ ) . 

Wird  der  Düsenmund  nach  Fig.  324  teilweise  verengt,  so  ent- 
steht in  der  Verengung  ein   künstlich  erhöhter  Gegendruck  p^ 


mm 


^  Oüs9naehs9 

Fig.  822.    DflsenstrÖmung  DACh  Versnchen  Stodolas. 


und  damit  ein  Drucksprung  p^  —  p^  von  einem  bestimmten  Punkte 
der  unteren  Expansionslinie  aus.  Damit  ist  aber  eine  Verminde- 
rung   der   Stromgeschwindigkeit   gemäß    (27)   auf   ünterschall- 
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geschwindigkeit  und  damit  ein  Verschwinden  der  echlierenbildenden 
stehenden  Schallwellen  verbunden. 


Flg.  3S8.    BohUsranblld  einer  DOwiDitiSinnnE. 

4.  Die  AuBtrittakante  der  Düse  ist  der  ÄOE^angspunkt  besonders 
kräftiger  Btehender  Wellen,  die  an  der  Außenfläche  deB  freien  Gas- 
strahles     reflektiert 
werden     (Fig.   323). 
Diese       Beflezionen 
stehen  in  Verbindung 
mit  stationären,  sich 
periodisch       wieder- 
holenden   Einschnü- 
rungen*'») des  Strah.  ^  ^    (Mro-.lt.  I»»i.rtrömTua. 
leB,etwa  nachFig.325 . 

Die    Periode    dieser    Einschnürungen    (ihre    Wellenlänge)     hat 
L.  Prandtl  bestimmt«»). 

Im  freien  Strahl  kreisförmigen  Querschnitts  des  Durchmessers 
d  gilt: 

(29)  —  4-  wdto  =  0   ArbeitMleichung ; 

e 

(30)  div{Qw)  =  0    Kontinuitätegleichung; 

(31)  -=^  =  o*  Schallgeachwindigkeitsgleichung. 

Unter  Voraussetzung  nur  kleiner  Abweichui^en  der  z-Kom- 
ponente  w,  der  Geschwindigkeit  von  einer  parallel  der  z-Achse 
genommenen  mittleren  Geschwindigkeit  w„  und  kleiner  r-Kom- 
ponenten  w,,  sowie  einer  Über  den  Strahlquerschnitt  genommenen 
mittleren,  nur  von  z  abhängigen  Dichte  e«  achreiben  wir  für  (30) 

(32)  div  (ß  w)  =  e„  div  w  +  w„  dtv  q  ; 
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(32  a)      div  q  = 


(32  b) 


dz 


^Qm      dp    ^^g        dg^    dp     Sw. 

•   __ _ CO = 


dp      dwg    dz  dp     dwn     dz    * 


dtvw  =  — 1-  -^~  . 

er  r  dz 


Aus.  (29)  und  (31)  findet  sich: 


dp 


=  —  Gm  W?i 


dw^ 


dp 


a' 


Fig.  326.    Stehende  Wellen  im  freien  Strahl 

und  (32): 
(33) 


Damit  wird  (32  a) 


.'2       i> 


Wjn  div  Q 


'm 


a 


2 


dz 


div(ow)  =  Q„,y^^ 


+:'+!. 


a^     cz  l\ 


Dieser  DifferentialgleidRing  sught  man  zu  genügen  durch 
einen  Potentialansatz  9?  (r,  2)  für  Wr  und  Wi  [wegen  (29)  ist  die  Strö- 
mung wirbelfrei] 

iw  da? 

'         w    =     -  -—  • 


(34) 


Wr  =      ^ 

er 


cz 


97  =  w?m2  +  Ajsin/?z./(r)  ; 
Wr  =  ksmßzf(r)  ; 
^z  =  '^m  -{-  k  ß  cos/^  zf(r)  . 

Führt  man  (34)  in  (33)  ein,  so  entspringt  für  f(r)  die  totale 
Differentialgleichung. 


(35) 


Demnach  wird  /  in  r  eine  Besselsche  Funktion  der  Ordnung 
Null  erster  Art  (die  Funktion  zweiter  Art  kommt  nicht  in  Betracht, 
weil  sie  für  r  =  0  unendlich  wird): 

(36)  f  =  CJo{qr) 


mit 


"i-*^ 


wt, 

2     ""   ^   • 
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Am  Strahlrande  muß  Wz  konstant  sein,  was  in  erster  An- 
näherung der  Fall  ist  für  w^  =  Wm»  d.  h.  für  /  ( — J  =  0  .  Es  finden 
sich  also  durch  Lösung  der  transzendenten  Gleichung 


■J4) = 0 


für  q  die  Werte 


2zi 
Ö'i  ==  — ^    ;       t  =  1 ,  2  . .  .  , 


wo  die  Xi  die  Nullstellen  der  Besselschen  Funktion  Jq{x)  sind. 
Somit  berechnen  sich  die  Werte 


1 


1,2... 


oder  die  Wellenlängen: 

2 


^  = -;.-  =  -     ']/     •— 1;     *=1,2... 
%  xi    jj    a* 


Die  niedrigste  X^  dieser  ermittelt  sich  mit  x^  ==  2,405  zu 


;ii=  1,307(^1 


"^^-1. 


Demnach  sind  die  beobachteten  stationären  Strahleinschnü- 
rungen nur  möglich  bei  Strömungen  mit  Überschallgeschwindig- 
keit, und  ihre  Wellenlänge  ist  bestimmt  durch  das  Verhältnis     *"  . 


XIY.  Elektriseh-mechanische  Sehwiiigungen. 

§  112.  Beurteilung  von  Stabilitätsfragen  mit  Hilfe  der 

elektrischen  Charakteristiken. 

I.  Kriterium  der  elektrischen  Stabilität. 

Jede  Vorrichtung,  welche  mechanisch-elektrische  Energieum- 
setzungen leistet,  kann  als  aus  zwei  voneinander  getrennten  Teilen 
bestehend  aufgefaßt  werden,  die  wir  als  Erzeuger  imd  Ver- 
braucher der  Energie  bezeichnen  wollen. 
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Einige  Beispiele  mögen  den  Sinn  dieser  Bezeichnungen  noch 
verdeutlichen. 

Eine  Batterie  werde  durch  einen  Widerstand  entladen; 
dann  ist  die  Batterie  der  Erzeuger,  der  Widerstand  der  Ver- 
braucher. 

Eine  Dynamomaschine  speise  durch  einen  Vorschalt  wider- 
stand eine  Bogenlampe.  Dann  kann  man  den  Vorschaltwider- 
stand  zur  Dynamomaschine  oder  zur  Bogenlampe  rechnen,  also 
entweder  zum  Erzeuger  oder  zum  Verbraucher. 

Ein  Drehstrommotor  sei  mit  einer  Gleichstromdynamo 
belastet ;  dann  ist  der  Drehstrommotor  der  Erzeuger,  die  Dynamo 
der  Verbraucher. 

Betrachten  wir  nun  etwas  eingehender  die  Entladung  einer 
Batterie  durch  einen  Widerstand. 

Nach  dem  Ohm  sehen  Gesetz  gilt  für  den  Entladestrom  (Fig.326) : 

h:^    ... 

oder  auch: 


J' 


(1)  ^-^ 


(la)  E^JW, 


/f  Hier  ist  es  nun  zweckmäßig,  die  Größe  «7  PF  als 

Flg.  326.  eine  an  den  Klemmen  des  Verbrauchers  wir- 

Batteriestromkrete.      kende,  der  Batteriespannung  entgegengesetzte 

gleiche  Spannung  oder  elektrische  Gegenkraft 
e  aufzufassen  und  zu  schreiben: 

(2)  t=JW. 

Dann  haben  wir  als  Ausdruck  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
der  Batteriespannung  und  der  elektrischen  Gegenkraft: 

(3)  e=E , 

Wir  wissen,  daß  das  vorliegende  Gleichgewichtsproblem  ein  sta- 
biles ist,  weil  sowohl  E  wie  W  als  unveränderlich  zu  betrachten 
sind. 

Es  gibt  aber  zahlreiche  Fälle,  bei  denen  die  Spannung  des 
Erzeugers  E  sowohl  wie  die  Gegenspannung  des  Verbrauchers  E 
vom  Strom  J  abhängig  sind: 

yE  =  f(J),      (Erzeuger) 


{ 


e  =  9'  (J)  .     (Verbraucher) 
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Man  kann  diese  beiden  Beziehungen  in  einem  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystem auftragen  und  erhält  so  die  Charakteristiken 
des  Erzeugers  und  Verbrauchers. 

Der  Ansatz  für  das  Spannungsgleichgewicht  e  =E  sagt  dann 
aus,  daß  der  Schnittpunkt  der  beiden  Charakteristiken  e^  =  ffiJ^) 
und  Eq  =  /(t/o)  einen  möglichen  Betriebszustand  für  die  aus  Er- 
zeuger und  Verbraucher  bestehende  Vorrichtung  abgibt  (Fig.  327). 

Wir  stellen  nun  die  Frage:  Ist  dieser  ^.r 
mögliche  Betriebszustand  ein  stabiler, 
in  dem  Sinne,  daß  eine  kleine  Störung 
des  Zustandes  mit  der  Zeit  von  selbst 
ohne  äußeren  Eingriff  in  die  Wirkimgs- 
weise  der  Vorrichtung  verschwindet  ? 

Wir  setzen  voraus,  daß  der  Strom- 
kreis der  Vorrichtung  eine  gewisse 
Selbstinduktion  L  besitze  und  daß  der 
Strom  Jq  eine  kleine  Abweichung  /iJ 
durch  irgendwelche  Ursachen  an- 
nehme : 
(5)  J  =^Jo  +  AJ  . 

Dann  werden  die  zugehörigen  Werte  der  Erzeuger-  und  Verbrau- 
cherspannung : 


Fig.  327.  Verbraucher-  u.  Erzeuger 
Charakteristik. 


(6) 
(7) 


\    e  =  eo  +  ^e  =  (p{Jo 


+  AJ), 
+  AJ). 


Infolge  der  Störung  sind  J,E,e  mit  der  Zeit  veränderliche  Größen, 
für  welche  der  Ansatz  gilt: 


(8) 


^-«+4^ 


oder  nach  Einführung  von: 

E  =^  Eo  +  /iE      und      e-=eQ  +  Ae, 
sowie  nach  Berücksichtigimg  von 


J 


^ 


yAAAAAAAAAAAA 

Li 


I 


erhalten  wir; 
(9) 


-^0  =«0 


Fig.  328.  SelbBtinduktions- 
stromkreiB. 


J^  =  /lc  +  L 


dAJ 
dt 
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Entwickeln  wir  jetzt: 

(10)  E^Eo  +  AE  =  f(Jo  +  AJ) 

nach  dem  Taylorschen  Lehrsatz,  so  folgt: 


E'=Eo  +  AE  =  f{Jo)  +  dJ 


(11) 
oder : 

(12)  AE^AJ 

und  in  entsprechender  Weise: 

(13)  Ae  =  AJ 


[dj\ 


+  ... 


Jo 


[ej\ 

d(p 
Jj 


Jo 


Jo 


Beseitigen  wir  jetzt  aus  den  Gleichungen  (9),  (12)  und  (13)  die 
beiden  veränderlichen  AE  und  /de,  so  folgt: 


(14) 


dt 


1 
L 


AJ  . 


Dieser  Ansatz  sagt  aus,  daß  bei  gegebener  Störung  A  J  diese  das 

Bestreben  hat,  mit  der  Zeit  kleiner  zu  werden  (negativer  Wert  des 

ddJ\    ^ 
Difierentialquotienten  nach  der  25eit     j^     | ,  wenn  der  Ausdruck : 


(15) 


'o>\    _ldl 


.\SJIj,       w^/J,- 


\BJ). 


dt 
>0 


gilt.    Diese  Ungleichung  kann  man  auch  schreiben: 

<e  jU  ' 


(16) 


> 


Diese  Ausdrücke  auf  den  beiden  Seiten  dieser  Ungleichung  sind 
aber  nichts  anderes  als  die  Richtungen  der  beiden  Charakteristiken 
im  Betriebspimkte  Cq  =  Eq,  und  die  Ungleichung  besagt,  daß  die 
Verbrauchercharakteristik  im  Betriebspunkte  steiler  ansteigen 
muß  als  die  Erzeugercharakteristik,  wenn  der  Betrieb  ein  stabiler 
sein  soll. 

IL  Beispiele  stabiler  elektrischer  Vorgänge. 

1.  Wir  behandeln  jetzt  den  Betrieb  einer  Bogenlampe  durch 
eine  Stromquelle,  zunächst  mit  einer  Batterie,  unter  Benutzimg 
eines  Vorschaltwider8tandes(Fig.  329).  Rechnen  wir  den  letz- 
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teien  zum  Erzeuger,  so  erhalten  wir  die  Charakteristik  als  Gerade 
nach  Fig.  330.  Die  Charakteristik  des  Verbrauchers,  des  Licht- 
bogens, ist  nun  für  unveränderliche  Bogenlänge  eine  Kurve  Cj  C^ 
(siehe  Fig.  330).  Wie  bekannt,  hat 
diese  Kurve  den  Charakter  ab- 
nehmender Bogenspannung  mit  zu- 
nehmender Stromstärke.  Damit  )^liV 
nun  unser  Kriterium: 


J 


^ 


\ej). 


> 


Flg.  320.  Lichfcbogen-Stromkreis. 


erfüllt  wird,  ist  es  notwendig,  daß 

die  Erzeugercharakteristik  im  Punkte  S  stärker  abfällt  als  die 
Verbrauchercharakteristik,  was  durch  den  Vorschaltwiderstand 
erreicht  wird.  Ohne  diesen  wäre  die  Charakteristik  der  Batterie 
eine  horizontale  Gerade  und  könnte  niemals  das  Ej:iterium  er- 
füllen. Da  die  Erzeugercharakteristik  die  Gleichung  /(J)  =  J&—  WJ 


hat,  so  lautet  das  Kriterium ; 


c  e 


+  W <0,  in  welcher  Form 


eU 


es  von  K  a  u f  m  a  n  n*^^)  aufgestellt 
wurde. 

Ist  die  Stromquelle  eine  Dy- 
namomaschine, so  kann  man  den 
Vorschaltwiderstand  entbehren, 
wenn  man  die  Dynamo  für  sich 
mit  abfallender  Charakteristik, 
gegebenenfalls  durch  Gegenver- 
bundwicklung,  ausführt. 

In  der  Elektrotechnik  ist  der 
Widerstand  W  als  Beruhigungs- 
widerstand bekannt,  der  um  so  kleiner  gewählt  werden  kann,  je 
schwächer  geneigt  die  Charakteristik  der  Bogenlampenkohlen  sich 
erweist,  wie  es  z.  B.  bei  den  neuzeitlichen  Dochtkohlen  der  Fall 
ist.  Das  bei  allen  Bogenlampen  vorhandene  Regelwerk  hat  auf 
die  Gültigkeit  des  Stabilitätskriteriums  keinen  Einfluß,  weil 
seine  Wirkung  viel  träger  ist  als  die  automatische  Stabili- 
sienmg  auf  Grund  der  elektrischen  Eigenschaften  des  Strom- 
kreises. Das  Regelwerk  beherrscht  in  erster  Linie  den  Ab- 
brand  der  Kohlen. 


Fig.  330.  Lichtbogencharakteristik. 


604 


XIV.  Elektri£oh-mecham£che  Schwingungen. 


2.  Als  weiteres  Beispiel  behandeln  wir  die  Hauptstromdynamo- 
maschine.   Die  Charakteristik  derselben: 

E=f{J) 

ist  eine  ansteigende  (Fig.  331),  während  sonst  in  der  Elektrotechnik 
die  Stromspannungscharakteristiken  im  allgemeinen  absteigende 
sind. 

Schließt  man  die  Hauptstrommaschine  durch  einen  Wider- 
stand W,  so  kann  derselbe  zunächst  so  gewählt  werden,  daß  seine 
Charakteristik : 


/ 


-  ^E  steiler  ist  als  die  Charak- 

teristik : 

Dann  ist  eine  Strom- 
lieferung der  Hauptstrom- 
dynamo überhaupt  un- 
möglich. Wählt  man  jetzt 
die  Verbrauchercharakte- 
ristik : 

e  =  Pfg  J 

so,  daß  sie  mit  dem  gerad- 
linig ansteigenden  Ast  der 
Erzeugercharakteristik  zusammenfällt,  so  ist  das  Gleichgewicht 
indifferent.    Es  wird  stabil,  wenn  die  Verbrauchercharakt^ristik : 

wird.  Dann  erregt  sich  die  Dynamo  von  selbst,  und  die  Punkte 
Äi  und  /Sj  sind  Punkte  stabilen  Betriebes. 


Fig.  331.  CharakteriBÜk  der  Hauptstromdynamo. 


§113. 
Die  mechanische  Charakteristik  and  ihr  Stabilitätskriterium^^^). 

Die  Stabilitätsbeurteilung  eines  rotierenden  Motors  hat  aus- 
zugehen von  der  dynamischen  Bewegungsgleichung  der  Rotation 


(1) 


r 
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wo  S  das  Trägheitsmoment  der  sich  drehenden  Teile,  a>die  Winkel- 
geschwindigkeit und  3R  das  Drehmoment  der  äußeren  Kräfte 
bedeuten. 

Letzteres  spaltet  sich  im  allgemeinen  in  zwei  Teile,  deren 
einer  das  treibende  Moment  M  des  Motors,  der  andere  das  wider- 
stehende Moment  W  der  angetiiebenen  Arbeitsmaschine  bedeutet : 

(2)  2R  «  Jtf  _  IF  . 

Im  Beharrungszustand  ist  -^j  ==  Const.  und  es  wird 

(3)  M=W. 

Im  allgemeinen  wird  M  und  W  von  der  Geschwindigkeit  oT 
abhängig,  und  man  kann  die  Momente  M  und  W  in  einem 
rechtwinkligen  Koordinatensystem  ^i^^ 
auftragen,  wodurch  die  beiden 
mechanischen  Charakteristiken 
der  Maschine  entstehen. 

Der  Schnittpunkt  der  beiden 
Charakteristiken  (Fig.  332)  liefert 
den  der  Gleichgewichtsgleichung  (3) 
entsprechenden  Betriebszustand  oJq  , 

Mo,  Wo. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Be- 
dingungen der  Stabilität  der  Ro- 
tation,  so   haben   wir    eine   kleine 

Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit  A  cd  anzunehmen,  zu  der 
Abweichimgen  A  W  und  A  M  der  beiden  Momente  gehören.  Die 
gesamten  Momente  werden 

(4)  M^  Mo  +  AM  \         W  =Wo  +  AW  . 
Hiermit  geht  die  Bewegungsgleichung  (1)  über  in: 

(5) 

oder,  wenn  man  die  Abhängigkeit  von  M  und  W  von  a>  heranzieht, 

3f  =  if 0  + 


Fig.  332. 
Zur  mechanisclien  Charakter! BÜk. 


eii^^  +  AM^Aw 

dt 


(6) 


W  =  Wo  + 


dM 
6a) 


A(o  =  Mo  +  AM 

Aü)  =  Wo  +  AW . 

Cd  =  OJo 


I 


606 


XIV.  Elektrisch -mechanieche  Schwingungen. 


Hiermit  geht  aber  (5)  über  in 

(7) 


dM 


ICCÜ 


(0 


Damit  diese  Differentialgleichung  für  Ao) ,  deren  allgemeines 
Integral  ist: 

t 


ew 


& 


(8)  Ja}=(7e 

eine  mit  wachsender  Zeit  verschwindende  Lösung  hat,  muß  sein 


oder 


(9) 


\ew 

ejn 

.f>(i) 

do>. 

to  —  rtlg 

cW 

.CO). 

> 

dto. 

>o 


fO  —  o>c 


C0  =  o>« 


d.  h.  für  stabile  Rotation  ist  erforderlich,  daß  die  Widerstands* 
Charakteristik  W  im  Beharrungspunkte  steiler  verläuft  als  die 
Antriebscharakteri&tik  M, 

In  den  meisten  Fällen  haben  die  Widerstandscharakteristiken 
ansteigenden,   die  Antriebscharakteristiken  abfallenden  Verlauf 

und  ergeben  dann  allgemein 
stabile  Bewegungszustände. 

Solche  abfallenden  An- 
triebscharakteristiken zeigen 
alle  Gleichstrommotoren,  die 
Dampf-  und  Gaskraftma- 
schinen usw. 

Eine  Ausnahme  bildet  der 
asynchrone   Drehstrommotor, 

Fig.  383.  Charakteristik  des  Asynchronmotors,    dessen      Charakteristik      nach 

Fig.  333  zuerst  ansteigt,  dann 
abfällt.  Es  ist  klar,  daß  eine  Widerstandscharakteristik  W  mit 
dem  Asynchronmotor  nur  im  Punkte  P^  stabile  Bewegungs- 
zustände liefert;  die  Punkte  Pj  ^^  ^^^  anderen  Zweig  der 
Drehstromcharakteristik  sind  instabil,  die  Drehzahlen  nehmen 
ab,  der  Motor  kann  nicht  unter  Last  anlaufen.  Durch  Vorschalten 
eines  Anlaßwiderstandes  verändert  man  die  Charakteristik  in 
die  Gestalt  M\  bei  der  labile  Punkte  nicht  auftreten  können. 
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Die  Elektrotechnik  bezeichnet  die  gleichzeitige  Mitwirkung 
mehrerer  Einzeldynamos  an  der  Aufbringung  einer  bestimmten 
elektrischen  Energiemenge  als  Parallelarbeiten  der  Maschinen. 

Es  verdient  als  ein  technisches  Ereignis  bezeichnet  zu  werden, 
daß  Edison  auf  den  Gedanken  kam,  zwei  Gleichstrommaschinen 
wie  zwei  Klingelelemente  „parallel  zu  schalten''.  Der  Ausführung 
des  Gedankens  folgte  die  Untersuchung  der  Bedingungen  ihrer 
Möglichkeit.  Wir  wissen  jetzt  genau,  unter  welchen  Bedingungen 
Gleichstrommaschinen  parallel  geschaltet  werden  können,  und 
in  jeder  elektrischen  Zentrale  kann  man  beobachten,  wie  der 
Maschinist  in  wenigen  Minuten  Tausende  von  Pferdestärken  dem 
einen  Maschinensatz  abnimmt,  um  sie  dem  anderen  aufzubürden. 

Nicht  so  einfach  verläuft  das  Parallelschalten  von  Wechsel- 
strommaschinen. Hier  ist  es  nicht  nur  erforderlich,  daß  die  Ma- 
schinen im  Augenblick  des  Parallelschaltens  gleiche  Spannungen 
haben,  sondern  ihre  Spannungskurven  müssen  auch  in  Phase 
und  die  Antriebsma^chinen  in  Kurbelsynchronismus  sein. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  kann  man  die  Maschinenpole 
gefahrlos  miteinander  verbinden;  die  hinzugeschaltete  Maschine 
läuft  leer  mit,  wobei  die  Maschinen  sich  gegenseitig  in  syn- 
chronem Lauf  halten. 

Soll  die  zweite  Maschine  nun  auch  an  der  elektrischen  Arbeits- 
leistung teilnehmen,  so  genügt  es  nicht,  wie  beim  Gleichstrom, 
durch  Regulierung  des  Magnetfeldes  ihre  elektromotorische  Kraft 
zu  erhöhen.  Bei  Wechselstrommajschinen  hat  dies  lediglich  einen 
Ausgleichsstrom  zwischen  den  Maschinen  zur  Folge,  der  gegen 
die  elektromotorische  Kraft  der  Maschinen  um  beinahe  7r/2  ver- 
schoben, also  wattlos  ist.  Man  muß  vielmehr  gleichzeitig  die 
Energiezufuhr  der  Antriebsmaschine  (durch  Verstellen  der  Steue- 
rung) erhöhen;  erst  dann  beginnt  die  Maschine  an  der  Energie- 
lieferung teilzunehmen. 

Während  nim  nach  richtigem  Parallelschalten  Gleichstrom- 
maschinen dauernd  gut  laufen,  ist  dies  bei  Wechselstrommaschinen 
durchaus  nicht  immer  der  Fall.  Man  beobachtet  vielmehr  häufig 
an  den  Amperemetem  der  Maschinen  Stromschwankungen  mit 
periodisch  ab-  und  zunehmender  Amplitude,  deren  Größe  in 
manchen  Fällen  mit  der  Belastung  sich  ändert;  vielfach  nehmen 
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diese  Stromschwankungen  derartige  Beträge  an,  daß  der  Parallel- 
betrieb überhaupt  unmöglich  wird;  manchmal  beruhigen  sie  sich 
wieder. 

Die  Elektrotechnik  hat  sich  schon  frühzeitig  mit  der  Unter- 
suchung dieser  Erscheinungen  beschäftigt,  und  man  hat  erkannt, 
daß  hier  verwickelte  Schwingungsvorgänge  vorliegen. 

Zunächst  haben  Hutin*^*)  und  Leblano*^?)  die  Dämpfung 
der  Schwingungen  vorgeschlagen.  Sie  gingen  dabei  von  der  Auf- 
fassung aus,  daß  daö  Polrad  bei  normalem  Gang  der  Maschinen 
synchron  mit  dem  in  der  Statorwicklung  fließenden  Strom  läuft; 
es  hat  dies  zur  Folge,  daß  das  Polrad  relativ  zu  dem  vom  Ar- 
maturstrom erregten  Wechselfelde  in  Ruhe  ist.  Sucht  aber  die 
Antriebsmaschine  das  Polrad  zu  beschleunigen,  so  schneiden  die 
Pole  des  Rotors  die  Kraftlinien  des  Armaturstromfeldes,  wodurch 
in  den  Polen  Wirbelströme  auftreten.  Diese  benutzten  Hutin 
und  Leblanc,  indem  sie  die  Pole  mit  massiven  Kupferringen 
armierten,  in  denen  bei  Schwingungen  um  die  synchrone  Bewe- 
gung kräftige  dämpfend  wirkende  Wirbelströme  induziert  wur- 
den. Durch  dieses  Mittel  gelingt  es  in  der  Tat,  in  vielen  Fällen 
einen  befriedigenden  Parallelbetrieb  zu  erzielen. 

Von  anderen  Gesichtspunkten  gingen  Görges*^)und  Rosen- 
berg*®^)  aus.  Sie  suchten  die  Ursache  der  Pendelungen  in  Reso- 
nanzwirkungen zwischen  dem  periodischen  Antriebsfeld  der  Ma- 
schine und  den  Eigenschwingungen  des  Polrades.  Sie  analysierten 
daher  das  Antriebsfeld  und  dimensionierten  die  Wechselstrom- 
maschine hinsichtlich  ihres  Trägheitsmomentes  und  ihrer  elek- 
trischen Eigenschaften  so,  daß  man  sich  möglichst  fem  hielt  von 
gefährlichen,  Resonanzerscheinungen  ermöglichenden  Eigenschwin- 
gungszahlen. Auch  auf  diesem  Wege  sind  Erfolge  erzielt  worden. 

Die  wissenschaftliche  Berechtigung  der  Auffassung  der  ge- 
nannten Autoren  hat  neuerdings  Sommerfelds^)  durch  eine 
eingehende  Untersuchung  nachgewiesen,  auf  die  wir  noch  zurück- 
kommen werden. 

Dieser  Auffassung  der  Pendelungen  als  einer  Resonanzerschei- 
nung steht  nun  eine  von  Föppl^H)  herrührende  Überlegung 
gegenüber,  welche  die  Pendelungen  als  Anzeichen  eines  insta- 
bilen Bewegungszustandes  der  beiden  Maschinensätze  be- 
trachtet. Dabei  spielt  natürlich  die  Wirkung  der  Regulatoren  eine 
ebenso  wesentliche  Rolle  wie  beim  oben  behandelten  Regulier- 
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problem.  Die  Föpplsche  Auffassung  hat  in  der  Praxis  weniger 
Beachtung  gefunden  aus  dem  Grunde,  weil  Pendelungen  infolge 
von  Resonanz  viel  häufiger  auftreten  als  Pendelungen  infolge 
von  Bewegungsinstabilität.  Immerhin  sind  auch  Fälle  bekannt 
geworden,  in  denen  man  nur  durch  Auswechslung  der  zu  leichten 
Regulatoren  gegen  schwerere  einen  befriedigenden  Parallelbetrieb 
erzielen  könnt«. 

Die  genaue  Theorie  zeigt,  daß  beides  berücksichtigt  werden 
muß :  Resonanz  und  Instabilität.  *  Von  diesem  Standpunkt  aus 
soll  im  folgenden  das  Problem  behandelt  werden. 

Wir  benutzen  unsere  im  VIII.  Abschnitt,  §  62  abgeleiteten  Be- 
wegungsgleichungen von  Maschine  und  Regulator,  die  wir  für 
zwei  Maschinensätze  anschreiben,  indem  wir  d  durch  (OqI  +  ^ 
und  Dq  —  Jctq  durch  D  ersetzen,  i?  ist  dann  als  kleine  Abweichung 
von  dem  gleichmäßigen,  ungestörten  Gang  aufzufassen,  D  als  das 
mittlere  Drehmoment,  welches  dieser  gleichmäßigen  Bewegung 
entspricht. 


(la) 


(Ib) 


d^ß 
&^-i'  +  krj,  ^  D  +  F((Oot  +  &,) 


-w,, 


m 


^^Vi  ,  u^n 


dt' 


+  b 


dir 
dt  +^^^  =  ^^7 


\i 


2 


Das  Gleichungssystem  (la)  wird  nun  mit  (Ib)  gekoppelt  da- 
durch, daß  die  beiden  Maschinen  parallel  geschaltet  sind.  Die 
Gegenmomente  W^  und  W^  stehen  in  einfachem  Zusammenhang 
mit  den  Strömen  i  und  den  elektromotorischen  Kräften  e  der 
Maschinen.  Es  seien  i  und  e  die  Momentan  werte,  so  daß  man 
schreiben  kann: 


(2  a) 


Cl  =  /(p  ö>o  «  +  p  &i)  (ö>o  + 
62  =/(PÖ>0^  +  P'^2)(ö^0 


dir; 

dt 


d»,\ 
+  ~dt) 


Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl. 


39 
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und 


(2  b) 


dsi  d^ii  dii       de 

dt^'^di^  "^^  dt  '^  dt 

de^         d^i^         di^       de 
~di  ^  ^~dt^        ^'dt       dt 


Die  Gleichungen  (2  a)  sagen  aus,  daß  die  elektromotorischen  Kräfte 
gleich  sind  den  Produkten  aus  den  Feldstärken  /  (l>i  co©  ^  +  P  ^) 

d» 
und  Winkelgeschwindigkeiten  coq  +  -r- .    Die  Größe  p  bedeutet 

in  diesen  Formeln  die  Polpaarzahl. 

Nach  den  Gleichungen  (2  b)  regelt  sich  der  Strom  verlauf  in 
den  Ankern,  die  die  Ohmschen  Widerstände  q  und  die 
Selbstinduktionen  o  aufweisen,  während  e  die  beiden  Ma- 
schinen gemeinsame  Klemmenspannung  des  Netzes  be- 
deutet. Bezeichnet  man  den  ins  Netz  fließenden  Strom  mit  J, 
so  ist 

de         d^J         dJ 

^^^  di^^dV^^''  d~t' 

wenn  wir  von  Kapazität  im  Netz  absehen  und  a  und  r  Selbst- 
induktion \ind  Ohmschen  Widerstand  im  Netz  bedeuten. 
Außerdem  gilt  noch  die  Strom verteilimgsgleichung : 

(4)  J  =  t,  +  »,  . 

Die  Gegenmomente  W^  imd   W^  berechnen  sich  nun  wie  folgt. 
Es  ist  i  •  c  der  Effekt  der  Maschinen;  Effekt  dividiert  durch 
die  Winkelgeschwindigkeit  ist  aber  das  Moment,  welches 
der  Effekt  hervorbringt.    Demnach  kann  man  schreiben: 

Unsere  Gleichungen  sind  jetzt  vollständig.  Wir  haben  nach  Ein- 
führung von  (5)  in  (la)  und  (Ib)  für  zehn  Unbekannte  ^i ,  ^2  > 
Vit  Viy  h>  hi  ^ly  ^y  ^>  J Zehn  Gleichungen:  (la),  (Ib),  (2a),  (2b), 
(3),  (4).  Sie  umfassen  sowohl  den  Fö p pl sehen  wie  den  So  m mer- 
feld sehen  Ansatz. 

Für  die  Weiterbehandlung  betrachten  wir  neben  der  zu  er- 
wartenden Bewegung  der  Maschinen  den  zugehörigen  Spannungs- 
und Stromverlauf  als  Schwingungen  um  einen  mittleren 
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Zustand  und  setzen  voraus,  daß  die  Abweichungen  der 
Veränderlichen  von  den  Werten  des  mittleren  Zustandes  nur 
klein  sind. 

Demnach  schreiben  sich  die  Ströme: 

und  die  Spannungen 

ei==  E  +  €i  ,         €^  =  E  +  e^  ,         e  =  E  +  e  . 
Dabei  ist  /  der  halbe  momentane  Netzstrom 

Für  die  Gegenmomente  findet  sich  hiernach  durch  Entwicklung 
nach  Taylor,  indem  man  die  Produkte  kleiner  Größen  vernach- 
lässigt 

^1  =  hfiP iOot  +  p  #i)  =  2  /^^ ^'^^  ^^  +  2  ^'^^ ^'^^ '^ ^  '^^  "^  ^*  ^^^ ^^  '^  * 
(5  a) 

J  J 

Wi-=i2f(pcoQt  +  p{>^)  =^^f{p(Oot)  +  ^f(po)ot)p»i  +/2/(jPö>oO  , 

und  für  die  elektromotorischen  Kräfte 


(2  c) 


< 


«1  =  Ö>0  /(P  ^^0  t)  +  (OqP  iJ'i  f(p  COq  t)  +  f(p  ft)o  t)    ~    , 
^  =  ^>of{V  tt>0  t)  +  (OqP  1^2  f(p  0>o  t)  +  f(p  COq  i)    -^  . 


Nach  Subtraktion  kann  man  jetzt  aus  (2  b)  die  Differential- 
gleichung für  die   „Stromvoreilung"    (/ =  h  —  i^)   ableiten: 

(2d)  0^^  +  Qj  =  coop&'f(p(Oot)  +  f{p(Ooi)  ^^  , 

wo  ^  =  ^1  —  ^2  cliG  Winkelvoreilung  der  Polräder  ist. 

Durch  Subtraktion  der  einander  entsprechenden  Gleichungen 
(la)  und  (Ib)  gelangt  man  zu  folgenden  Formeln: 


(Ic) 


d^&  J 


[       di 


V      .      n^dt]  d& 

+  b-f-  +  crj  =  a 


di^    '      dt  ^  dt  ' 

39* 
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wo  alle  Differentationen  an  den  periodischen  Funktionen  nach 
(Oq  i  resp.  pco^t  auszuführen  sind. 

Mit  (2d)  zusammen  sind  dies  drei  Gleichungen  für  die  Winkel- 
voreilung  ^ ,  die  Stromvoreilung  j  und  die  Differenz  der  Regulator- 
hübe f],  F\  f  und  /  sind  dabei  gegebene  Funktionen  der  iZeit, 
indem  gilt: 

V        o  dJ    ,       J    ,      dJ    ^         - 

oder 

dJ 

(6)  2o)of(pwot)  ^(o  +  28)  —  +  (Q  +  2t)  J. 

Wir  haben  also  folgende  vier  Differentialgleichungen: 

1.  Die  Gleichung  für  die  Voreilung  i?  der  Polräder: 

Jg   Q  T 

^^ di^  +  *^  =  '^J^KO  -  -^v^i\v^^i)  -  jf{v^o^) . 

2.  Die  Gleichung  für  die  Differenz  iy  der  Regulatorhübe: 

d^t)    ,    ,  drj   ,  dß' 

""  dt* +  ^  dt +  ''''''' dt- 

3.  Die  Gleichung  für  die  Stromvoreilung  j: 

dj  ^  dß 

ö  ^^+  Qj  ^(OQpdf(p(Oot)  +   ^^  f(p(Oot)  . 

4.  Die  Gleichung  für  die  Stromverteilung  im  Netz: 

dJ 

{0  +  28)  --+(Q  +  2r)J==2cüJ(pcoot)  . 

Nun  wollen  wir  grundsätzlich  einfach  sinusförmige  Spannungs- 
kurven voraussetzen,  also 

(7)  f=a  sin  (p  (Oq  t) 

setzen. 

Hiermit  liefert  die  Integration  der  vierten  Gleichung  den 
Netzstrom  J: 

8)  J  =  -= -    -" -^    smlpft>o<  — arctg^   ^         . 
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Weiter  unterscheiden  wir  zwischen  langsam  veränder- 
lichen und  rasch  veränderlichen  Größen.  Erstere  sind  die 
Variabein  i9  und  tj  sowie  die  periodische  Funktion  F{coQt)y  rasch 
veränderlich  sind  die  Ströme  J  und  j,  sowie  die  periodische  Funk- 
tion fipcoQ  t).  Diese  Festsetzung  ist  dadurch  gerechtfertigt,  daß 
bei  den  rasch  veränderlichen  Größen  p  Wechsel  auf  einen  Wechsel 
der  langsam  veränderlichen  entfallen.  Die  Polpaarzahl  p  ist  nun 
stets  so  groß,  daß  die  raschen  Wechsel  auf  die  Bewegung  der 
Massen  der  Maschinen  und  des  Regulators  keinen  Einfluß  haben, 
so  daß  wir  in  allen  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  für  die 
langsam  veränderlichen  Größen  die  Wirkung  der  rasch  veränder- 
lichen Größen  durch  ihre  Mittelwerte  ersetzen  können. 

Zunächst  berechnen  wir  den  Mittelwert  Mi  von 

--p/'(pa>o<) 

mit  Hilfe  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  und  finden 

E^    sin^Ä 

0)128  +  0 

wo  E  der  Effektivwert  der  elektromotorischen  Kraft  einer  Ma- 
schine und  oc  die  Phasenverschiebung  des  Netzstromes  gegen  die 
elektromotorische  Kraft  der  Maschinen  ist. 

Femer  wollen  wir  in  der  Differentialgleichung  (3)  für  die  rasch 
veränderliche  Größe  /  die  langsam  veränderliche  Größe  ^  bei  der 
Integration  als  konstant  ansehen.  Unter  dieser  Voraussetzung 
kann  Gleichung  (3)  wie  folgt  geschrieben  werden: 

dj 

(10)  ^  ^f  ^  QJ  =  -^  ^^^P  (Oot  -\-  B  cos  pcOqI  y 

wo  A  und  B  Abkürzungen  bedeuten: 

1    Q 

(11)  ^  =  "   J    :       ■B  =  pao^l>  . 

p  at 

Die  Integration  von  (10)  liefert: 

o  p  Wo 


(12) 


7  =  -     — -    ^mxpiOfst  —  arctg 


+  ,/",    o    ..    .     -co8(pa>oe- arctg       -  j. 


B 

-^O'^P-COI+Q^ 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  nun  in  Gleichung  (1)  der  Mittel- 
wert if  2  von 

gebildet  werden. 
Man  findet: 

,,  E*  /co8*€  d&   .   sin*f  „\ 

ayl\    o      dt  o 


wo  E  =  arctg ist. 


Durch  Einführung  der  Mittelwerte  M^  und  ifg  ^  Gleichung  (1) 
resultiert  nun: 


(14) 


,   (^2//        £2  co&^€  di^       E*  /fi'n^e        sin^a  \ 
^  dt^  '^  a)l~~g      dt        ojfA    o  2~8 +  o) 


Ö>0 


Der  Übersichtlichkeit  halber  fügen  wir  Gleichung  (2)  nochmals 
hinzu : 

In  Gleichung  (14)  liefert  das  Verschwinden  der  drei  ersten 
Glieder  die  freie  Relativ  Schwingung  zwischen  den  beiden 
Schwungrädern.  Wir  erkennen,  daß  die  Schwingung  gedämpft 
verläuft  infolge  des  Ohm  sehen  Widerstandes  q  der  Dynamo- 
maschinen.   Würde  ^  =  0  sein,  so  würde  das  mit  -3-  behaftete 

dt 

Glied  verschwinden.  In  der  Praxis  ist  die  dämpfende  Wir- 
kung des  Ohm  sehen  Widerstandes  zu  klein,  um  befriedigende 
Wirkung  zu  erzielen.  Man  unterstützt  deshalb  die  Wirkung 
des  Ohm  sehen  Widerstandes  durch  Anbringung  von  besonderen 
Dämpfungswicklungen ^1^)  nach  Hutin- Leblanc,  was  sich 
in    der    Differentialgleichung    (14)    durch    Hinzutritt    einer    ad- 

E     cos  f 
ditiven  Konstante  zu    -  ,  -       -  ausdrücken  würde. 
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Das  dritte  Glied  nennt  man  das  synchronisierende  Mo- 
ment. Bei  der  Bewegung  der  schwingenden  Magnetnadel  nannten 

wir  dieses  Glied  das  Direktionsmoment.  Die  Größe  — r—  heißt 
Synchronisierungsfaktor. 

Wir  betrachten  jetzt  die  erzwmigene  Relativschwingung  der 

beiden  Schwungräder.  Für  diese  ist  das  Störungsglied  —   F\o)q  t) 

maßgebend.  Dieses  Glied  ist  nun  noch  mit  der  Winkelvoreilung  ^ 
behaftet.  Hierdurch  wird  die  Integration  in  geschlossener  Form  *^) 
unmöglich  gemacht,  wir  können  aber  doch  einige  allgemeine 
Schlüsse  ziehen.  Keinesfalls  wird  die  Frequenz  der  stö- 
renden Kraft  durch  i?  alteriert,  so  daß  wir  uns  wieder 
davor  hüten  müssen,  die  Eigenschwingungszahl  des  Systems 
mit  einer  der  Frequenzen  der  störenden  Kraft  zusammen- 
fallen zu  lassen. 

Dagegen  beeinflußt  '&  die  Amplituden  der  störenden  Kraft, 
so  daß  diese  periodische  Funktionen  der  Zeit  werden,  d.  h.  die 
störende  Kraft  hat  Schwebungscharakter.  Hiermit  wird 
aber  auch  die  Voreilung  t9  und  damit  der  Ausgleichsstrom  j 
Schwebungscharakter  annehmen,  eine  Erscheinung,  die  wir  ja 
an  den  Amperemetem  eines  pendelnden  Maschinensatzes  wahr- 
nehmen. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Regidatorgleichung  (15)  hinzu,  so 
werden  die  Eigenschwingimgen  des  so  vervollständigten  Systems 
von  einer  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  abhängig,  wie 
schon  von  Föppl  bemeriLt  wurde.  Die  Stabilität  dieser  Eigen- 
schwingung wird,  wie  uns  bekannt,  durch  die  Diskussion  der 
Hurwit zechen  Determinaten  beurteilt;  natürlich  muß  das  Zu- 
sammenfallen dieser  Eigenschwingungen  mit  der  Frequenz  der 
störenden  Kraft  vermieden  werden.  Im  übrigen  erkennt  man, 
daß  auch  bei  Nichtvorhandensein  einer  periodischen  störenden 
Kraft  (wie  z.  B.  bei  Turbinen)  langsame  Pendelungen  auftreten 
können,  falls  die  Hurwitz  sehen  Determinanten  nur  annähernd 
erfüllt  sind.  Der  Pendel  Vorgang  ist  dann  ein  Zeichen  von  Insta- 
bilität; er  verläuft  unregelmäßiger  als  das  Pendeln  infolge  von 
periodischen  Störungen  und  ist  von  Zufälligkeiten  in  der  Ände- 
rung der  Belastung  der  Maschinen  abhängig  *i*). 
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Wir  behandeln  ein  mechanisch-elektrißchee  System,  welches  zur 
Übertragung  einer  synchronen  Bewegung  bei  der  Steuenmg  eines 
schweren  Körpers  B  in  Fig.  334,  dessen  Trägheitsmoment  um  die 
vertikale  Achse  beträchtlich  ist,  dient.  Diese  Aufgabe  kommt 
vor,  wenn  der  Drehkörper  ein  Panzerturm  ist,  dessen  Schußrich- 
timg parallel  der  optischen  Achse  eines  Fernrohres  gesteuert  wer- 
den soll,  so,  daß  die  Schußrichtung  den  Bewegungen  des  Fem- 
rohres automatisch  folgt.  Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  eine  große 


X 


Co. 


<f 


A  B 

Fig.  334.  Schema  einer  SyncbronUbertragniiK. 


Anzahl  von  Konstruktionen  und  elektrischen  Schaltungen  erdacht 
und  ausgeführt  worden.  In  Fig.  334  sind  die  Spuren  der  vertikalen 
Drehachsen  C«  und  Cß  des  Panzerturmes  und  des  Femrohres  ge- 
zeichnet, die  mit  den  Drehachsen  zweier  Schleifhebel  «i  und  ß^ 
zusammenfallen.  Durch  mechanische  Übersetzungsmittel  ist  dafür 
gesorgt,  daß  die  Winkel  €p  und  ^  der  Schleifhebel  gegen  die 
Gerade  xx  identisch  sind  mit  den  entsprechenden  Winkeln  am 
Femrohr  bzw.  am  Panzerturm.  Die  Hebel  «j  und  ß^  schleifen  je 
über  eine  Reihe  halbkreisförmig  angeordneter  Kontakte  a  bzw. /8, 
welche  mit  den  einzelnen  Unterteilungen  zweier  elektrischer  Wider- 
stände T^i  PFi  bzw.  Wi^  H^2  leitend  verbunden  sind,  so  daß  zwischen 
je  zwei  Kontakten  gleiche  Teile  der  Widerstände  liegen,  mit  an- 
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deren  Worten,  die  Widerstände  sollen  gleichförmig  über  die  Kon- 
takte verteilt  sein. 

Somit  entsprechen  den  Winkeln  <p  bzw.  a?  der  Schleifhebel 
proportionale  Teile  x  bzw.  y  der  Widerstände.    Es  ist: 

71 

(1)  9- 


2W^ 


X 


und: 

(2) 


tJ 


n 


2W 


y 


8 


Die  Endpunkte  a  a  bzw.  b  b  der  Widerstände  sind  paarweise 
miteinander  verbunden  und  so  an  eine  konstante  elektrische  Span- 
nung V  gelegt,  so  daß  Wi  Wi  zu  TTg  W2  parallel  geschaltet  ist. 

Weiterhin  sind  die  Drehpunkte  Ca  und  Cß  der  Schleifhebel 
durch  eine  Leitung  J  J  über  den  Anker  eines  Elektromotors  M 
miteinander  leitend 
verbunden. 

Es  entsteht  so 
die  Schaltung  einer 
Wheastoneschen 
Brücke,  die  in  Fig.  335 
nochmals  vereinfacht 
gezeichnet  ist. 

Im  allgemeinen  wird  eine  bestimmte  Einstellung  der  Winkel  (p 
und  &  die  beiden  Brückenzweige  a  a  und  6  6  in  den  Verhältnissen : 

F..+  -    h..„     w^  +  y 


Fig.  335.  Schaltung  der  Wheastoneschen  Brücke. 


(2a) 


■X  W^  —  y 

teilen,  wodurch  in  der  Ausgleichsleitung  JJ  der  Brücke  ein  Strom 
auftritt,  wenn  nicht  gerade  zufällig  zwischen  den  vier  Wider- 
ständen die  Beziehung  gilt: 

W,+x      Tfg  +  2/ 


(3) 


W,  -  a:       W^-y 


woraus  folgen  würde: 

(4)  x',y^W,:W^ 

oder  in  Verbindung  mit  Gleichung  (1)  und  (2): 

(5)  i9  =  9^  , 

d.  h.  Femrohr-  und  Drehkörperrichtung  stehen  einander  parallel, 
sobald  die  Ausgleichsleitung  stromlos  ist.    Fließt  aber  darin  ein 


(6) 
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Strom  J,  so  herrscht  an  den  Enden  der  Ausgleichsleitung  eine 
gewisse  Spannung  Ep,  und  in  den  vier  Teil  widerständen  Wi  +  x, 
Wi  —  X,  PTg  +  y,  W^  —  y  fließen  vier  Ströme  J^  bzw.  J,  ^^w-  *^8 
bzw.  J^ .  Hiermit  haben  wir  folgende  Reihe  unbekannter  Größen : 
Jj,  J3,  e/j,  J^,  J,  J&p,y,  ö;  X betrachten  wir  als  durch  die  Femrohr- 
bewegung 9?  vermöge  Gleichung  (1)  gegeben.  Zwischen  den  Un- 
bekannten bestehen  folgende  Gleichungen: 

Jr(W,  +  x)  +  J^{Wi-x)  =  V. 

J»{Wt  +  y)  +  Ji(W,-y)  =  v, 

Jx  (W^  +  a;)  +  £,  -  J,  (PTj  +  y)  =  0  , 
Jt{Wx-  X)  -  E^  -  J^{W^-  y)  =0, 

wovon  aber  die  vierte  eine  Folge  der  drei  ersten  ist. 

Das  erste  Gleichungspaar  ist  der  Ausdruck  Ohm  sehen  Ge- 
setzes für  die  Spannungsverteilung  in  den  beiden  Brückenzweigen 
a  a  bzw.  b  b.  Das  zweite  Paar  liefert  die  Spannungs Verteilung  in 
den  Brückenkreisen  I  bzw.  II,  das  dritte  folgt  aus  dem  Kirch - 
hoff  sehen  Verzweigungsgesetz  an  den  Endpunkten  der  Aus- 
gleichsleitung. Wir  fassen  nun  den  Ausgleichsstrom  näher  ins 
Auge  und  wiederholen,  daß  er  nur  fließt,  sobald  die  Brücken- 
gleichung nicht  erfüllt  ist  oder  sobald  das  Femrohr  und  die  Ge- 
schützachse nicht  parallel  stehen. 

Diesen  Umstand  benutzen  wir,  indem  wir  den  Ausgleichs- 
strom J  zur  Drehung  des  Ankers  eines  Motors  M  verwenden, 
welche  Drehung  wir  durch  mechanische  Mittel  (in  der  Abbildung 
als  Kegelrad-  und  Schneckenradgetriebe  angedeutet)  so  auf  den 
Panzerturm  überleiten,  daß  sie  stets  auf  die  Überführung  des 
ganzen  Systems  in  Stromlosigkeit  der  Ausgleichsleitung  hinwirkt. 
Diese  Maßnahme  liefert  die  Gleichung  für  die  Massenbewegung 
des  Drehkörpers  unter  Einfluß  des  Drehmomentes  des  Moton. 

Seien  alle  sich  drehenden  Massen,  einschließlich  des  Motor- 
ankers, auf  die  Drehachse  des  Panzerturmes  B  reduziert  und  im 
Trägheitsmoment  9  zusammengefaßt,  setzen  wir  femer  die  ge- 
samte Systemreibung  proportional  mit  der  Drehgeschwindigkeit, 
so  lautet  die  Bewegungagleichung : 

d^ä         di^  Nn 
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wo  k  der  Kraftübersetzung  vom  Motor  nach  dem  Drehkranz  des 

Panzerturmes  B  Rechnung  trägt,  während  N  die  Polstärke,  n  die 

Leiterzahl  auf  dem  Anker  des  Motors  bedeutet.    Der  Motor  hat 

Nn 
Parallelscjjaltimg   des  Ankers.     Bei  Serienschaltung  müßte 

_      ,    Nn p  _  _  _  -^  _ 

durch  -^ —  {p  =  Poljmarzahl)  ersetzt  werden. 

Zu  den  entwickelten  Gleichungen  kommt  noch  die  Spannungs- 
gleichung des  Motors: 

(8)  E,  =  JW+lO-'k^^^f^, 

welche  aussagt,  daß  die  Spannungsdifferenz  Ep  an  den  Enden 
der  Ausgleichsleitung  dazu  dient,  den  Spannungs Verlust  JW  im 
Ankerwiderstande  W  und  die  gegenelektromotorische  Kraft: 

Nn  df^ 

10-«*---.- 

2  71  dt 

0 

ZU  überwinden. 

Wir  haben  nunmehr  für  die  acht  Veränderlichen  bzw.  Unbe- 
kannten außer  Gleichimg  (2)  und  den  fünf  Gleichungen  (6)  noch 
die  beiden  Gleichungen  (7)  und  (8),  womit  der  Ansatz  zu  ihrer 
Bestimmung  vollständig  ist. 

Zur  Aussonderung  der  Veränderlichen  ?9 ,  welche  die  horizontale 
Bewegung  des  Panzerturmes  bestimmt,  verfahren  wir  wie  folgt: 
Aus  der  fünften  und  sechsten  Gleichung  (6)  bestimmen  sich: 

(8a)  [J^^Jr-J, 


Diese  Werte  sind  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  (6)  einzuführen 

P' ^^>  +  "'^  +  ^"^^  ~  "^^  ^""^  ~  ""^  ^  ^ ' 

Aus  diesem  Ansatz  folgt: 

j  _V  +  J(W^-x) 

''' 2>7 

T  _y_-  J(jt-y'^ 


(8c) 
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Setzt  man  hiemach  J^  und  Jj  in  die  dritte  Gleichung  (6)  ein,  so 
findet  sich: 

<^^  ^l  2W,        2Tr,  l  +  '^l  2W,    +    2Tr,  /-     ^^- 

Wiederholen  wir  jetzt  die  Gleichungen  (2),  (7),  (8): 


(10) 


(11) 


(12) 


1         ^ 


2 


wo  h^  und  h'i  als  Abkürzungen  bedeuten: 

k 


(13) 


ifci  =  1,02  10 


-9 


271«' 


ifci=  10-*-, 


h 


2n' 


so  liefert  die  weitere  Aussonderung  von  Ep ,  J  und  y  durch  Addi- 
tion von  Gleichung  (9)  zu  (12),  dann  Einsetzen  von  J  aus  Glei- 
chung (11)  und  y  aus  Gleichung  (10)  folgende  Differentialgleichung 
für  "&: 


(14) 


ÖA,    d«d 


k^nN  dt'* 


+ 


\ki,nN  ^       ) 


d& 
dt 


+  V& 


nV 
2W\ 


2Wl»*  (^d*9  ,   ^dd\ 


ji^k^nNX     dt^ 


wo  zur  Abkürzung: 


(15) 


;,= 


x 


2 


-f  17 + 


TF, +  1F, 


21^1    '    "    '  2 

gesetzt  ist. 

Diese  Differentialgleichung  ist  linear  von  der  zweiten  Ordnung 
mit  unveränderlichen  Beiwerten,  bis  auf  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite,  welches  vom  dritten  Grade  ist.  Den  Einfluß  dieses 
Gliedes  wollen  wir  wie  folgt  berücksichtigen.  Es  sei  vorausgesetzt, 
daß  die  gesuchte  Bewegung  dadurch  eingeleitet  werde,  daß  zur 
Zeit  t  :^  0  das  Fernrohr,  welches  bis  dahin  parallel  mit  der  Panzer- 
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turmrichtung  in  der  Mittellage  des  Systems  stand,  plötzlich  um 
den  endlichen  Winkel  <p  aus  seiner  Lage  herausgedreht  wurde. 
Dieser  Femrohrbewegung  entspricht  dann  eine  plötzliche  Ände- 
rung der  Einstellung  des  Brückenzweiges  a  a  um  den  Widerstands- 
betrag X.  Es  ist  klar,  daß  eine  solche  plötzliche  Änderung  der 
Systemeinstellung  als  stärkste  Anforderung  an  die  Wirkungs- 
weise betrachtet  werden  muß.    Es  entstehen  nun  die  Fragen : 

1.  Strebt  der  Panzerturm  überhaupt  einer  neuen  festen  Ein- 
stellung zul 

2.  Wird  seine  Richtung  in  der  neuen  Stellung  wieder  zum 
Femrohr  parallel  stehen? 

3.  In  welcher  Zeit  wird  die  neue  parallele  Lage  erreicht? 

Wir  wollen  voraussetzen,  daß  die  Frage  2  bejahend  zu  beant- 
worten ist  und  wollen  untersuchen,  ob  diese  Annahme  mit  den 
Aussagen  der  Differentialgleichung  (14)  in  Einklang  steht.  Wir 
wollen  auch  weiter  fordern,  daß  der  Panzerturm  B  ohne  Pendelung 
in  die  neue  Lage  übergeht.  Dann  gilt  für  den  Verlauf  des  Hori- 
zontalrichtungswinkels i9  das  Schaubild  336. 


Da   die  Bewegung   mit   der   Winkelgeschwindigkeit 

anfängt  und  aufhört,  so  muß  die 
^-Kurve  der  Zeitachse  bei  ^  =  0 
und  bei  t  =  T  annähernd 
parallel  sein ;  da  die  Bewegung 
aperiodisch  sein  soll,  kann  die 
Kurve  nur  einen  Wendepunkt 
zwischen  0  und  T  haben.  Nach 
diesem  Verlauf  von  i?  bestimmt 
sich  nun  angenähert  die  Wir- 
kung des  Gliedes: 

(16)  ^ 


d» 
dt 


=  0 


0  t'T       t 

Fig.  336. 
Mittelwertbildung  beim  Horizontalwinkel. 


e 


d^9 


dt* 


+4?)- 


auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (14).  Wir  ersetzen  i>*  durch 
seinen  Mittelwert  M  '.ß^l ,  der  ein  Bruchteil  vom  Endwert  &l  sein 
muß,  und  schreiben  unter  Wahl  einer  Größe  0  <  a  <  1 : 


(17) 


d«  ~  jjf  m  =(K^]  =  (x 


71*  X^ 

2W\' 
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Infolge  dieser  Maßnahme  kann  das  Glied  (16)  auf  die  linke  Seite 
von  (14)  gesetzt  werden,  wodurch  unsere  Differentialgleichung 
übergeht  in: 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Die  Differentialgleichung  (18)  hat  als  gemeinsames  Integral: 

(20)  ,?  =  ^J'.'  +  £j;.«  +  .T~    , 

WO  /ij  und  /ig  ^^^  quadratischen  Gleichung  genügen  müssen: 

(21)  ,  ^—-r/**  +  I,  — .r  +  -^itiniv)//  +  F  =  0  . 

Damit  die  Bewegung  (20)  stabil  ist,  muß  zunächst  in  (21)  A  positiv 
sein,  d.  h.  es  muß  gelten : 

(22)  w>^'-±^\ 

wodurch  eine  untere  Grenze  für  den  Ankerwiderstand  des  Elektro- 
motors festgesetzt  wird. 

Damit  femer  der  Voraussetzung  der  Aperiodizität  genügt  wird, 
so  muß  unter  den  Beiwerten  von  Gleichung  (18)  die  Beziehung 
bestehen : 


(22a)  ^*\^  +  ;ziKni\r=2l/f^- 


F 
oder  mit  k^  =^nV>i\ 


(23)  6  A  +  Ai  i^  w«iV2  =  2  ik^nl^^X  V 

entsprechend  der  Bedingung  zweier  gleicher  negativer  Wurzeln: 

(23  a)  b''  =  2]'mc 

der  quadratischen  Gleichung: 

(23b)  m/ii^  +  bfx  +  c  =  0. 

Sind  also  die  Bedingungen  (22)  imd  (23)  erfüllt,  so  sind  die  obigen 
Fragen  1  und  2  zu  bejahen.  Der  neue  Horizontal winkel  des  Panzer- 
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turms  B  wird  dann  nach  (20),  weil  A  e^*'  +  B  ef**^  nach  Verlauf 
einer  gewissen  Sfeit  verschwindet: 


(24) 


*.= 


TIX 


2W,  ' 


wie  oben  unter  (17)  vorausgesetzt. 

Unsere  Annahme  steht  demnach  nicht  im  Widerspruch  mit 
der  abgeleiteten  Differentialgleichimg. 

Die  Zeit,  die  nötig  ist,  um  ^^  zu  erreichen,  ist  theoretisch  un- 
endlich.   Man  wird  deshalb  (23)  nicht  genau  erfüllen,  sondern 

2^k^nNßlV  etwas  größer  als  bX-\-  k^k^n^N^  machen;  dann 
sieht  der  Verlauf  von  ^  aus,  wie  in  Fig.  337  dargestellt. 

Der  Betrag  A  &,  um  den  das  System  dann  überreguliert,  ist 
so  zu  bemessen,  daß  er  innerhalb  der  zulässigen  Abweichung  vom 
Parallelismus  bleibt.  Jedenfalls  kann  man  aus  der  Gleichung  (23) 
einen  Anhaltspunkt  für  die  Bemessung  der  Größe : 


k  =  x^ 


2Wl       ^^ 


W,  +  W, 


gewinnen. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  daß  hier  die  Stabilitätskriterien 
die  Größe  der  Störung  x  selbst  enthalten,  was  daher  rührt,  daß 
wir  den  Einfluß  des  Gliedes 
(16)  nur  mit  Hilfe  der  Größe     t 
der    Störung    x   abschätzen 
konnten.    Wir   müssen    also 
die  Stabilitätskriterien  so  be- 
rücksichtigen, daß  sie  für  alle 
möglichen  Größen  der  Störung 
o;  erfüllt  sind.  Der  größte  Wert, . 
den  X  annehmen   kann,    ist 
offenbar : 


Fig.  337   Verlauf  der  Horizontal  Winkel. 


(24  a) 


x  =  2Wi. 


wenn  wir  nämlich  das  Fernrohr  und  damit  den  Panzerturm  aus 
einer  Endlage  in  die  andere  überführen  sollen.    Dann  wird: 


(24  b) 


A  =  Tr  +  i?i  +  <" 


1)W., 


2 
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oder  mit  ä  «^  1 : 

(24c)  A  =  »f  +  '-2-- 

Löst  man  nun  (23)  nach  i  auf,  so  ergibt  sich: 

Dieser  Ansatz  liefert,  da  i.  nicht  komplex  werden  darf,  die  weitere 

Bedingung : 

(26)  eV^hk^^nN, 

womit  zugleich  der  Inhalt  der  geschweiften  Klammer  positiv  wird, 
was  nötig  ist,  damit  X  nicht  negativ  wird. 

Schließlich  kann  man  noch  die  Bemerkung  machen,  daß  der 
Ansatz  (25)  bei  verschwindendem  h  (nicht  vorhandener  Dämpfung) 
nach  zweimaliger  Differentiation  des  Nenners  und  Zählers  liefert' : 

was  darauf  hinweist,  daß  in  diesem  Falle  die  notwendige  Dämp- 
fung durch  den  Energie  Verlust  in  den  Widerständen  ersetzt  wird*^*). 

§  116.    Schallsendor  und  Schallempfänger. 

1.  Schallsender  dienen  zur  Übertragung  von  Schallenergie  auf 
einen  Zwischenstoff  (Luft  oder  Wasser)  zur  Fortpflanzung  in 
diesem  zu  einem  Schallempfänger.  Ein  sehr  bekannter  und  ein- 
facher Schallsender  ist  das  Telephon; der  zugehörige Schallemp - 
fänger  ist  das  menschliche  Ohi*^'). 

Der  schwingende  Teil  des  Telephons 
ist    die   Membran  M  (Fig.  338),  in  der 


,Kk^'/.;-'3 m     Mitte  verstärkt  durch  einen  Anker  A. 

Diesen  Teil  kann  man  ersetzt  denken 
durch  eine  Masse  m,  die  auch  noch  einen 
bestimmten  von  der   mitschwingenden 


J 

6 


Flg.  338.  Telephon.  Masse  dcs  Zwischenstoffes  herrührenden 

Zuschlag  enthalte.  Den  Ausschlag  der 
Membranmitte  aus  ihrer  Ruhelage  bezeichnen  wir  mit  x.  Der  Schwin- 
gungsbewegung setzen  sich  der  Dämpf  ungs  wider  stand  2  m  die  und 
die  Federkraft  der  Membran  ä*  z  entgegen ;  die  von  außen  an  der 
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Membran  angreifende  Kraft  rührt  von  dem  Feldelektromagneten  F 
her  und  sei  K,  Dann  wird  die  mechanische  Schwingungsgleichung : 

(1)  m'x  +  2dmx  -\-  a^x  =  K . 

Sei  die  Induktion  im  Eisen  des  Feldmagneten  =  J5,  der  Eisen - 
querschnitt  Q,  dann  ist 

(2)  K=~B^Q. 

O  71 

Andererseits  ist  die  Induktion  mit  dem  gesamten  Kraftfluß  Ny 
dem  Strom  J,  der  Windungszahl  f  und  den  Kraftlinien  wegen  V 
in  Luft  und  V  im  Eisen  der  Permeabilität  /jl  verknüpft  durch: 

Durch  Einführung  des  äquivalenten  Luftweges 

l  =  V  +  {l" :  fi) 
findet  sich 


(4)  5  = 


l  —  {a  +  x) 


wo  a  die  unveränderliche,  durch  den  Gleichstrom  Jq  hervorgerufene 
Anfangsablenkimg  der  Membran  bedeutet. 

Nimmehr  kann  die  Kraft  K  berechnet  werden.  Unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Auslenkung  x  klein  gegen  «  =  Z  —  a  und 
der  Wechselstrom  %  klein  gegen  Jq  sei,  findet  sich  so  die  Schwin- 
gungsgleichung : 

(5)  mx  +  2dmi:+(x^x  =  4.jt^^Q-j-(~l-  +  —), 

S         \  e/Q  S   / 

Hier  kann  man  das  Güed  mit  x  von  rechts  mit  a*x  links  ver- 
einigen. Durch  die  Gleichstrommagnetisierung  Jq  wird  also  die 
ungedämpfte  Eigenfrequenz  der  Membran  erniedrigt.  Wir 
schreiben,  indem  wir  noch  die  Selbstinduktion  des  Feldmagneten 

L  •= einführen : 

et-  —    ---  =  v^m 

und  finden  als  Schwingungsgleichung 

TT 

(6)  mx-\-2m6x  +  mv^x^        ^' 


Hort,  Schwingangslehre.    2.  Aufl. 


S 

40 
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Zu  dieser  elektromechanischen  Gleichung  des  Telephons  kommt 
noch  die  elektromagnetische  hinzu  durch  Ansetzung  des  Gleich- 
gewichts der  elektromotorischen  Kräfte  in  der  Feldwicklung.  Ist 
E  die  an  die  Wiokhmg  gelegte  Wechselspannung,  so  gilt 

(7)  ^f^+Bi  =  E. 

Hier  bedeutet  B  den  die  Kupfer-  und  Eisenverluste  umfassen- 
den Verlustwiderstand  des  Apparates.  Man  wertet  mit  Ansatz  (3) 

dN 
und  (4)  das  Glied  f-,.-  aus  und  findet 

als  elektromagnetische  Schwingungsgleichung. 

Ist  die  Spannung  E  sinusförmig  von  der  Kreisfrequenz  co  und 
fassen  wir  sie  nach  §  43  vektoriell  auf 

^  =  @  =  asincü^, 

so  kann  man  auch  a:  =  X  und  t  =  3  vektoriell  auffassen.    Zu- 
nächst findet  sich  nach  den  Regeln  in  §  43  für  (6)  und  (8) 

(9)  -mco^dl+2mdj(oI  +  mv*di ^^; 

s 

(10)  i^-ö>3  +  Ä3  +  —  ?70>X  =  e. 

Entfernt  man  aus  (9)  und  (10)  den  Vektor  3£,  so  findet  sich  für 
das  Verhältnis  der  Vektoren  3  ^^^  ® 

(11)  |Ä+^^-_  ^.^^-^^,J+;«,|L+  -__-^-- 

Das  Telephon  verhält  sich  also  wie  ein  Wechselstromkreis  mit 
dem  Scheinwiderstand 

(12)  3  =  i?+Ä'  +  ico{L  +  L0- 

Die  neue  Widerstandsgröße  JB'  erreicht  bei  Resonanz  v  =  m 
ihr  Maximum,  während  L'  bei  Resonanz  verschwindet. 
Nun  ist  die  vom  Sender  aufgenommene  Leistung 

(13)  A  =  |2(Ä+  Ä'). 
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wenn  I  der  Effektivi^-ert  des  Wechsektromes  3  ist.  Hier  ist  I*  E 
der  elektromagnetische  Verlust,  \^R'  die  mechanisch-akustische, 
d.  h.  die  von  der  Membran  an  das  Zwischenmittel  abgegebene 
Jjeistung;  demnach  wäre 

der  Wirkungsgrad  des  Senders.    Im  Besonanzfalle  wird: 

■R'm.x  =  Ä' =  i*  JJ:  2«*m  d 
und  daraus: 
(15)  R':R  =  l  +  [(v2  -  ö)3)« : 4 ^2 ^^2] , 

Durch   Einführung   des   Dekrements   b  = (bei   kleiner 

Dämpfung)  findet  sich: 


V 


und  in  Resonanznähe  mit  der  Verstimmung  z  ==1- 

(17)  R:R^l+{^-l)\ 

Andererseits  berechnet  sich  aus  dem  Wirkungsgrad  (14) 

R:R^rj:(l-rj) 
und  im  Resonanzfalle 

(18)  B^:R==L^Jl:2  8^mdR  =  r]:{l-r]). 
Da  hier  L,  Jq,  s,  R  Konstante  sind,  so  ist  auch 

(19)  X«J2:«2Ä  =  2wa)y:(l— iy) 

eine  Apparatkonstante,  unabhängig  von  der  Natur  des  Zwischen- 
stoffes, in  welchem  man  den  Sender  arbeiten  läßt.  Durch  Einfüh- 
rung des  Dekrements  b  wird  aus  (19): 

oder 

(20)  t]\):v{l  -rj)  =  nL^Jl'.s^ Rmv^  =^  C  . 

40* 
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Hieraus  ermittelt  sich  der  Wirkungsgrad 

(21)  rj=l:{l  +  \>:vC). 

Zur  Untersuchung  eines  Telephons  auf  seine  Leistungseigen- 
schaften läßt  man  einen  Wechselstrom  durch  seine  Wickelung 
gehen,  dessen  Frequenz  man  bei  festgehaltener  Effektivstrom- 
stärke  verändert.  Eine  solche  Meßreihe  wird  einmal  bei  fest- 
gebremster  Membran,  ein  anderes  Mal  bei  schwingender  Membran 
genommen,  wodurch  man  R  und  R  +  B'  m  Abhängigkeit  von 
der  Erregungsfrequenz  erhält.  Zwei  solche  Beihen  gibt  Mg.  339 
nach  Messungen  von  H.  Carsten*^®).  JB'+Ä  zeigt  ein  ausgesproche- 
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Fig.  330.  Eesonanzkorven  eines  Telephons. 


nes  Maximum  bei  cü  =  3800,  B,  ist  allerdings  nicht  konstant, 
sondern  wegen  der  Eisen  Verluste  jB^  erheblich  mit  der  Erregungs- 
frequenz veränderlich.  Der  beste  Wirkungsgrad  des  Telephons  liegt 

demnach  in  der  Nähe  von  o)  =  3860,  w  =  ;ry  =  ö,42,  also  nicht 

'       94 

mit  dem  Höchstwert  des  Gesamtwiderstandes  zusammenfallend. 
Parallel  mit  den  Widerstandsmessungen  geht  die  Messung  der 
Selbstinduktionen  Zrund  U ,  Sie  bestimmen  die  Phasennacheilung  i^^ 
des  Stromes  3  hinter  der  Spannung  (5  gemäß 


(22) 


tg9"i  = 


(o(L  +  L') 


1 
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welcher  Ausdruck  im  Besonanzfalle  übergeht  in 

,23)  '8^'- 5^- 

Ist  aber  die  Membran  festgebjemst,  so  wird  die  Nacheilung: 

(24)  tg  ^0  =  ^ . 

Hahnemann  und  Hecht  '^®)  nennen  das  Komplement  von  ^q  : 

(25)  ^-^0  =  ^;   ...   ftgi^=-^ 

den  Verlustwinkel.   Aus  (23)  und  (24)  sowie  (18)  ergibt  sich  noch 

tg^i Ä    _^^_- 

tg^o      Ä  +  J8'  ^" 

Es  gelingt  also,  durch  die  Messung  den  Wirkungsgrad  rj  und 

—       R 

den  Verlustwinkel  tgv^  =  ^=^  für  die  Resonanz  zu  bestimmen.  Mit 

vL 
Hilfe  von  (16)  zeichnet  man  dann  die  Kurve  des  Dekrements 

b  =  /  (a>)  und  entnimmt  ihr  den  Wert  b  für  den  maximalen  Nutz- 
widerstand.   Dann  berechnet  man  nach  (20) 

(26)      i*«^^»*"» = 1-^,7  (yÄv=p. 

Jetzt  verändert  man  die  Membranmasse  m  durch  Anbringung 
einer  Zusatzmasse  M^  in  der  Mitte  (ein  kleines  Metallplättchen), 
bestimmt  von  neuem  die  Größen  ^q,  bß,  Vq  und  schreibt 

L^Jl-.aHm  +  M,)  =  -  - ''»^ (j?« ] ;ß     _ 
Dann  wird 

^  Po      '  P  —  Po 

und 

P  —  Po 
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Um  nun  die  Membranamplitude  3E  zu  ermitteln,  schreiben  wir 
die  Leistung  an  der  Membran 

A  =  eff .  Kraft  X  eff .  Geschwindigkeit  X  Leistungsfaktor. 

Die  effektive  Kraft  ist 

(27)  K  =  l(LJo:«)  =  la. 

Die  effektive  Geschwindigkeit  ist  w  X ,   wo  X  der  zum  Weg- 
vektor X  gehörige  Effektivweg  ist. 

Der  Leistungsfaktor  aber  ist  =  cos  [3,  j  3£] 

?3 


=  cos 


^'v^^(o^  +  2j(od 


=  cos [3, 3 <2 ö>()  +  j{v^  -  a>2)>] 


Also  wird 
(28)     ^  =  K  X  ö>  cos  [%  j  H] 


=  IXaö>2  2(5:]V-  to«)«  +  4(ü«(58  =  ly  l«(Ä  +  iT) 
und  die  effektive  Membranamplitude 


(29)  X-  -2ölo^o  • 

aus  der  sich  die  wirkliche  Amplitude  X  berechnet 

X  =  X  )'2  . 

Hiemach  ist  die  in  der  Fig.  339  gezeichnete  Kurve  a  gewonnen. 

Den  behandelten  Schallgeber  kann  man  auch  als  Empfänger 
ausnutzen,  indem  man  ihn  in  ein  schwingendes  Medium  bringt. 
Dann  ist  in  Gleichung  (6)  rechts  die  erregende  Kraft  K,  die  vom 
schwingenden  Medium  herrührt,  hinzuzufügen,  während  in  Gl.  (7) 
statt  L  und  R  die  Summen  L  -\-l und  R  +  wzu  schreiben  sind,  wo 
l  und  w  die  Selbstinduktion  bzw.  den  Nutz  widerstand  des  die 
Wicklung  W  schüeßenden  Hörers  bedeuten,  während  natürUch 
die  Spannung  E  fortzulassen  ist. 

2.  Das  gewöhnüche  Telephon  hat  eine  äußerst  geringe  Schall- 
leistung. Man  kann  sie  für  das  nach  Fig.  339  untersuchte  Tele- 
phon an  der  Membran  berechnen. 

Nach  (26)  findet  man  mit  ^  =  0,42,^  =  0,062  [vgl.  die  Auf- 
zeichnung von  b  nach  (16)  als  Funktion  /  (a>)],  R  =  380  Ohm 
(Fig.  339),  V  =  3860  und  der  Membranmasse  m  =  1  g  die  Größe 
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0  =  458  ■  10».     Aue  (2Ö)  ergibt  sich  (für  v  =  to)  die  StromatÄrke 

1  =  X  wo  :  ^(ä'+ iT)  mit  Xp  =  2-lO-^cm  und  B  +  R' 
=  800  iJ  (Fig.  339)  zu  I  =  745  ■  10*  Cffa  und  damit  aus  (28)  die 
LeistTing  A  =^t]\^  (Ä  +  R')  =  18,7  cgs  =  187  ■  lO""  Watt. 

Wesentlich  stärkere  Schallsender  benutzt  die  Unterwasser- 
signaltechnik*").  Eine  derartige  Einrichtung  zeigt  Fig.  340  in  etwa 
*/j  der  natürlichen  Größe.  Hier  ist  M  die  Membran,  an  der 
400  Watt  geleistet  werden. 
f  ist  wieder  die  Feldwicklung, 
deren  Anker  A  durch  Ver- 
mittlung des  elastischen 
Rohrstabsystems  B  8  am 
Tisch  T  und  somit  au  der 
Membran  angreift;  der  Tisch 
T  trägt  zugleich  fest  ver- 
bunden die  Feldwicklung. 
Das  Ganze  ist  mit  einer 
Haube  G  abgedeckt,  die  im 
Räume  festliegend  zu  den- 
ken ist. 

ßie  Vorrichtung  besteht 

also  aus  zwei  schwingenden  p.g   g,^    UnWrwMaetBCh&llBender  öKh 

Hassen  m^  und  m^,  die  mit-  HahDomann-Hecht. 

einander  und  mit  dem  Ge- 
häuse elastisch  verbunden  sind.    Die  Auslenkungen   beider  aus 
der  Mittellage  seien   ;r,  und  Xj;    dann   lauten  die   Differential- 
gleichungen  des   Systems  unter   Anlehnung   an   die   oben   ein- 
gefäbrten  Bezeichnungen: 

(30)  m,x,+  2Ä|m,ii  +  mi>'5ar,-f  m,Tj(3-,-x,)=— ^i-i--^(x, - 

.,  ,  LJa  .       LJl, 


WO  nt,tf  («1  —  Xj)  —  m^ti  {x^  —  Xj)  die  elastische  Zusammcndrtik- 
kung  des  Rohrstabsystems  (Xj  >  Xj)  bedeutet.  Die  Untersuchung 
dieser  Gleichungen  gestaltet  sich  ganz  entsprechend  wie  oben  bei 
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(6)  und  (8) ;  wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Erörterung  der  Wir- 
kung der  beiden  Massen  nii  und  m^  .  Durch  Addition  von  (30)  und 
(31)  findet  sich 

(33)  Wi  ij  +  2  dl  »ii  ijL  4~  ^1  ^1  ^1  +  ^  ^  =  ö» 

Ist  nun  wieder  E  sinusperiodisch  mit  der  Frequenz  a>,  so  gilt 
dies  auch  von  x^  und  X2 ,  die  wir  wieder  vektoriell  X^  und  Sj  schreiben . 
Aus  (33)  wird  dann 

—  mji  ö>2  3fi  +  2  d^  m^  7  a>  Xi  +  mi  Vi  Xi  —  TWg  a>2  3^  ==  0 
oder  mit  den  Absolutwerten  X^  und  X^ 

(34)  X,=^  '"*^' 


^1  i  (vi  -  (oy  +  i  (O»  d\ 

AM 

Man  hat  es  also  durch  Wahl  des  Massen  Verhältnisses  — Binder 

Hand,  die  AmpUtude  X,  so  klein  wie  möglich  zu  machen.  Klein 
muß  aber  X^  werden  mit  Rücksicht  auf  die  Schwingungseigenschaf- 
ten des  Wassers.  In  einem  schwingenden  Medium  ist  die  Schall- 
leistung (Schallintensität)  auf  die  Flächeneinheit  einer  ebenen 
SchaUweUe  [Gl.(15a)  S.  564] 

(35)  J=  ^^{27znA)^ 

2 

oder  mit  2  7in  A  =  V  (Greschwdndigkeitsamplitude  eines  Wellen- 
teilchens) 

(36)  J  =  ^^- 
Andererseits  ist  aber  nach  §  106 

2  K'  \pj 
oder  mit  d^  =  K'Pq  :  Qq 

Aus  (36)  und  (37)  findet  sich; 
(38)  j=lV'Ap    und    Ap  =  QocV 

und  mit  (35)   -T   =27incQQ  =  h,   Diesen  letzteren  Ausdruck 

nennen  Hahnemann  und  Hecht  die  Schallhärte *2 ^) .  Sie  beträgt 
für  Wasser :  Ztwasser  =  2  jrn  •  1435  •  10^  cgs 
für  Luft :       ÄLuft     =  2  TT  w .  330 .  10»  •  0,0012  cgs. 
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Ist  nun  eine  Schallintensität  J  bei  der  Schwingungszahl  n  auf 
ein  Medium  der  Härte  A  zu  übertragen,  so  muß  dort  die  Schwin- 
gungsamplitude A 


.        i'lJq^c         1   1/    J 
A  =  — —^  '^^—  =  —  1/  ■  - —  cm 


^.t 


2qoC 

erzeugt  werden. 

Ist  bei  dem  Schallsender  Fig.  340  der  Membrandurchmesser 
D  =  30  cm  und  sollen  400  Watt  im  ganzen  auf  das  Wasser  über- 
tragen werden,  so  ist  zu  wählen: 

J  =  — ^^^  =  0,57  Watt/cm«  =  0,57  •  10^  [g  s"  »] 

und  damit  (für  n  =  1000)  A  =  0,0064  cm. 

Die  Amplituden  der  Membran  müssen  also  sehr  klein  genommen 
werden.    Die  Druckamplituden  werden  aber 

Ap=hA  =  27in'  1435  •102-^4  Dyn/cm«  =  5,75  kg/cm« , 

also  für  die  ganze  Membran  berechnet  =  — -  •  5,75  =  4000 kg. 
Eine  derartige  beträchtliche  Kraftwirkung  würde  aber  nach  Gl.  (2) 

auf  eine  Induktion  B  =  12000  c"2^g*s"  ^  führen,  wenn  der  Quer- 
schnitt des  Feldmagneten  gleich  der  Membranfläche  gemacht  werden 
könnte,was  aus  baulichen  Gründen  offensichtlich  unausführbar  wäre. 
Andererseits  würde  aber  eine  Induktion  von  12000  Eisen  Verluste 
(Hysteresis  und  Wirbelströme)  im  Gefolge  haben,  die  ein  Vielfaches 
der  Nutzleistung  von  400  Watt  betragen  würden.  Deshalb  ist  im 
Schallsender  eine  Umformung  der  Schwingungsweite  vorgesehen 
durch  Anordnung  des  Stabrohrsystems  und  der  Masse  m^.  Letztere 
ist  viel  kleiner  als  m^  gewählt ;  sie  macht  also  viel  größere  Schwin- 
gungen [Gl.  (34)]  bei  viel  kleinerer  Kraftwirkung,  wodurch  man  in 
die  Lage  kommt,  die  Eisenverluste  im  Feldmagneten  klein 
zu  halten. 

3.  Als  Schallsender  kann  man  auch  dieStimmgabeln  betrachten, 
die  zu  den  Stäben  (§  90)  gehören.  Sie  haben  daher  ebenso  wie  diese 
eine  ganze  Reihe  von  Tönen,  deren  Grundton  man  im  aUgemeinen 
vor  den  Obertönen  durch  einen  Resonanzkasten  (Fig.  341)  ver- 
stärkt. 
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ü 


Obertonfreie  Schwinger  erhält  man  durch  Trennung  der  schwin- 
genden Masse  von  der  Elastizität,  die  ja  in  den  Stäben  und  Stimm- 
gabeln gleichmäßig  längs  der  Staba^hse  verteilt  ist.  Zwei  der- 
artige Bauweisen  zeigen  die  Fig. 
342  und  343. 

Bei  dem  Tonpilz  von  Hahne- 
mann  und  Hecht*^«)  sind  zwei 
walzenförmige  Massen  m^  und  m^ 
durch  eine  stabförmige  Bichtkraf t 
C  verbunden;  bei  dem  Reintöner 
vonH.GerdienundH.Riegger**^) 
sind  die  Massen   ringförmig    (m^) 


^^ 


:^ 


^sssass^ 


9.  /j^',//.7}}f}}}f}}J. 


Fig.  341.  Fig.  342. 

Stimmgabel  mit      Tonpllz  nach  Hahne- 
Resonator.  mann -Hecht. 


Fig.  343. 
Reintöner  nach  Gerdien-Riogger. 


bzw.  zylindrisch  (wj) ;  die  Richtkraft  wird  hier  von  zwei  dünnen 
Stahlplatten  ausgeübt,  die  mit  den  Massen  aus  einem  Stück  ge- 
dreht sind.   Die  Frequenz  v  dieser  Schwinger  berechnet  sich  nach: 


-c(-'+-M. 


XY.  Theorie  der  Koppelschwingungen. 

§  117.    Freie  ungedämpfte  Koppelschwingungen. 

Der  allgemeine  Ansatz  für  Schwingungen  zweier  gekoppelter 
Teilsysteme  schreibt  sich  nach  der  Bezeichnungsweise  von 
M.  Wien 224)  wie  folgt:  ' 

+  25^X1  +  ^?^i  +  ^1*3  +  2^^(71  ig  +  v\&^x^  =  0; 

+  2  (Jgig  +  V?  i-g  +  q^x^  +  2  (Jgagii  +  rj  i?gXi  =  0; 

wo  ^1  Ol  (^1  ^2  <^%  ^2  ^c  Koppelungsbeiwerte  sind. 

1.  Lassen  wir  in  (1)  mit  ^j  =  ^2  =  0  die  Därnj^fung,  mit 
Q\  —  ^2  =  ^  ^li^  Trägheitskoppelung,    mit  oi  =  02  =  ^  ^^^  ^i" 


(1) 


1-^ 
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(2)  |-i  +  y?ari  +  r?diX2=0; 


=  0 


bungskoppelung  verschwinden,  so  erhalten  wir  die  ungedämpften 
Eigenschwingungen  des  Systems  mit  Kraftkoppelung: 

[  X3  +  V?  ^2  +  r  J  ^2  ^1  ==  ö  • 

Hier  lassen  x^  und  x^  Lösungen  der  Form  A^^  zu,  durch  deren 
Einsatz  sich  für  i,  die  Gleichung  vierten  Grades  findet: 

^'  +  vl      v\^, 

vl»2       ^^  +  ^1 
mit  dem  Lösungsergebnis: 

(3)  i«  =  -i {y\  +  vl±  y(vl^v])^  +  4vlvlJ;^)  . 

Der  Klammerinhalt  ist  stets  positiv,  sofern  ^1 1?2  '^  1  g^^^  5 
er  werde  für  das  negative  Zeichen  mit  2  nj,  für  das  positive  mit 
2  nl  bezeichnet.  Demnach  gibt  es  für  k  die  beiden  Lösungspaare 
+  in^  und  ±  in^  .  Setzt  man  voraus,  daß  v^  größer  als  v^  ist, 
und  {vi  —  rj)2  groß  gegen  4  v\  vi  d^  ^g,  so  lassen  sich  angenähert 
nl  und  nl  wie  folgt  darstellen  [durch  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel in  (3)]: 

(3a)  ni  =  vl-  ^J  -:'-^4 ;      n?  =  V?  +  "'  f '''  !* . 

^2  -—   »'l  ^i  —  Vi 

Sowohl  für  Xi  wie  x^  erhält  man  so  statt  des  Exponentialansatzes 
e^*  eine  aus  zwei  Schwingungen  bestehende  periodische  Lösung: 

l  Xg  ==  ^2  sin  {nat  +  a)  +  BgSin  (n»,i  +  /^) . 

Jedes  Teilsystem  schwingt  also  nach  der  Koppelung  mit  zwei 
Eigenfrequenzen  n^  und  t^^,  die  gegenüber  den  ungekoppelten 
Frequenzen  v^  und  Vj  auseinandergerückt  sind. 

Wie  man  sich  leicht  (^urchEinsetzen  in  (2)  überzeugt,  muß  gelten : 

(o)     ^=^^— — -        =-^i;«2;      ^3=^1: —2:0:- =  ^1^1. 

Es  bleiben  also  nur  die  vier  willkürlichen  Litegrationskonstan- 
ten-4i,jBi,  a,/S  übrig,  die  durch  die  Anfangsbedingungen  zu  be- 
stimmen sind.    Setzen  wir  als  solche  z.  B.  für  ^  =  0  fest: 


.  ^^1=  Aj^  sin  {nat  +  a)  +  B^  sin  {ni,t  +  ß) ; 


(ß) 
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Eine  leichte  Zwischenrechnung  liefert: 


(7)  A,= 

und  damit: 


-     —  ,     i^i  = —  ;     X  =  ß  = 

X^  -J-  X^  ^1   "T  ^2 


^ 


(8) 


ari 


P ... 

^1     1     ^2 


X2  = 


pXjXj 


Xi  +  «2     L 


«1  sin  ^na<  +  2  )  +  ^2  ain  (^11^«  +  ^jj ; 


Danach  ergeben  sich  sowohl  Xi  wie  x^  als'  Schwebungen  (nach 

2  JT 

§  34)   mit  der  Schwebungsdauer  Tg  = ;  die  Amplituden 

^b  —  W-a 

von  Xi  schwanken  zwischen  ±  p  und  ±  p 


^1       ^2 
«1  +  ^2 


,  diejenigen  von 


aTj    zwischen    Null    und     ±2  p 


^1  ^2 


mit    entsprechendem 


.2  ..  -     -  -  ''   X^+  X2 

Pendeln  der  Energie   zwischen   den  Systemen  (Fig.  344).     Die 
Stärke  der  Schwingung  im  System  X2  ist  abhängig  von 

X,  X9  v\  v\  ^2  ^2 


(9) 


l  ^% 


^1  +  ^2 


und  um  so  beträcht- 


licher, je  stärker 
die  Koppelung  ^^ 
t?2  gewählt  wird 
und  je  mehr  die 
ungekoppelten  Sy- 
steme gleichge- 
stimmt (vj  —  v\  so 
klein,  als  nicht- 
gegen  die  Voraus) 
Setzungen  von  (3a) 
verstoßen  wird) 
sind. 

Zur  Untersu- 
chung der  Gleichstimmimg  der  beiden  Teilsysteme  {v\  =  vj  =  y*) 
knüpfen  wir  an  an  (3)  und  finden: 

(10)  nl  =  V«  (1  -  y^7i?7)  ;     nj  =  r?  (1  +  V^)  • 


Fig.  844.  Ungcdimpfte  Koppelschwingungen. 
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Statt  der  einen  gemeinsamen  Eigenfrequenz  v  erscheinen  jetzt, 

falls  1?  =  yi?i  #2  tlein  ist  gegen  1,  zwei  Frequenzen  n^  =  r  ( 1  •—  «^ ) 

I        &\  \        ^1 

und  n^  =  r  1 1  +  -  J  um  gleiche  Beträge  oberhalb  und  unterhalb 

von  V,    Daraus  ergibt  sich  der  Koppelungsfaktor: 

^^  nb  —  ng 

V 

'  -^  wird : 


(11) 


Die  Schwebungen  beider  Teilsysteme  verlaufen  zwischen  0  und 
±  p ;  die  Schwingungsenergie  geht  zeitweilig  völlig  aus  dem  System 
x^  in  x^  über.    Die  Dauer  der  Schwebungen  wird  nach  §  34 

(13)  T,=  -'^=% 

fif,  —  ria       vir 

Die  Schwebungsdauer  wird  um  so  kürzer,  je  stärker  die  Koppe- 
lung ist. 

Man  kann  auch  noch  die  Zahl  N  der  auf  eine  Schwebung  im 

2  Ji 
Mittel  entfallenden  Schwingungen,  deren  Dauer  T  =  —  ist,  be- 
rechnen durch 

T         1 

(14)  ^-i=^- 

t?  kann  also  höchstens  =  1  werden. 

2.  Lassen  wir  jetzt  aus  (1)  mit  5^  =  5^  =  0,  #1  =  ^2  =  0, 
a^  =  aj  =  0  das  System  mit  Trägheits-  oder  Beschleuni- 
gungskoppelung: 

(15)         Xi  +  vlxi  +  Q^X2  =  0;    ig  +  vi ar^  +  n  ^i  =  0, 
hervorgehen,  so  erhalten  wir  wiederum  die  Eigenfrequenzen: 

"->  =  .•>! 
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mit 
(16) 


;i«  = 


1 


2(1  ~(?,^,) 


(v?  +  vl±  i(vl  -  r?)«  +  4  vj  r»  g,  q,) 


und  bei  entsprechender  Vorzeichenanordnung;  hiernach  lassen 
sich  die  periodischen  Lösungen  (4),  (8),  (11)  leicht  in  analoger 
Weise  wie  zu  1.  aufstellen. 

Die  Frequenzen  n^  und  n^  aber  nehmen  in  dem  Grenzfalle,  daß 
(^2  —  ^i)*  groß  gegen  ist  gegen  4  v?  vi  g^  g^,  die  Betrage  an : 


(17)  n^  =  (.?  — ^'#^1)     J  _ ; 


«J=  »•?  + 


2     2 


'i  nQi  Q2\ i 

rl-7'l  )  l-ßiöä  ' 


Es  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  auch  hier  durch  die  Koppelung 
die  Frequenzen  der  ungekoppelten  Systeme  stets  auseinander 
gerückt  werden. 

Im  Falle  der  Gleichstimmung  yj  =  vj  =  v*  findet  sich : 


(18) 


n2  = 


,8 


Flg.  345. 
Gekopp3lte  elektrische  Schwlngungskreise. 


'3.  Ist  sowohl  Kraft-  wie 
Trägheitskoppelung  vorhan- 
den, so  kombinieren  sich  die 
bisherigen  Ansätze  für  die 
Frequenzen  n^  und  tIj  und 
zwar  ist  die  Wirkung  der 
beiden  Koppelungsarten  die, 
daß  sie,  wenn  beide  #  und 
beide  g  gleiche  Vorzeichen 
haben,  einander  bezüglich  der 
Beeinflussung  der  Frequenzen 
entgegen  arbeiten.  Man  er- 
kennt dies  aus  den  Ansätzen 


für  Ua  und   %  im  Falle  gleichgestimmter  Einzelfrequenzen: 


(19) 


w«  =  - 


rMl-V'^i^s) 


nb 


Für  gleiche  Koppelungsstärken  d^dg  =  g^g^  stimmen  dann  die 
Koppelungsfrequenzen  mit  der  gemeinsamen  Teilsystemfrequenz 
überein.    Andererseits  ergibt  sich  bei  Verschiedenheit  der  Teil- 


§118.  Freie  ungedämpfte  Koppelschwingungen. 
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Systemfrequenzen  für  ^^  =  g^  und  ^2  =  ^2 »  ^^^  ^®  Koppelungen 
einander  gerade  aufheben  und  somit  n„  =  r^  und  w^  =  v^  wird; 
ein  Energieaustausch  zwischen  den  Teilsystemen  findet  dann 
nicht  statt. 

Bei  elektrischen  Schwingungen  ist  die  Beschleunigungs-  (in- 
duktive oder  magnetische)  Koppelung  stets  positiv,  die  Kraft- 
(kapazitive)  Koppelung  stets  negativ,  wie  sich  aus  den  für  Fig.  345 
gültigen  Schwingungsansätzen  ergibt: 


(20) 


/•iT+(^.+«>t--«..§-/"''-J:r'^'^ 


a^-'  +  (t,  +  «)^^;--Ji/,.'"' 


dt 


/ 


^12 


dt; 


oder: 


(21) 


(A  +  L\)  l,  +  M,,i,  +  i,  (i-  +  --)  -  fi-  =  0; 

\Oi  ^12'  ^12 


(Lg  +  L$) ig  +  ifi2»i  +  »2  U"  + 


^12^  ^12 


0. 


Daher  nehmen  für  elektrische  Schwingungskreise  bei  Gleich- 
stimmung der  Teilsysteme  die  Ansätze  die  Gestalt  an: 


(22) 


n-  =  V« 


(1  -  '»)  . 

1  +  e"' 


nx  =  r 


2 


d.  h.  die  induktive  und  kapazitive  Koppelung  wirken  im  gleichen 
Sinne  verschiebend  auf  die  Teilsystemfrequenzen. 


§  118.   Freie  gedämpfte  Koppelschwingungen. 

1.  Behalten  wir  nunmehr  zur  Untersuchung  gedämpfter 
Koppelungseigenschwingungen  die  Dämpfungen  d^  und  d^  in 
Ansatz  (1),  §  117,  bei  (unter  Fortlassung  der  Trägheitskoppelgheder 
wie  oben),  so  ergeben  sich  die  Eigenfrequenzen  n\  =  i'f  —  d^ 
sowie  n\  =  v\  —  öl  und  es  haben  die  Gleichungen: 


(1) 


{ 


ij  4-  2  ^1  ij  +  v\  x^-\-  v\0^x^  =  0\ 
i^  +  2  ^2  ^2  +  ^2  J^2  +  ^2  ^*^2  3^1  =  0 
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partikuläre  Integrale  der  Form  e^^  wo  sieh  die  X  aus  der  Gleiehung 
vierten  Grades 


(2) 


0 


vl&,       X^ +  26^1  + vi 
bestimmen.    Im  allgemeinen  existieren  vier  Lösungen: 

(3)  {^^ 

also  zwei  Koppelfrequenzen  n^  und  ni,  der  Dämpfungen  da  und  df,^ 
womit  sich  für  Xi  und  x^  die  allgemeinen  Integrale 

(A\      f  ^1  ^  Aie-^a^sm(nat+  aj  +  B^  e-^b^ sin (ni,t  +  ß^); 


Ix^^Ai 
[  X2  =  A2 


e-V  sin  (na<  +  «2)  +  B2e-^b^mx(nbt  +  ß^) 


finden.  Durch  Ansätze  entsprechend  (5)  §  117  vermindert  sich  die 
Anzahl  der  willkürlichen  Integrationskonstanten  auf  4,  deren  Be- 
stimmung mit  Hilfe  irgendwelcher  Anfangsbedingungen  ent- 
sprechend (6)  geschieht. 

Hier  beschränken  wir  uns  darauf,  die  beiden  Paare  überein- 
andergelagerter  gedämpfter  Schwingungen  Xi  und  x^  (4)  hin- 
sichtlich ihrer  Frequenzen  n^  und  n^  und  ihrer  Dämpfungen 
ö^  und  öf^  zu  untersuchen.  Es  handelt  sich  also  um  den  Aufbau  der 
Lösungen  (3)  der  Gleichung  vierten  Grades  (2)  aus  den  Beiwerten 
der  Schwingungsansätze  (1).  Diese  ziemlich  verwickelte  Unter- 
suchung hat  M.Wien***)  durchgeführt.  Seine  Resultate,  denen 
wir  folgen,  gelten  nur  in  der  Nähe  der  Gleichstimmung  der  Teil- 
systeme, d.  h.  unter  der  Voraussetzung,  daß  An  =  n^  —  n^  klein 
gegen  Wj  und  Wj  ist.  Femer  werden  nur  kleine  Dämpfungen  d  und 
Koppelungen  d  =  yi?i ^^^^^^^^^^^ derart, daß  d^,  '&^n^,A n^ gegen 
n*  vernachlässigt  werden. 

Im  Falle  gleicher  Dämpfung  ^^  =  (5^  =  5  gestaltet  sich  das  Er- 
gebnis sehr  einfach.  Zunächst  sind  die  Koppeldämpfungen  eben- 
falls einander  gleich  und  identisch  mit  den  Teilsystemdämpfungen : 

^o  =  ^fc  =  ^1  =  <^2  ~ 
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(^) 


Die  Frequenzen  aber  ermitteln  sich  nach 


nl\      nl  +  nl      1 


nl 


i 


2       T  2  /W^ <y  +  4 »i&^n\Tii, 


WO  bedeutet 


''l  Ol  >        ^9  —   *'2  O«  > 


und  wo  gilt  n^  >  n^,  Ist  n^  —  n^  =  An  groß,  so  wird  wieder  an- 
genähert: 


(6) 


^a  =*  ^1  — 


nj  na  i?i  Ä 


s 


tla  —  U^ 


Wa  =  >*9  i 2 r 

n^  —  Wi 


Die  Erscheinungen  verlaufen  also  bezüglich  der  Verschiebung 
der  Frequenzen  ganz  entsprechend  denen  bei  ungedämpfter  Koppe- 
lung. Insbesondere  findet  sich  hier  bei  Gleichstimmung  der  Teil- 
systeme (74  =  Wj  =  n) 


n2(l  -  fi^^J;      nj  =  n«(l  +i »,'»^) , 


In  diesem  Falle  ergeben  sich  gedämpft  verlaufende  Schwebun- 
gen  nach  Fig.  346. 


^    Pr/rrrärkre/s 


;-— -— .^^  Sehundärkmis 


Fig.  346.  Gedämpfte  EoppelBchwingungon. 
Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl. 
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Sind  die  Teildämpfungen  d^ ,  d^  ungleich  (^2  >  ^1 »  «^2  —  ^1=  ^1  ^), 
die  Frequenzen  n^  =  »2  =  ^  ^^r  gleiehgestimmt,  so  sind  drei 
Fälle  zu  unterscheiden: 

/IM 

a)  -2~  <^^n^  (vorherrschende  Koppelung); 

b)  -^  =  ö^n«; 

4 

c)  -   .  -  >  ^^w^  (vorherrschende  Dämpfung). 

Zur  Abkürzung  führen  wir  nun  eine  Größe  nO  ein,  die  im 
Falle  a)  mit  [/^«n«  -      -      ,  im  FaDe  b)  mit  Null,  im  Falle  c)  mit 

'd^n^  gleichzusetzen  ist.    Dann  finden  sich:  zu  a)  zwei 

d  +  <J 
Koppelschwingungen  gleicher  Dämpfung  ^a  =  ^J^  =  ~~^ — -  >  aber 

verschiedener  Frequenz: 


X    _\    X 

zu  b)  zwei  Koppelschwingungen  gleicher  Dämpfung  ^a  =^  ^6  =  -  ^— 
und  gleicher  Frequenz: 


n^  =  ni,  =  nl/l-  — ; 
zu  c)  zwei  Koppelschwingungen  gleicher  Frequenz: 


(8)  71«  =  %  =  wl/i ; 

aber  verschiedener  Dämpfungen: 

oder  angenähert: 

(10)  ^.=  <5,  +  -j^-;      a»  =  <J,-^^. 


§  118.  Freie  gedämpfte  Koppel»chwingungen. 


643 


Die  Dämpfungen  der  Teilsysteme  werden  also  durch  die  Koppe- 
lung einander  genähert.  Ist  die  Koppelung  vorherrschend  (0*  <  0), 
so  treten  zwei  Koppelfrequenzen  auf  und  die  Schwingungen  ver- 
laufen als  Schwebungen;  bei  loser  Koppelung  (0*  ^  0)  gibt  es  nur 
eine  Koppelfrequenz.  Ist  in  diesem  Falle  das  Primärsystem  a^  äußerst 


t-;-;^ primär  versiarkie  Dämpfung 


^<g.;:^ sekundär  verminderte  Dämpfijng 


Flg.  347«  Lose  Koppelung,  schwache  primftre  Dämpfung. 


primär  vermindeHe  Dämpfitng 


Flg.  348.  Lose  Koppelung,  starke  prim&re  Dämpf ung. 


schwach  gedämpft  (b^  =  0),  so  erhält  gleichwohl  die  entsprechende 
Koppelschwingung  a  eine,  wenn  auch  schwache,  Dämpfung,  wäh- 
rend die  Dämpfung  derKoppelschwingung  h  ungefähr  derDämpf ung 
des  Systems  x^  entspricht;  daher  werden  die  Schwingungen  der 
Frequenz  n^  stark  gedämpft,  und  es  bleibt  nur  die  schwach  ge- 
dämpfte Frequenz  ik^  übrig.  In  der  Fig.  347  ist  dargestellt,  wie  in 
diesem  Falle  die  Koppelschwingimgen  verlaufen,  während  Fig.  348 
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den  entgegengesetzten  Fall  starker  primärer  bei  schwacher  se- 
kundärer Dämpfung  darstellt.  Kommt  es  darauf  an,  die  Energie 
auf  das  Sekundärsystem  zu  übertragen,  so  ist  offenbar  der  Vorgang 
nach  Fig.  347  der  günstigere. 

M.  Wien  hat  in  seiner  Untersuchung  auch  den  FeJl  verschiede«» 
ner  Frequenz  der  Teilsysteme  (n^  ^  n^)  behandelt.  Es  würde  zu 
weit  führen,  diese  Ergebnisse  hier  noch  hinzuzufügen  angesichts 
des  Umstandes,  daß  in  der  Praxis  meist  mit  Gleichstimmigkeit  der 
Teilsysteme  gearbeitet  wird  (n^  —  w,  =  w). 

Dagegen  wollen  wir  noch  kurz  die  Ermittlungen  einer  Arbeit 
von  P.  Drude***)  über  die  Frequenzen  und  Dämpfungen  gleichge- 
stimmter (rii  =  n,  =  n)  kapazitiv  gekoppelter  Systeme  mitteilen. 
Hier  handelt  es  sich  also  um  die  Ansätze 

f^i  +2^iii  +v\x^  +  Q1X2  =0; 


[^2 


+  2  6^X2  +  i>ix2  +  Q2X1  =0 


mit  dem  Koppelungskoeffizienten  q^  =  q^q^.  Wir  führen  die 
Hilfsgröße  P^n^  =  Q^n^  —  Ad^  ein,  die  im  allgemeinen,  wenn  die 
Dämpfimgen  nicht  zu  stark  sind,  sich  von  q^  n*  nicht  sehr  unter- 
scheiden kann.    Dann  finden  sich  die  Koppelfrequenzen 


(12) 


na\  ^ 


n 


und  die  Dämpfungen: 

Für  vorherrschende  Dämpfung  gelten  die  gegebenen  Ansätze 
nicht.  Überhaupt  ist  mit  den  zitierten  Veröffentlichungen  von 
M.  Wie n  und  P.  Dr  ude  die  Erörterung  der  Frequenzen  und  Dämp- 
fungen der  Koppelschwingungen  keineswegs  abgeschlossen.  Viel- 
mehr greift  neuerdings  deren  erweiterte  Untersuchung  für  beliebig 
verschiedene  Teilsystemfrequenzen  und  alle  Koppelungsgrade  Platz 
im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Zwischenkreisröhrensender, 
insbesondere  mit  einer  bei  deren  Betrieb  auftretenden  Art  von 
Instabilitätserscheinimg,  dem  sogenannten  „Ziehen''.  Die  hier 
vorliegenden  Ansätze  sind  im.  Literaturverzeichnis  angeführt***). 
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§  119.   Die  einwellige  Besonanzkurre^^'). 

1.  Die  Amplitude  Xq  einer  erzwungenen  gedämpften  Schwin- 
gung X  +  2  (Si  +  v^x  =  -4  sin  cot  hängt  von d,v,A,(o wie  folgt 

ab:  |a;|  =  Xq  =  A  [(v*  —  co*)^  +  4  (J^  ö>T     ,  und  nimmt  mit  von 

0  bis  00  wachsender  Erregimgsfrequenz  co  bei  konstant  gehaltenem 

A 
A  von  —  über  ein  Maximum  bis  0  ab.  Das  Amplitudenmaximum 

V 

tritt  ein  für  cOr  =  v^  —  2  6^  =  n^  —  d^,  wo  n  die  Eigenfrequenz 

des  gedämpften  Systems  bedeutet.  cOr  heißt  die  Besonanzfrequenz, 

A^ 
und  das  AmpUtudenmaximum  hat  den  Wert  Xomax  =  — r~  • 

2  du 

Die  bei  dem  Schwingungsvorgang  in  einer  Periode  umgesetzte 
Energie  (die  Schwingungsintensität)  hat  den  Wert: 

(1)  J  =  2  -L^  =  2  ^^'^  =4»Cü8[(v«  -  a>«)H4<J^cü»]-i. 

Deren  Maximum 

A^ 

(2)  «^max=-T?^  (Erregungsamplitude  konstant) 

liegt  bei  co^  =  v,  wenn  die  Erregeramplitude  A  Tiiederum  kon- 
stant gehalten  wird. 

Hält  man  aber  die  Energie  der  erregenden  Schwingung  ^  sin  o)  < , 
nämlich  E  =  A^  co^  konstant,  so  tritt  das  Maximum  der  erzwunge- 
nen Schwingungsenergie  ein  bei  cw,.  =  n*  —  5*,  und  es  hat  den  Wert 

A^  0)^  E 

(3)  Jmax  «  4^7j^  ^  4  j2^2  (Erregungsenergie  konstant) 

Mit  abnehmender  Dämpfung  d  erhält  man  immer  höhere  Re- 
sonanzmaxima  (sowohl  der  Amplituden  wie  der  Intensitäten) ;  die 
Schärfe  der  Resonanz  nimmt  mit  abnehmender  Dämpfung  zu,  in- 
dem die  Breite  der  Resonanzkurve  abnimmt;  die  Resonanzkurven 
erhält  man,  indem  man  Xq,  J  oder  J  :  Jj^^x  ^^  Funktion  von  cü 
oder  auch  a>  :  v  graphisch  aufträgt. 

Bildet  man  z.  B.  aus  den  Ansätzen  (1)  und  (2)  den  Quotienten: 

(4)  -/ ■ 


max 


1  +  7 
4 


v^    I    V  (X}\ 

Ö^   \(D  vi 
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so  ergibt  sich  durch  graphische  Auftragung  das  Bild  349.   Fragt 


(O 


man  nun  nach  denjenigen  Werten  von  f  =  — ,  für  die  J  :  Jmax  =  ^ 

V 

wird,  so  ist  die  Gleichung  zu  lösen: 

mit  dem  angenäherten  Ergebnis 
(für  d  <v  gültig) 


fi'=i  + 


f.  =  1  + 


V 

6» 


2  y     y  y2 ' 


V  V     f  V^ 


Fift.  349.  Kesonanzbrelte  und  Dftmpfunj;. 


^■^ 


Damit  wird  aber  die  Breite 
der  Resonanzkurve 


^'=v} 


1  + 


d* 


yi 


also  mit  abnehmender  Dämpfung  abnehmend. 

Aus  der  Gestalt  der  Resonanzkurve  in  der  Umgebung  der 
Resonanzstelle  kann  man  die  Dämpfung  ermitteln. 

Man  geht  aus  von  dem  Quotienten  J^jax  •  «^  ^^^  (^)  ^^^  W' 


(5) 


max 


:J  = 


4^2(y2_52) 

Durch  Einführung  der  Eigenfrequenz  n^=v^—d^,  deslogarith- 
^e„  I.t.„  J.  .  =  »'-^  J  ^  Re»».zW,  Jung 


n 


n 


2_  A2 


=  1  -  -  ^i  =  i^ 


71- 


4jr2 


w 


findet  sich  aus  (5) 

(6)  «/max  ■  *f 


+  1. 


Daraus  ermittelt  sich  aber  das  logarithmische  Dekrement 


(7) 


b  =   ±.T 


3  Q 


1 


«'max         «^ 


WO  das  Vorzeichen  stets  so  zu  wählen  ist,  daß  b  positiv  A^ird.  Be- 
stimmt man  nun  auf  der  vorliegenden  Resonanzkurve  (Fig.  350)  die 
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beiden  J  =  i  *^mAx  entsprechenden  Punkte  mit  den  Abszissen  (o^ 
und  a>i ,  so  hat  man : 


b  =   —  71 


8  2 

COr  -^  a>a 


71= 


b=  +7r 


2  2 


oder 


s  ^  5  ^^j 


Cf>; 


,2 


2        w^ 

Nun  kann  man  bei  kleinen  Däinj)- 
f ungen  angenähert  n^  =  coi  setzen ; 
auch  ist  angenähert  in  der  Umge- 
bung der  Resonanz :  cOi  +  ö>2  =  2  o), . 

Damit  wird  aber  endgültig  das 
logarithmische  Dekrement 


'max 


(8)  b  =  Jl     -         -i  .  ^/^r^2 

^*"  Fig.  850. 

Eine     andere    Bestimmung     von  Bestimmung  des  Dekrementes. 

b  ergibt  sich  aus  dem  Dämpfungs- 
faktor  e"''*  der    freien   Schwingung.    Dieser  nimmt  nach  Ver- 
lauf der  2ieit  t  =  ^  den  Wert  —  an ;  nach  -„-  Sekunden  ist  also  die 

o  e  o 

Amplitude  durch  die  Dämpfung  auf  ^-^  herabgesunken.  Anderer- 

2,71 

seits  ist  das  logarithmische  Dekrement  i?  definiert  durch 

(9)  h=^d^Td, 

n 

wo  T  die  gedämpfte  Schwingungsdauer  bedeutet. 
Demnach  wird 

1  T 

T=^=b" 


oder 
(10) 


T  =  ^  =  ^- 
b      T 


Demnach  ist  -  gleich  der  Anzahl  N  von  Schwingungen,  inner- 

^  1 

halb  deren  die  Amplitude  auf  -  ihres  anfänglichen  Wertes  herab- 

^  1         1 

sinkt.    Die  Energie  sinkt  innerhalb  derselben  Zeit  auf   -  =  -  - 

^^       7,4 

herab. 
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%  120.  Erzwungene  Koppekehwingungen. 

1 .  Erregt  man  ein  gekoppeltes  System  durch  eine  sinusförmige 
Kraft  nach  dem  Ansatz 

II)  /^^  "*"  ^^^^^  +^a?i  +  v]d^X2  =  a  sin  ot, 

\x2  +  20^X2  +  vja:2  + vj^s^x  =  0» 

so  ermittelt  man  leicht  die  Schwingungsamplitude  in  den  beiden 
Teilsystemen  durch  die  Vektormethode  nach  §  43,  indem  man  statt 
der  Zeitwerte  a sin  co^  Xj,  x,  die  Symbole  a,  Ji,  Jj  einführt.  Mit. 
den  Abkürzungen 

(2)     iii^'^i  —  ^^  +  ^^i^i'       h  ^vl  — (0^  +  2  diu)  j, 


1  a  =  ai  fe  -  ^^ 


findet  sich: 

(3)  h  =  -vl  9,  5*  =  -  vl&,  --;      y,  =  ^^'~  . 

h2  i  h 

Auch  die  Phasenverschiebungs^inkel  lassen  sich  leicht  berech- 
nen, z.  B. 


(4) 


COS 


(h^  li)  =  cos  (-  vl&i  -5^-,  El  j 


C08(-l,  J2)  =  -— = 


'?  —  CO^ 


Geht  man  wieder  zu  den  Zeitwerten  Xi,  x^  zurück,  so  findet 
man  deren  größte  Ausschläge  X^  und  X^  als  die  Absolutwerte 
der  entsprechenden  Vektoren,  also: 


(5)  Z,  =  |E,|  =  -t^-^;     X3  =  |E,|  =  r?t?,J-^ 


So  werden  die  Ausschläge  Funktionen  der  Erregungsfrequenz  od  ; 
für  Xi  ergibt  sich 


(6)  Xi  =  a  ^ 


mit 

p  =  CO*  -  coMv?  +  r?  +  ^d^d,)  +  vlvl 
und 


V 


(7)  A'.  =a-...=^'^-*-    .. 
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Diese  Ansätze  liefern  die  Besonanzknrven  gekoppelter  Systeme, 
wenn  man  Xi  bzw.  X2  in  Abhängigkeit  von  co  aufträgt.  Die 
Untersuchung  dieser  Kurven,  die  im  allgemeinen  vom  10.  Grade 
sind,  ist  ziemlich  verwickelt***) ;  doch  entstehen  für  feste  Koppelung 
und  nicht  zu  starke  Dämpfung  gleichgestimmter  Teilsysteme  Ge- 
stalten etwa  nach  Fig.  351. 

Die  auftreten- 
den Maximaliegen  1^^^ 
ungefähr  bei  den 
Koppelfrequenzen 
der  Systeme  (vgl. 
§117),  deren  Kop- 
peldämpfungen da 
und  dl,  man  nach 
der  in  §  118  be- 
schriebenen Me- 
thode finden  kann. 
Auch  die  Koppe- 
lung kann  man 
nun  ermitteln  mit  Hilfe  von  Gl.  (12),   §  118,   aus 


/l 


CO 


Fig. 


ni 


351.  Zweiwellige  Besonanzkurve  bei  starker  Koppelung 
and  schwacher  Dimpfung. 


yi  +  p ' 


1  - 


n 


a 


Thk. 

Es  findet  sich  P  = :      und  somit 


(B) 


1+     - 
Q^  =  QiQ2-  P^+       rea- 


lst die  Koppelung  loser,  so  rücken  die  beiden  Maxima  näher 
zusammen;  bei  stärkeren  Dämpfungen  werden  sie  flacher  nach 

Fig.  352. 

In  diesem  Falle  wird  das  angegebene  Ermittelungsverfahren 
für  Ua  und  n^ ,  da,  di,  unanwendbar.  Dann  ist  die  Resonanzkurve 
nach  einem  Verfahren  experimentell  aufzunehmen,  welches  die 
Wirkung  der  einen  Schwingung  auf  das  Meßinstrument  aus- 
schaltet.  An  den  so  für  jede  einzelne  Schwingung  getrennten  Re- 
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sonanzkurven  (gestri- 
chelt in  Fig.  352)  lassen 
sich  die  Bestimmungs- 
stücke  der  gekoppelten 
Systeme  wie  oben  er- 
mitteln .Die  Meßmetho- 
de ist  auf  Veranlassung 
CO  von  J.  Zenneck***) 
^a      '^-b  ^  ^^d    ^-     Fischer^s») 

Flg.  352.  Zweiwellige  Kesonanzkurve  bei  schwacher        ausgearbeitet    Worden. 
Koppelung  und  starker  D&mpfung.  n     tt      j  ix  •  i. 

2.  Handelt  es  sich 
um  die  Energieverhält- 
nisse in  dem  gekoppelten  System,  so  muß  man  auf  die  nicht  ge- 
kürzten Schwingungsgleichungen : 


(9) 


l 


Li  ij  +  ^i'^i  +  TT  ^1  -\-  M  x^  ==  a  sin  cü  / , 
Lg  .r^  +  Wo  .To  +  TT  ^2  +  ^^  ar^  =  0 


zurückgehen.    Wir  führen  wieder  zu  1.  die  Abkürzungen  ein: 


(10) 


Dann  findet  sich: 


(11) 


_        M      _       (xM 

l'i  —  —  -   Si  —         — 

02  3 


Jl 


ÖJ2 

8 


Die  Leistungen  A^  und  -4a,  die  in  beiden  Kreisen  verbraucht 
werden,  finden  sich  nun  zu 


(12) 


!r      2  Ir     12 

-^1    ~   ^1      "2       '      ^2   "^    ^^2  '      2 


und  demnach  der  Wirkungsgrad 


(13) 


»; 


^1  +  ^2 

Der  Wirkungsgrad  nimmt  also  mit  wachsender  Koppelung  M 
und  abnehmender  primärer  Dämpfung  W^  zu.    Im  übrigen  er- 
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rechnet  sich  eine  günstigste  Frequenz  (o,  welche  dem  Wirkungs- 
grad Tj  ein  Maximum  verleiht,  aus  der  Extrembedingung: 

(1*)  Pro  =  «• 

Die  Ausrechnung  führt  auf: 

1  W'i 

(15)  ft)2  =  A_  ==yl  —  2dl=  ni  ~  Äj , 

d.  h.  das  Maximum  des  Wirkungsgrades  wird  erreicht  etwa  bei 
Übereinstimmung  der  Erregungsfrequenz  (o  mit  der  Eigenfrequenz 
des  Sekundärkreises  (vgl.  auch  §  119);  die  Frequenz  des  Primär- 
kreises ist  ohne  Einfluß  auf  den  Wirkungsgrad.  Dagegen  spielt 
die  Frequenz  %  eine  Rolle  bei  der  Beurteilung  der  Amplituden 
I  ji  I  und  I J2 1-  Diese  nehmen  Kleinstwerte  an,  wenn  Wj  =  w^  =  n 
=  0)  gewählt  wird,  also  die  Teilsysteme  untereinander  und  mit 
der  Erregungsfrequenz  gleichgestimmt  sind.  Das  System  schwingt 
dann  entsprechend  dem  Punkte  A  der  Frequenzkurve  in  Fig.  351. 
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1.  Der  Schlingertank  nach  Frahm*^*).  In  einem  Schiff 
(Fig.  353)  sind  zwei  kommunizierende  GrefäßeCC  eingebaut,  deren 
Spiegelräume  durch  einen  Kanal  KK  verbunden  sind. 

Das  Schiff  schwingt  für  sich,  wenn  die  Wasserbewegung  in 
den  Tanks  CC  durch  den  Verschluß  8  des  Kanals  KK  gehindert 
wird,  nach  dem  Ansatz  (§  69) 

(1)  e,-^^i+2K,^^^+Qm,<p^m,Q<p,sm^^t, 

wo  2Ki  -  -    den  Formwiderstand  des  Schiffes  gegenüber  den  Roll- 
dt 

bewegungen  bedeutet. 

Die  Wassersäule  in  den  Tanks  aber  schwingt  bei  in  senkrechter 
Lage  festgehaltenem  Schiff  (§  103)  nach 

(2)  mj-  +  2ßm^^+x^mz==0, 
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wo  m  die  Gesamtmasse  des    Tankwassers    bedeutet,    oder    mit 
z  =  Byf  (nach  der  Fig.  353) 


(3) 


mBy/'  +  2ßmBri>'  +  (x^mByj  =  0. 


Wird  jetzt  das  Schiff  und  das  Tankvasser  freigelassen,  so  wirken 
beider  Bewegungen  aufeinander  zurück. 


Fig.  353.  Anordnung  des  Schlingertanks. 
(Die  gestrichelte  Linie  durch  M  ist  horizontal  zu  denken.) 

Das  Tankwasser  wirkt  auf  das  Schiff  durch  die  Verschiebung 
seines  Gewichts  und  durch  seine  Trägheit,  die  nach  der  Figur  die 
entsprechenden  dynamischen  Größen  bei  der  Schiffsbewegung  ver- 
mindern. Die  Rückwirkung  des  Tankwassers  auf  das  Schiff  durch 
seine  Eigenreibung  in  den  Tanks  vernachlässigen  wir. 

Das  Moment  der  Gewichtsverschiebung  des  Wassers  findet 
sich  zu 

(4)  jyFozB=  ^yF.B^^i.. 

Die  Trägheit  eines  Wasserteilchens  dm  ist 

dm^~  =  dmyB-^^ 

in   Richtung  des  mittleren  Wasserfadens.    Die  Komponente  in 

F  d^w 

bezug  auf  den  Drehpunkt  M  aber  ist  dm  .  — B sin  (k-—-;    das 
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Moment  der  Trägheitswirkung  der  Gesamtmasse  wird  hieraus 
durch  Multiplikation  mit  r  und  Integration  r  von  0 bis  S  erhalten : 

(5)  F,B^h-^-dm  =  F,BN''y 


/rainoc 


0 

Setzt  man  die  Momente  der  Gewichtsverschiebung  und  Träg- 
heitswirkung in  die  Bewegungsgleichung  des  Schiffes  ein,  so  findet 
sich 

Betrachten  wir  nun  die  Bückwirkung  der  Schiffsbewegung  auf 
das  Tankwasser. 

In  Gl.  (2)  bedeutet  z  den  die  Wasserschwingung  hervorrufenden 
Druckhöhenunterschied,  oc^m  das  auf  die  Einheit  von  z  bezogene 
Wassergewicht  bei  in  der  MitteUage  (q>  =  0)  ruhendem  Schiff. 
Bei,  wie  in  der  Figur,  geneigtem  Schiff  ist  z  durch  B  {yj  —  <p)  zu 
ersetzen,  (x^m  durch  yF^;  es  findet  sich 

(7)  oc^inz  =  'yFQB{tp  —  (p). 

d^z 
Weiter  ist  in  Gl.  (2)  auch  das  Trägheitsglied  m  — ^  auf  den 

festen  Raum  zu  beziehen  durch  Hinzufügung  der  von  der  Schiffs- 
bewegung  <p  herrührenden  Beschleunigungswirkung.  Jedes 
Massenelement  dm  in  den  Tanks  erhält  demnach  in  Richtung  des 

mittleren  Wasserfadens   die  Beschleunigung  r  -—  — ^  sin  a ,   die 

Fq  dt^ 

ganze  Wassermasse  erfährt  so  eine  zusätzliche  Beschleunigungs- 
wirkung 

0 

Demnach  ist  statt  Gl.  (2)  zu  schreiben: 
(9)  MB^-F,N'^  +  2MßB^  +  yFoB(y,-<p)  =  0 


Ü54 


XV.  Theorie  der  Koppelfichwingungeu. 


oder  mit 


(10)  M  =  ^iFds  =  ''^0*0, 
9.1  9 


gN' 


yBSo 


Qr 


g 


"0 


=  vL2^  =  2.5, 


0 


in  vereinfachter  Form: 


(11) 


d^y^ 


dy) 


d^<p 


I  +  ^^'2-j7  +  ^^y'-Q2 -j^~  -v\(p^O. 


de-    '  '"'  dt    '   "'^      ^^   de 
Auch  die  Schiffsbewegungsgleichung  schreiben  wir  vereinfacht 


mit 


(12) 


2K,  _  Qm,        ,^    FqBN 

1     F^B*  2jt 


=  ei; 


+  2 <5i  — -  +  Vi 9?  —  ßi  -— n^vly)  =  rj 9^0 sm co < . 


(14) 


wie  folgt: 
(13)    --^ 

An  Hand  der  Differentialgleichungen  (11)  und  (13)  ist  nim  das 
System  zunächst  auf  die  Stabilität  der  freien  Schwingungen  zu 
untersuchen.    Es  darf  nämlich  die  in  A  biquadratische  Gleichung 

A2  +  2  ^1  ;i.+  v\      -  öl  ^*  -  *i  ^\ 

-  ÖS  yl«  -  vi  X%J^2d^X  +  vl 

=  tty  A^  +  a^  A^  +  «2  A^  +  ag  A  +  «4  =  0 

nur  Wurzeln  mit  negativ-reellen  Anteilen  haben,  wozu  nötig  wäre, 
daß  die  Beiwerte  den  Bedingungen  genügen  (§44): 

(15)ao>0,  a^>0,  a^a^—a^av^yO,  a^(a^a^  —  aQa^)  —  a^,a^>0,a^>0, 
In  den  Bei  werten  der  Determinante  (14)  ergibt  dies: 

(ao  =  1  —  öi^2>0,     a^  =  2(^1  +  A,)>0,    a^a^>  a^a^ 

oder 

1 


(16) 


^,         d,v\  +  d.y. 


2     > 


1—  Ö1Ö2  (^1  +  <52)V? 

was  man  nach  Wahl  einer  kleinen  positiven  Größe  0  <  c  <  1  durch 
die  Gleichung  ersetzen  kann 


(17) 


-± = z=  £ — 

(^l+^2)''l  1  —  Ö2Ö2 
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Damit  erhält  man  für  die  vierte  Ungleichung  (15): 


1   —  Q1Q2  ^1 

Die  letzte  Ungleichung  (15)  aber  lautet  einfacher 
(19)  l-di>0. 

An  Hand  der  Ansätze  (16)  bis  (19)  findet  man  so  die  Grenzen, 
in  denen  die  Beiwerte  zu  wählen  sind,  damit  das  System  Schiff- 
Tankwasser  überhaupt  stabil  ist;  vor  allem  müssen  die  Beiwerte 
der  Trägheits-  und  der  Kraftkopplung  Qi  Q2  bzw.  i?i  kleiner 
als  1  sein. 

Femer  findet  man  nach  §  120  die  Größe  der  Ausschlagwinkel  q? 
und  y;  für  die  erzwungene  Schiffsschwingung  im  Wellengang.  Es 
ist  der  Zweck  des  Tanks,  die  Schiff srollwinkel  cp  klein  zu  halten. 
Dies  wird  erreicht,  wenn  man  die  Eigenfrequenzen  des  Schiffs 
und  des  Tankwassers  gleich  macht: 

n?  =  rj  —  <J?  =  nj  =  yj  —  (^2  =  n^, 

und  wenn  die  Erregimgsfrequenz  co  mit  der  gemeinsamen  Eigen- 
frequenz übereinstimmt ;  man  hat  also  den  Punkt  Ä  der  Resonanz- 
kurve Kg.  351  zu  wählen.  Nun  ist  aber  nicht  zu  erwarten,  daß 
die  Frequenz  der  Meereswellen  stets  mit  den  Eigenfrequenzen  eines 
gegebenen  Schiff-Schlingertanksystems  übereinstimme;  deshalb 
muß  man  die  Kopplung  der  Teilsysteme  groß  wählen,  damit  die 
Besonanzkurve  in  der  Umgebung  des  Punktes  A  so  flach  verläuft 
wie  in  Fig.  351.  Die  Kopi)elungen  wirken  aber  in  unserem  Falle, 
da  sie  gleiche  Vorzeichen  haben,  einander  entgegen,  wie  sich  aus 
Gl.  (19),  §  117,  ergibt.  Es  ist  deshalb  notwendig,  ^1^2»  d-  ^-  ^® 
Trägheitskoppelung  groß,  i^i,  die  Kraftkopplung,  klein  zu  ma- 
chen, was  übrigens  auch  mit  den  Forderungen  der  Ungleichungen 
(16)  bis  (19)  übereinstimmt.  Die  Dämpfimgen  der  Teilsysteme 
dürfen  nicht  zu  groß  werden,  weil  sonst  der  Sperrbereich  der  Re- 
sonanzkurve gegen  die  Frequenzen  der  Meereswellen  weniger  aus- 
geprägt wird  (vgl.  Fig.  352).  Diese  Forderung  kann  wohl  in  Ein- 
klang mit  den  obigen  Ungleichungen  gebracht  werden,  sie  wider- 
spricht aber  etwas  der  Forderung,  daß  auch  die  freien  Schiffs- 
schwingungen möglichst  gedämpft  verlaufen  sollen.  Um  hier  etwas 
zu  erreichen,  macht  man  die  Dämpfung  62  der  freien  Tankwasser- 
schwingung etwas  größer  als  die  Dämpfung  di  der  freien  Schiffs- 
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Schwingung  durch  Regelung  des  Luftaustausches  zwischen  den 
Spiegehräumen  der  Tanks  vermittels  des  Schiebers  8.  Dadurch 
wird  die  Koppeldämpfung  (wegen  der  starken  Koppelung;  vgl. 


§118,  a)  da^ 


dl  +  d^ 


,  also  größer  als  die  ungekoppelte  Schiffs- 


dämpf  ung. 

Die  oben  aufgestellte  Forderung  starker  Trägheitskoppelung 
ist  wesentUch,  sonst  wäre  gar  nicht  zu  verstehen,  warum  die 
Schlingertanks  in  so  weiten  Bereichen  der  Wellenfrequenzen  ihre 
Wirkung  tun;  man  ist  durch  die  Kopplung  in  der  Lage,  die  Er- 
regungsfrequenzen in  einem  Bereich  bis  zu  20%  oberhalb  und 
unterhalb  der  Eigenfrequenz  von  dem  schwingungsfähigen 
System  Schiff -Tankwasser  abzudrosseln.  Fig.  354  gibt  die  Wirkung 
eines  praktisch  ausgeführten  Schlingertanks  wieder***). 


¥^26 


5* 
5' 


ausge&chaltet 
nun5  S.70''H<— 


V^jv 


/(uns  S  70"* tV.- 


^/\A^y\/\MA/W\^^ 

e/figeschafM 


Fig.  864.  Wirkung  des  SchUngertankB. 


2.  Der  Zeeman-Eff  ekt.  Die  Kraft  ^,  die  ein  gerichtetes 
Stromelement  J  d^  von  einem  magnetischen  Felde  der  Starke  ^ 
(Fig.  355)  erfährt,  ist  gleich  dem  äußeren  Produkt  beider: 


(i) 


Fig.  S55.  Feldwirknng  auf 
ein  Stromelement. 


WO  c  die  Lichtgeschwindigkeit  bedeutet  und 
J  elektrostatisch  gemessen  werde.  Hat  das 
Stromelement  den  Querschnitt  g,   so  kann 

die  Stromdichte  i  =  -  und  das  Volumen- 

dement  dx  —  qda  eingeführt  werden ;  damit 
die  Richtungseigenschaft  des  Stromelemen- 
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tes    gewahrt    bleibt,   bo   muß  jetzt    die    Stromdichte   vektoriell 
geschrieben  werden: 

(2)  Jd^  =  idT, 

Enthält  jetzt  ein  Volumelement  des  Querschnittes  1  die 
Elektrizitätsdichte  q  und  bewegt  es  sich  mit  der  Geschwindigkeit 
b,  so  wird: 

(3)  i  =  ^b. 

Statt  (1)  kann  man  mit  (2)  und  (3)  schreiben: 

(4)  ^  =  ££l[ö^j. 

C 

Sei  jetzt  die  Elektrizitätsmenge  gdz  durch  ein  elektrisches 
Elementarquantum,  ein  Elektron  der  Ladung  e,  dargestellt,  das 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  t)  bewegt,  so  ist 

(5)  5P  =  J[o$]    . 

die  Kraft  Wirkung  des  magnetischen  Feldes  auf  dieses. 

Die  Elektronentheorie  des  Lichtes  geht  von  der  Vorstellung 
aus,  daß  die  Lichtemission  von  Elektronen  erregt  wird,  die  an  die 
kleinsten  Teilchen  der  Materie  gebunden  sind  und  in  oder  an  diesen 
um  eine  Gleichgewichtslage  schwingen.  Die  Elektronen  besitzen 
eine  Ladung  e  und  eine  (scheinbare)  Masse  m,  und  sie  sind  (wie  man 
sich  vorstellt)  an  ihre  Gleichgewichtslagen  durch  Kräfte  nach  Art 
der  elastischen  Richtkräfte  gebunden.  Ist  die  Auslenkung  des 
Elektrons  vektoriell  =  r,  so  ist  die  elastische  Kraft  /  r,  und  die  Glei- 
chung der  freien  Schwingung  des  Elektrons  wird 

(6)  m^  +  /r  =  0. 

Bringt  man  das  schwingende  Elektron  in  ein  Magnetfeld  ^, 
so  wird  mit  (5)  die  Schwingungsgleichung 

(7)  ^^^-  +  /t  =  l[ö|,] 


=  1/1 


entstehen.    Dividiert  man  hier  mit  m.  so  bezeichnet  v^  =  1/ 

f  m 

die    Eigenschwingungszahl    des   Elektrons,   —  seine   spezifische 

971 

Ladung  y: 

(8)  ^  +  y2r=.Z[o^]. 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  ^2 
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Der  Ansatz   (8)  würde  also  besagen,  daß  eine  Lichtquelle  der 

2  71  c 

Frequenz  v  oder  der  Wellenlänge in  ein  Magnetfeld  §  ge- 
bracht sei. 

Zur  weiteren  Untersuchung  gehen  wir  zur  Koordinaten-Schreib- 
weise über,  indem  wir  das  Magnetfeld  parallel  der  a:- Achse  anneh- 
men; die  entsprechende  Komponente  sei  H^  =  H\  Hy,  H^  sind 
Null.    Dann  schreibt  sich  statt  (8): 


(9) 


c 


Demnach  wird  die  Schwingung  des  Elektrons  in  der  Richtung 
des  Magnetfeldes  (x)  nicht  beeinflußt ;  sie  verläuft  mit  der  Eigen- 
frequenz r.  Die  Schwingungen  in  den  beiden  anderen  Richtungen 
sind  aber  durch  das  Magnetfeld  miteinander  verkoppelt,  und  zwar 
ist  es  eine  Geschwindigkeitskopplung.  Zur  Ermittlung  der 
Koppelfrequenzen  n  versuchen  wir  die  Ansätze 

(10)  y=5e*«';      2  =  (7e»"S 
die,  in  (9)  eingesetzt,  auf 

(11)  (y2_n2)  B^^^CH)  (v2_n2)  0=  -^^BH 

c  c 

führen.      Hieraus     ermittelt     sich    durch     Multiplikation    und 
Division 

(12)  ya  _  n2  =  4-  ^  £r 

c 

und 

(13)  B=±iC. 

Erfahrungsgemäß  ist  die  Koppelfrequenz  n  von  der  Eigen- 
frequenz V  nicht  sehr  verschieden ;  wir  setzen  also  mit  einer  kleinen 
Größe  1?: 

(14)  n  =  v{l-&). 
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Daraus  folgt    v^  —  n^  =  2  i^y«   und  aus  (12)  wird 

2  VC 
So  erhält  man  zwei  Koppelfrequenzen 


(15) 


'={2H'-^€}- 


und  die  Ansätze  (10)  schreiben  sich: 

(16)    y  =  B  (cos n  f  +  t  ein  n f);     z  =  +%B)  (cos nt-\-  %  sin nt) . 

Unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichenanordnung  haben  wir 
zwei  Lösungsysteme: 

y  ^  B  (cos  Wi  <  +  t  sin  n^t);     z  ==  ^  i  B  cos  n^t  -\-  B  sin  n^  t 

und: 

y  =  B  (cos  n2t  -\-  tBmn2t);     z  =  -{-  i  B  cos  Wg  ^  —  -B  sin  Wg  < . 

Von  diesen  Lösungen  nehmen  wir  entweder  nur  die  reellen 
oder  nur  die  imaginären  Teile  und  finden: 

(17a)  y  ^  Bcosfiit]     z  =  J5sinn^< 

und 

(17b)  y=Bcosn2t'y     2  =  —  jBsin?^  ^• 

Bei  der  Schwingung  (17  a)  bewegt  sich  das  Elektron  mit  der  Fre- 
quenz Wi  auf  einem  Kreise  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger,  bei  der 
Schwingung  (17  b)  mit  der  Frequenz  n,  im  Uhrzeigersinn  (Fig.  336). 
Es  handelt  sich  ako  um  zirkulär  und 
einander  entgegengesetzt  polarisierte  in  der 
y  z- Ebene  verlaufende  Schwingungen  ver- 
schiedener Frequenz,  die  sich  der  spektro- 
skopischen Auflösung  gegenüber  als  Licht- 
doppellinie  (Duplet)  zu  erkennen  geben, 
wenn  man  parallel  zu  den  Kraftlinien  be- 
obachtet; die  aj-Schwingung  ist  nicht  be- 
obachtbar, da  sie  als  longitudinal  kein  Licht 
aussendet.  Beobachtet  man  transversal  zum 
Magnetfeld,  so  sieht  man  die  Schwingungen 
der  Frequenzen  n^  und  nj  Unear  und  senkrecht  zu  den  Kraftlinien 
polarisiert,  die  x-Schwingung  aber  parallel  zu  ihnen  imd  zwar  ohne 

42* 


Fig.  856. 
Entgegengeeetzt  zirkulär 
polarisierte  Wirkungen. 
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Kopplungs Wirkung  des  Feldes  [vgl.  (la)].  Auch  diese  Schwingung 
ist  linear  polarisiert.  Bei  der  transversalen  Beobachtung  sieht  man 
also  drei  Linien  statt  einer,  ein  Triplet**®). 


XYI.  Schwingungserzeugung  durch  unperiodische  Kräfte. 

§  122.  Allgemeine  Übersieht. 

1.  Der  bisher  behandelten  mannigfach  möglichen  Schwingungs- 
erzeugung durch  periodische  Kräfte,  die  durch  die  Theorie  der 
Schwingungsdifferentialgleichung  mit  Erregungs-  oder  Störungs- 
funktion beherrscht  wird, "  steht  das  ebenso  vielgestaltige  Gebiet 
der  Schwingimgserzeugung  durch  nichtperiodische  Energie- 
quellen gegenüber.  Ja,  man  könnte  sogar  sagen,  daß  im  letzten 
Grunde  alle  Schwingungen  durch  nicht  periodische  Kräfte  er- 
zeugt werden,  wenn  man  sich  vergegenwärtigt,  daß  z.  B.  die 
Wechsel-  EMK  einer  Turbodynamo,  die  einen  elektrischen  Schwin- 
gungskreis erregt,  hervorgerufen  ist  durch  die  Wirksamkeit  der 
nichtperiodischen  Energie  des  Turbinendampfes.  Und  gewaltige 
kosmische  Schwingungsvorgänge,  wie  etwa  der  Umlauf  der 
Planeten  um  die  Sonne,  werden  unterhalten  durch  die  nicht- 
periodische Energie  der  Gravitation. 

Untersuchungen,  die  das  Grundsätzliche  einer  solchen  all- 
gemeinen Betrachtung  der  Schwingungsvorgänge  erörtern,  sind 
noch  recht  spärlich  und  erstrecken  sich  fast  ausschließlich  auf 
gewisse  selbsterregte  elektrische  Schwingungen^*),  die  einer  über- 
sichtlichen Behandlung  am  ehesten  zugänglich  sind,  während  die 
viel  verwickeiteren  mechanischen  Vorgänge  sich  bisher  einer  gleich 
umfassenden  Analyse  (von  gewissen  Sonderfällen  abgesehen)  noch 
entziehen. 

Im  folgenden  werden  wir  für  die  geläufigsten  Schwingungs- 
erzeugungen aus  unperiodischer  Energiequelle  mechanischer, 
mechanisch-elektrischer  und  elektrischer  Natur  physikalische 
Erklärungen  geben. 

2.  Mechanische  Schwingungen.  Ein  allgemein  bekanntes  Bei- 
spiel ist  die  Uhr.  Die  unperiodische  Energiequelle  ist  das  Schwere- 
feld (oder  die  Federenergie);  das  System,  das  die  periodische 
Bewegung,  nämlich  eine  Rotation,  ausführt,  ist  das  Steigrad  mit 
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dem  Räderwerk.  Mit  dem  St«igrad  in  Eingriff  oder  Koppelung 
steht  ein  zweites  (steuerndes)  System,  das  Pendel  oder  die  Unruhe, 
welches  einer  Eigenschwingung  fähig  ist,  welche  Eigenschaft  vom 
Steigrad  nicht  gilt.  Diese  Verkuppelung  zweier  Systeme,  von  denen 
das  eine  einer  Eigenschwingung  fähig  ist,  ist  hesonders  wichtigfür  die 
Schwingungserregung  mit  unveränderlicher  Periodenzahl,  die  durch 
die  Eigenschwingungszahl  des  steuernden  Systems  bestimmt  wird. 

Der  Uhr  gegenüber  stellen  wir  die  gewöhnliche  Kolbendampfma- 
schine mit  Muschelschieber  als  eine  Anordnung,  die  (ohne  Re- 
gulator) keine  feste  Periodenzahl  hat,  Ihre  Steuerung  ist  mit  dem 
Kurbelgetriebe  zwangläufig  zu  einem  Ereiheitsgrad  verbunden 
und  liefert  an  sich  keine  unveränderliche  Drehzahl.  Aber  bei 
DampfmaBchinen  mit  Tragheitaregulator*«»)  kann  man  wieder  von 
einer  Koppelung  der  Steuerung  mit  dem  Kurbelgetriebe  im  eigent- 
lichen Sinne  sprechen;  es  sind  zwei  Freiheitsgrade  vorhanden, 
das  steuernde  System  (der  Trägheitsregler)  hat  eine  Eigenschwin- 
gungsdauer, die  auch  unendlich  sein  kann,  mit  der  Drehzahl  der 
Maschine  allerdings  nicht  unmittelbar  in  Zusammenhang  steht. 

Der  Vergleich  ergibt,  daß  die  Uhr  ohne  Pendel  der  Dampf- 
maschine ohne  Regulator  entspricht;  keinesfalls  hat  die  Steuerung 
an  sich  die  Eigenschaft  der  Periodenerzeugung.    Im  übrigen  ist 
die     schwungradlose     Ein- 
zylindermaschine einer  perio- 
dischen Bewegung  unfähig; 
schwungradlose     Maschinen 
müssen  wenigstens  zwei  Zy- 
linder    mit     verschränkten 
Kurbeln  haben.    Auch  hier- 
aus ersieht    man,    daB    der 

Steuerungsmechanis  mus 
allein    nicht   periodenerzeu- 
gend wirkt. 

Die«e  bei  der  Uhr  und  der  ^'b-  '57.  Mechmnimiiu,  dn  geBtrtdBDen  8«iu. 
Dampfmaschine      einfachen 

kinematischen  Andeutungen  wollen  wirnun  durch  die  Untersuchung 
der  Kraft  und  Energieverhältnisse  an  einem  in  dieser  Hinsicht 
tinfachen  Beispiel,  der  gestrichenen  Geigensaite  ergänzen,  welches 
allerdings  kinematisch  viel  verwickelter  liegt.  Der  Geigenbogen 
B  (Fig.  357)  habe  die  Streichgeschwindigkeit  V,  die  Saite  S  die 
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Schvingungsgeschwindigkeit  v.  Der  Bogen  V  übt  auf  die  Saite  eine 
Reibungskraft  R  aus,  veimöge  deren  jene  nach  rechte  mitge- 
nommen wird,  bis  die  entstehende  Saite nspannung  die  Saite  S 
nach  links  zurückführt.  Nehmen  wir  nun  voraus,  daß  die  auf  die 
Sait«  übertragene  Kraft  R  mit  wachender  relativer  Stieich- 
gesch  windigkeit  abnimmt,  so  stellt  der  Inhalt  der  untersten 
ellipeenähnhchen  Kurve  in  Fig.  357  die  vom  Bogen  auf  die  Saite 
übertragene  Arbeit  dar,  die  positiv  ist  und  zur  Deckung  der 
Seh wingunge Verluste  der  Saite  durch  die  Dämpfung  dient.  Dieser 
eben  angenommene  Sinn  der  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der 
Belativgesch windigkeit  ist  notwendig  für  das  Zustandekommen 
der  Schwingung,  und  sie  trifft  zu  für  trockene,  mit  Kolophonium 
bestrichene  Bögen.  Reibt  man  dagegen  den  Bt^en  mit  Ol  ein, 
so  finden  die  Gesetze  der  Flüssigkeitsreibung  statt,  die  der  Relativ- 
geschwindigkeit proportional  ist,  und  es  kann  keine  Arbeit  auf  die 
Saite  übertragen  werden;  diese  nimmt  eine  dem  Gleichgewicht 
zwischen  übertragener  Reibungskraft  und  Spannung  entsprechende 
Lage  ein. 

Ein  weiteres  wichtiges  mechanisches  Beispiel  der  Schwingungs- 
erzeugung aus  nicbtperlodiscber  Energiequelle  bietet  das  An- 
blasen der  Orgelpfeifen  (wie  überhaupt  die  Tonerzeugung  auf 
Blasinstrumenten).  Zwei  Arten  von  Pfeifen  kommen  in 
Frage  (die  sich  auch  bei  den  Blasinstrumenten  wieder- 
finden): die  Zungen-  und  die  Lippenpfeifen.  Fig.  358 
zeigt  die  Einrichtung  der  ersten  Art.  In  die  Luftkammer 
k  der  Pfeife  ragt  ein  Rahmen  r,  der  mit  dem  Resonanz- 
rohr R  durch  einen  Kanal  in  Verbindung  steht.  Der 
Innenraum  des  Rahmens  ist  einerseits  durch  die  Wand 
to,  andererseits  durch  die  federnde  Zunge  z  abge- 
schlossen. Wird  in  die  Kammer  Luft  eingeblaeen,  so 
drückt  sie  die  Zunge  in  den  Rahmen  und  kann  dem- 
nach in  diesen  und  von  da  in  das  Resonanzrohr  strömen. 
Mit  zunehmender  Strömungsgeschwindigkeit  nimmt 
aber  die  Kraftwirkung  der  Luft  auf  die  Zunge  ab  (weil 
jene  eben  an  der  Zunge  vorbei  strömen  kann);  diese 
schwingt  verrate  ihrer  Elastizität  zurück,  versperrt 
dem  Luftstrom  den  Weg,  wird  von  neuem  durchgebogen 
Flg.  858.  asw.  Eb  ist  klar,  daß  dieser  Schwingungsvorgang  die 
Eigenperiode  der  Zunge  haben  muß.   Durch  ifm  wird 
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die  Periode  der  Luft  im  Resonanzrohr  angeregt.  Zungensehwin- 
gung  und  Rohrschwingung  beeinflussen  sich  gegenseitig;  es 
kommt  ein  einheitlicher  Klang  zustande,  wenn  beide  auf  einander 
abgestimmt  sind;  die  Abstimmung  erreicht  man  durch  den  Stimm- 
draht  S,  dessen  Verschiebung  den  schwingenden  Teil  der  Zunge  ver- 
kürzt oder  verlängert^w^).  —  Der  Vorgang  in  der  Zungenpfeife  hat 
große  Ähnlichkeit  mit  dem  Streichen  der  Saiten,  weil  ihm  ebenfalls 
eine  mit  wachsender  Geschwindigkeit  abnehmende  Kraftwirkung 
des  schwingungsenegenden  Körpers  zugrunde  liegt.  —  Von  den 
Blasinstrumenten  gehören  zum  Zungenpfeifentypus  einerseits 
Klarinette,  Oboe,  Fagott,  andererseits  Trompete,  Posaune,  Hom. 
Bei  den  letzteren  bilden  die  Lippen  des  Bläsers  die  schwingende 
Zunge  (membranartige  Doppelzungen).  Auch  das  Harmonium  ist 
ein  Zungeninstrument;  es  fehlen  hier  jedoch  (der  Raumersparnis 
halber)  die  Resonanzrohre. 

Das  Anblasen  der  Lippenpfeifen  beruht  nach  den  neuesten 
Anschauungen**^)  auf  der  Erscheinung  der  Schneidentöne.  Bläst 
nach  Fig.  359  ein  Luftstrom  aus  einem  Spalt  gegen  eine  keilförmige 
Schneide,  so  löst  er  sich  an  dieser  in  eine  Reihe  von  Wirbeln  auf,  deren 
erster  bald  rechts,  bald  links  von  der  Schneide  entsteht.  Diese  Er- 
scheinung ist  ganz  entsprechend  der  Entstehung  einer  Wirbel- 
reihe, sie  in  §  102  behandelt  wurde.  Die  Wirbelbildungen  folgen  im 
jetzigen  Falle  so  rasch  aufeinander,  daß  ein  Ton  zustande  kommt, 
dessen  Höhe  von  der  Blasgeschwindigkeit  abhängig 
ist.  Verbindet  man  eine  solche,  aus  Spalt  und  Keil 
(Lippe)  bestehende  Anordnung  nach  Fig.  310  mit 
einem  Resonanzrohr,  so  erhält  man  eine  Lippen- 
pfeife. —  Von  den  Orchesterinstrumenten  ist  die 
Flöte  eine  Lippenpfeife. 

3.  Als  Beispiel  einer  mechanisch-elektrischen 
Schwingung  betrachten  wir  den  elektromagnetischen 
Unterbrecher.  Der  Elektromagnet  E  zieht  den 
Anker  A  an ;  dadurch  öffnet  sich  der  Kontakt  k,  so 
daß  der  Anker  losgelassen  wird  und  von  neuem  Kon- 
takt macht  usw.  Damit  die  zur  Unterhaltung  dieses 
Schwingungsvorganges  nötige  Arbeit  sichtbar  wird, 
muß  das  Kraft- Weg-Diagramm  der  Ankeranziehung 
einen  positiven  Flächeninhalt  haben.  Dies  wäre  nicht  der 
Fall,    wenn  die   Anziehung,  bei    derselben    Ankerstellung  beim 


Fig.  859. 
Anblasen  einer 
Schneide. 
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Offnen    plötzlich    verschwände,    bei    der    sie    beim    Schließen 

plötzhch  entotünde.    In  Wirklichkeit  entsteht  und  verschwindet 

die    Anziehungskraft     infolge    von    Selbst- 

induktion,    Hyatereeia    und   Wirbelströmen 

niemals  plötzhch,  so  daß  ein  Kraftdi^;ramm 

n  ^  11      nach  Fig.  361   enteteht.    Andererseits  sorgt 

wi  M     mHM      ^'^'^  ^^  meist  vorhandene  Kontaktfeder  F 

[j^       r         U    dafür,  daß  das  öffnen  bei  größerem  Anker* 

hub  erfolgt  als  das  Schließen,  so  daß  ein 
Kraft. Weg- Bild  nach  Fig.  362  zustande 
kommt.  —  Ein  verwiokeltere«  Beispiel  einer 
mechanisch -elektrischen  Schwingung  behan- 
deln wir  in  §  123. 

4.  Beispiele  reiner  elektrischer  Schwing- 
ungen .bieten  der  selbst  erregte  Wechsel- 
stromlichtbogen  und  die  Elektronenröhre,  auf  deren  ausführ- 
liche Behandlung  in  §  124  und  §  125  wir  verweisen. 


Elektromaieiie- 


g  123.  Das  Pendeln  von  Oleichstrommotoren. 
In  §  1 13  wurde  die  dynamische  Gleichung  für  die  Rotation  eines 
Motors  mit  Arbeitsmaacbine  in  der  Form  aufgestellt : 


{!)- 


e-^-  +  w^M. 


Handelt  es  sich  um  einen  Elektromotor,  so  ist  das  Antriebs- 
moment M  proportional  zu  setzen  mit  dem  Produkt  aus  dem 
^^kerstrom  J  und  der  Polstarke  N 
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wo  Ä;  im  absoluten  Maßsystem  bei  Parallelschaltung  des  Ankers 

I  n  np 

mit  ^r— ,  bei  Serienschaltung  mit  ^r—  anzunehmen  ist ;  n  ist  hier 

die  gesamte  Leiterzahl  auf  dem  Anker,  p  die  Polpaarzahl. 

Unter  Berücksichtigung  kleiner  Schwankungen  AN  und  AJ 
um  einen  stationären  Zustand  N^ ,  Jq  hat  man 

(2a)  M  =  k(NQ  +  AN)(Jo  +  AJ). 

Nach  Einfügung  von  (2  a)  in  (1)  erhalten  wir  mit 

.     .  ,     dAü) 

o)  =  (üQ-f-  Ao)     und     -  ■  -  =  0 

dt 

die  Bedingimg  für  den  Beharrungszustand 

(2b)  W  =  kN,J,, 

und  damit  als  Differentialgleichung  für  die  kleinen  Schwankungen 
AN  und  AJ  . 

(la)  ^^r  "^  *  (•^o^^  +  -^0^«^)  • 

Als  weiteren  Ansatz  haben  wir  den  Ausdruck  für  den  Aus- 
gleich der  an  den  Anker  der  Maschine  angelegten  Spannung  Ea 
durch  die  in  der  Ankerwicklung  nebst  der  zugehörigen  Verbund- 
wicklung auftretenden  Spannungsgefälle  aufzustellen.    Es  ist: 

(  Ea  =  (^0  +  ^J)^a  +  *(^o  +  AN)  ((Oo  +  Aw) 

Hier  ist  u?«  der  Ohm  sehe  Widerstand  von  Anker-  und  Verbund - 
Wicklung,  La  der  entsprechende  Selbstinduktionskoeffizient,  qa  die 
Zahl  der  Verkettungen  zwischen  dem  Ankerstromkreis  und  dem 
Feld  N, 

Eine  entsprechende  Gleichung  besteht  für  den  Ausgleich  der 
Spannungsgefälle  der  Nebenschlußwicklung: 

(4)  En^(io  +  Ai)Wn  +  qn-^. 

wo  Iq  -{-  Ai  den  Nebenschlußstrom,  Wn  den  Nebenschlußwider- 
stand, qn  die  Verkettungszahl  der  Nebenschluß wickelung  mit  dem 
Feld  N  bedeuten. 
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Schließlich  ist  noch  die  Abhängigkeit  des  Feldes  Nq  +  AN 
von    den    Strömen    Jq  +  AJ  und  ig  +  Ai  zu  berücksichtigen: 

(5)  Z^o  +  ^N  =^(Jo  +  ^J,io  +  ^») , 

welche  Abhängigkeit  wir  durch  Entwicklung  nach  dem  Taylor- 
schen  Satz  wie  folgt  näherungsweise  ausdrücken: 

dF  cF 

No  +  AN  =F(Jo, *o)  +  ^  AJ  +  ^Ai, 


(6) 
oder  mit 


No^F(J^,i,) 


und 


SF 

C   Jr 


==  k„.      und 


ßF  _ 


0  ^*0 

(6a)  AN^KAJ  +  k^Ai. 

Für  die  Ansätze  (3)  und  (4)  ergeben  sich  übrigens  ebenfalls 
durch  Bezug  auf  den  stationären  Betrieb 

Ea  =  JoWa  +  hNQa)Q 

und 

noch  die  Vereinfachungen: 


(3a) 

und 
(4a) 


WaAJ  +  k{N^A(o  +  ö>o  AN)  +La^  +  q,^-  =  0 


dt 


dt 


WnA%  +  q. 


dAN 


dt 


=  0. 


So  entspringen  für  die  vier  veränderlichen  Größen  Joi,  JJ, 
Ai,  AN  die  vier  linearen  Differentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten:  (la),  (3a),  (4a),  (6a). 


(7) 


dt 

AN  ~-kaAJ-knAi  =  0  , 


dAJ 


dAN 


WaAJ  +  k(NQAo}  +  (Oq  AN)  +  La  -^^~  +  g«    ^^ 


=  0, 


W?n-J»  +  gr 


dAN 
dt 


=  0. 
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Durch  Elimination  der  drei  Variabein  AN,  AJ,  Ai  entsteht 
für  die  vierte  A(ü  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  konstan- 
tem Koeffizienten  von  höchstens  der  vierten  Ordnung: 

Ol  Am''-'  +  hy  Am"  +  c^  Am"  +  i^  Am'  +  ei  Jo)  =  0 , 

deren  partikuläre  Lösungen  durch  die  Exponentialfunktionen 
c^<'  (i  =  1,  2  . . .  4)  gegeben  sind,  wenn  die  //»die  vier  Wurzeln  der 
Gleichung 

a^  /i*  +  6|  /i*  +  Cj  /i*  +  dl  ^  +  «1  ==  0 
sind. 

Diese  Gleichung  ergibt  sich  nach  der  Vorschrift  (13)  des  §  45 
in  Determinantenform  wie  folgt: 


Sfi 

i 

fc^o 

— 

-kNo 

0 

(10) 

0                      1 

kNo      •S'ajU  +  iö'o 

-K 

0 

=  0 

0 

ö'ni" 

0 

V>n 

oder,  wenn  man 

nach  den  Unterdeterminanten  der  Elemente  der 

letzten  Zeile  entwickelt: 

0/i 

~*iV^o 

0 

•  «Tili«      0 

-K 

-*» 

(11)  ■ 

1  *^o 

Lall 

<9/< 

0 

■kJo 

-kNo 

+  «>» 

0 

1 

-ka 

-0. 

k 

• 

kNo 

9af*-^ 

■  küio 

Laßt  +  tOa 

Werden   diese   Determinanten   weiter   aufgelöst,   so   entspringt, 
nach  Ordnung  nach  Potenzen  von  /i,  folgende  Gleichung: 


(12) 


+  /^ 


Wn[lckaO,^  +  Wa^  +  l<?Nl^^'' 


+  w, 


k^No[No  +  kaJo] 


=0. 


Infolge  der  besonderen  Gestaltung  der  Differentialgleichungen 
(7)  ist  also  der  Grad  der  determinierenden  Gleichung  um  eine  Ein- 
heit niedriger,  als  oben  erwartet,  und  wir  schreiben  (13)  in  der 
abgekürzten  Form: 

(13)  /i^  +  «lA*^  +  «2/^  +  »3  =  0. 

Damit  der  betrachtete  mechanisch-elektrische  Schwingungs- 
vorgang stabil  verläuft,  muß  nach  §  43  gelten : 

(14)  «1  >  0  ,     a^  >  0  ,     «3  >  0  ,     Ol  Og  —  a3  >  0  . 


668       XVI,  Schwingungserzeugung  durch  unperiodische  Kräfte. 

Nun  sind  alle  in  die  Gleichung  (12)  eingehenden  Maschinen- 
konstanten  positiv  bis  auf  ha,  den  Einfluß  des  Ankerstromes  auf 
das  Feld.  Dieser  Einfluß  besteht  aber  im  allgemeinen  in  einer 
Schwächung  des  Feldes,  entsprechend  negativen  Werten  von  ha- 
Die  Ungleichung  «3  >  0  würde  also  mit  ia  =  —  Ya  zu  lauten  haben : 

d.  h.  der  Einfluß  des  Ankerstromes  auf  das  Feld  darf  nicht  auf 
eine  Umkehrung  desselben  hinaus  kommen. 

Der  Koeffizient  ag  enthält    das    wesentlich    positive  Glied: 

sowie  das  Glied: 

Wn  [ha  k  fiJo  +  Wa]  , 

welches  wegen  ha  =  —  Ya  auch  negativ  ausfallen  kann.  Es  handelt 
sich  also  um  die  Differenz 

die  zu  Pendelungen  Anlaß  geben  kann,  wenn  sie  negativ  wird 
und  ihr  Einfluß  gegenüber  dem  wesentlich  positiven  Anteil  des 
Koeffizienten  «g  überwiegt. 

Der  positive  Anteil  wird  nun  klein  bei  Feldschwächung  und  bei 
großem  S;  die  Gefahr  des  Pendeins  rückt  also  näher,  wenn  man  bei 
einem  Motor,  der  eine  verhältnismäßig  schwere  Maschine  antreibt, 
eine  Drehzahländerung  durch  Feldschwächung  herbeiführen  will. 

Über  die  Bedeutung  des  Ausdrucks  Wa  —  yak  cOq  kann  man 
sich  mit  Hilfe  von  Gleichung  (3)  Rechenschaft  geben,  wenn  man 
die  letzten  beiden  Glieder,  die  gegenüber  den  ersten  beiden  an 
Einfluß  erheblich  zurücktreten),  vernachlässigt.  Wir  haben  dann 
bei  konstanter  Drehzahl  cOq 

Ea  =  Jwa  +  kNa)o 
oder  nach  partieller  Diff erentation : 


und,  da  nach  (6) 


dN 
dJ 

6J 


—  "'a  —        Ya  i 


=  Wa  —  YakcOo, 
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Es  ist  also  Wa  —  Ya^ ^0  ^^^  Einfluß  des  Ankerstromes  auf  die 
bei  konstanter  Drehzahl  erforderliche  Klemmenspannung. 

Wie  ohne  weiteres  zu  sehen,  wird  Wa  —  Ya^  (Oq  bei  Vergröße- 
rung des  Ankerwiderstandes  Wa ,  wozu  auch  ein  Vorschaltwider- 
stand  zu  rechnen  ist,  im  Sinne  einer  etwaigen  Verminderung  der 
Pendelgefahr  verändert. 

Besonders  wichtig  ist  der  Einfluß  von  y^.  Wir  erinnern  an  den 
Ansatz  (6  a): 

(15)  AN yaAJ+^''-Ai, 

wonach  —  y«  der  Koeffizient  der  Ankerrückwirkung  ist.  Be- 
kanntlich kann  man  dieser  entgegenwirken  durch  eine  Verbund- 
wicklung auf  den  Feldpolen,  sie  vergrößern  durch  eine  Gegen- 
verbundwicklung.  Im  ersteren  Falle  entfernt  man  sich  von  der 
Pendelgefahr,  im  zweiten  nähert  man  sich  ihr. 

Eine  weitere  Übersicht  über  die  Umstände  der  Pendelgefahr 
erhält  man,  wenn  schon  in  den  Ausgangsgleichungen  (7)  die  Ver- 
nachlässigungen La=  qa=^  0  vorgenommen  werden  und  für  das 
Produkt  qa  ^n  die  Selbstinduktion  L„  der  Nebenschlußwicklung 
geschrieben  wird.  Dann  wird  die  resultierende  Differentialgleichung 
von  der  zweiten  Ordnung,  etwa  diejenige  für  Jö>: 

d^Aio       i      ,  TN,   k^N^LAdAw 

(16)     ^''^^"^^  +  h  (^«  -  ^«  ^  '''^  +  —e-rdT 

k^NoiNo-ygJo) 

Schreibt  man  diese  Differentialgleichung  kurz 

,^«.  d^Aü)   ,  ^.   dAcü    ,     „  . 

(17)  — _—  +  2b  —TT-  +  cM  cü  =  0 , 

at  dt 

so  werden  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

l^  +  2hji  +  c^  =  0 

maßgebend  für  die  Neigung  zum  Pendeln.  Eine  solche  ist  um 
so  weniger  vorhanden,  je  besser  die  Umgleichungen 

GWniWa  -  Ya^Wo)  +  k^  NlLn>  0 

No-YaJo>0 
erfüllt  sind, 
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in  Übereinstimmmig  mit  der  Untersuchung  der  vollständigeren 
Gleichung  (12).  Diese  beiden  Bedingungen  werden  aber  am 
besten  erreicht,  wenn  man  die  Ankerrückwirkung  —  y^  und 
dem  durch  die  Konstante  L^  bezeichneten  Einfluß  der  Feldfluk- 
tuationen auf  die  Ströme  in  der  Nebenschlußwicklung  beseitigt. 
Das  erstere  erreicht  man  durch  eine  Hauptstromwickelung,  das 
zweite  durch  eine  passende  magnetische  Verkettung  von  Anker- 
strom und  Nebenschlußstrom  außerhalb  der  Maschine.  Dann 
wird  die  Pend'elgleichung  von  der  Ordnung: 

entsprechend  aperiodischeren  Verlauf  einer  Störung  Ao)q  zur 
Zeit  /  =  0: 

(20)  J(o  =  A(Ooe .\  t . 

War) 

Das  Abklingen  der  Störung  erfolgt  also  um  so  energischer, 
je  kräftiger  das  Feld  Nq  und  y  kleiner  die  Rotationstiägheit  ß  ist. 

Es  gibt  noch  einen  anderen  Grenzzustand  der  Pendelneigung, 
der  gegeben  ist  durch  das  Verschwinden  der  Dämpfungsglieder 
der  Gleichung  (16) 

k^  N^L 

(21)  rVn(Wa  —  ya^f^o)  H ^— ^  =  0  . 

Dann  vollzieht  die  Maschine  ungedämpfte  Pendelungen  Ao) 
um  den  Bewegungszustand  Wq  mit  der  Schwingungsdauer: 


T  =  2jr|/ 


GLnWc 


Wnk^NoiNo  —  yaJo) 

Nun  tritt  das  Pendeln  besonders  gern  bei  Wendepolmotoren 
auf;  auf  die  Ursache  dieser  Erscheinung  wollen  wir  noch  kurz 
eingehen. 

Man  wendet  Wendepole  an,  um  eine  gute  Kommutierung  zu 
erzielen,  indem  man  in  der  Stromwendezone  ein  dem  Ankerfelde 
entgegengerichtetes,  dasselbe  aufhebendes  Hilf sfeld  erzeugt.  Liegen 
die  Bürsten  symmetrisch  in  der  Kommutierungszone,  so  haben 
die  Wendepole  kernen  Einfluß  auf  das  die  EMK  erzeugende 
Magnetfeld.  Sind  aber  die  Bürsten  gegen  die  Drehrichtimg  des 
Motors  verschoben,  so  wird  das  Hauptfeld  durch  die  Wendepole 
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stark  geschwächt,  mithin  die  Gefahr  des  Pendebis  näher  gerückt. 
Femer  wirken  die  Wendepole  entsprechend  ihrem  Zweck  auf  eine 
Unterdrückmig  der  Kurzschlußströme  der  Kommutierung;  diese 
haben  aber  die  Wirkung  einer  Bekämpfung  der  Ankerrückwirkung. 
Die  Unterdrückung  der  Kommutierungsströme  hat  also  eine  ver- 
stärkte Schwächung  des  Hauptfeldes  durch  den  Ankerstrom  zur 
Folge  und  ergibt  somit  wiederum  eine  vergrößerte  Pendelgefahr. 
Hinsichtlich  genauerer  Erörterung  der  Pendelerscheinungen 
sei  auf  die  Literatur  verwiesen^*).  Im  Ganzen  geben  die  obigen 
Ansätze  die  Erscheinungen  qualitativ  richtig  wieder  und  ge- 
statten somit  die  Beurteilung  der  Pendelgefahr.  Genauere  Über- 
einstimmung mit  den  Versuchen,  z.  B.  der  Pendeldauer  T  findet 
nicht  statt  237),  weil  die  eingeführten  Größen  z.  T.  veränderlich 
sind  (z.  B.  IF,  y«  und  in)»  ferner,  weil  nur  kleine  Schwingungen 
betrachtet  werden  und  schließlich,  weil  der  Einfluß  von  Wirbel- 
strömen und  Hysterese  vernachlässigt  ist^as). 

§  124.   Elektrisehe  Schwingungen  im  Lichtbogen. 

Die  Strömung  von  Elektrizität  in  Gasen  und  im  Vakuum  be- 
ruht auf  dem  Vorhandensein  von  freier  Elektrizität  (Ionen, 
Elektronen)  in  der  Strömungsbahn  oder  Entladungsstrecke,  an 
deren  Enden  (Elektroden,  Pole)  ein  elektrisches  Feld  (elektrische 
Spannung)  angelegt  ist.  Die  Strömungserscheinungen  werden 
demnach  berechenbar,  wenn  die  Umstände  der  Erzeugung  und  des 
Verschwindens  der  freien  Elektrizität  in  der  Strombahn  bekannt 
sind. 

1.  Bei  einer  technisch  wichtigen  Gasentladungsstrecke,  dem 
elektrischen  Lichtbogen,  kann  man  die  genannten  Erscheinungen 
etwa  wie  folgt  darstellen  ^39). 

Der  Messung  unmittelbar  zugängUch  ist  die  Elektroden- 
spannung E  des  Lichtbogens  und  seine  Stromstärke  J.  Der 
Quotient 

(1)  J:E  =  o 

bezeichnet  die  I^itfähigkeit  der  Bogenstrecke ;  der  Quotient 
E  :  J  =  CO  ihren  Widerstand;  es  ist  aco  =  1.  Die  Elektrizitäts- 
bewegimg  im  Lichtbogen  läßt  sich  am  einfachsten  durch  die  Leit- 
fähigkeit beschreiben,  die  auf  dem  Entstehen  und  Verschwinden 
körperlicher  Elektrizität  in  der  Strombahn  beruht.  Das  durch  die 
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Elektrodenspannung  E  definierte  Feld  treibt  die  vorhandene 
positive  und  negative  Elektrizität  der  Kathode  bzw.  der  Anode 
zu,  welchen  Vorgang  man  eben  eine  elektrische  Strömung  J  =  Ea 
nennt.  Die  Leitfähigkeit  a  ist  .proportional  der  Gesamtmenge 
freier  Elektrizität  in  der  Strombahn.  Über  die  Leitfähigkeit  einer 
gegebenen  Gasstrecke  weiß  man  folgendes: 

a)  Sie  nimmt  ab  durch  Selbstentionisation,  die  in  erster 
Linie  durch  Neutralisierung  der  Ionen  infolge  der  molekularen 
Gasbewegung  bedingt  und  proportional  ist  der  jeweils  vor- 
handenen Elektrizitätsmenge  und  damit  der  Leitfähigkeit  ent- 
sprechend —  aa . 

b)  Sie  nimmt  zu  durch  Stoßionisation  infolge  desjenigen  Be- 
trages (und  ihm  proportional)  der  Energieentwicklung  EJ  des 
Stromes  in.  seiner  Bahn,  der  über  einem  gewissen  Kleinstwert 
Eq  Jq  liegt,  bei  welchem  keine  Stoßionisation  stattfindet : 

=  c{EJ  -E^J^). 

c)  Sie  nimmt  zu  durch  die  Elektronenaussendung  der 
glühenden  Elektroden,  proportional  deren  absoluter  Temperatur 
T  =  Q^T^  -\-  Qj^  Tjg  {a  für  Anode,  k  für  Kathode),  wo  die  g 
charakteristische  Werte  der  Elektroden  luiter  Berücksichtigung 
der  polaren  Unterschiede  sind. 

Demnach  gilt  für  die  zeitliche  Leitf ähigkeitsänderuug : 

(2)  — =  ^ao  +  c(EJ^E^J^)  +  QaTa  +  gtT,, 

Die  Elektrodentemperaturen  nehmen  aber  ab  durch  Wärme- 
verluste proportional  ihrer  Übertemperatiu*,  und  zwar  im  Zusam- 
menhang mit  der  Energieproduktion  der  Strombahn.  Es  gilt  also: 

dT 

(3)  -^ 8AT„-T,)  +  raEJ; 

(4)  -jf 8,(Tt-T,)  +  r,EJ; 

WO  die  8  und  r  wieder  Festwerte  der  Elektroden  sind ;  bei  den  r  sind 
wieder  Polarisationsunterschiede  anzunehmen. 

Die  Gleichungen  (2),  (3)  und  (4)  lassen  sich  erheblich  verein- 
fachen durch  dieAnnahme  kongruenter  Elektroden  mit  8^  =^  Sj^  =  s 
und  8^Tq  =  hf^==  8j^Tq  =  hj^  =  h,  sowie  durch  die  Einsetzungen: 
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cE^^jQ==b\   QaTa  +  QkTk  =  QT;    ga  +  Qk==Qy    Qara  +  Qkrk  =^  Qr, 
wobei  sich  (3)  und  (4)  auf  eine  Gleichung  zusammenziehen : 

(5)  ^  +  ao  +  h  =  cEJ  +  QT; 

dT 

(6)  ,    +8T^rEJ  +  h. 

dt 

Den  Wert  dieser  beiden  Ansätze  können  wir  sofort  prüfen  durch 

Ermittlung  der  statischenCharakter  istikj^=/  (e7)de8Licht 

do     dT 
bogens  aus  ihnen  (§112).  Denn  diese  ist  bedingt  durch  j  i  ^  3~  °=  ^ 

und  findet  sich  so  aus  (1),  (5)  und  (6)  durch  Entfernung  von  o  und 
T  in  der  Gestalt: 

(7)  ^._ÜL^_i  =  o. 

n  J        n 
wo  m  und  n  Abkürzungen  sind: 

Gl.  (7)  hat  in  E  folgende  positive  Wurzel  (die  negative  ist  natür- 
lich bedeutungslos): 


fn      .    1  /  1    .       m- 


(8)  E=     "',+  [/-  + 


n 


2nJ       \    n    '    ^n^X^ 

und  liefert  somit  eine  statische  Charakteristik,  die  mit  der  von 
Frau  H.  Ayrton^*^*)  empirisch  gefundenen 

(9)  E^^  +  A 

für  große  Stromstärken  übereinstimmt  und  auch  für  kleine  J  die 
Versuche  genügend  wiedergibt. 

2.  Eine  weitere  Probe  der  Theorie  bietet  die  Prüfung  der 
Stabilität  des  durch  (1),  (ö),  (6)  beschriebenen  Vorgangs.  Wir 
behalten  alle  Beziehungen  bei,  schalten  jedoch  den  Lichtbogen  mit 
einem  konstanten  Widerstand  W  in  Reihe  an  eine  unveränderliche 
Spannung  E.  Dann  kommt  zu  den  genannten  noch  der  Ansatz 
hinzu: 

(10)  WJ  +  E=^E. 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  43 


(11) 


(12) 
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« 

Die  dem  stationären  Zustande  entsprechenden  Größen  bezeich- 
nen wir  mit  Jq,  Eq,  Oq,  Tq,  deren  (kleine)  Störungen  Aiy  Je,  Ja, 
AT  seien.  Für  die  letzteren  gelten  dann  die  Differentialgleichungen : 

W  Ji+         Je  =0  (10a) 

Ji  — öo    Je  — ^oJa  =0(la) 

|c^„  Jt  +  cJo'^e  —  Jö  — a  Ja  +  gJT-=^0  (5a) 
VJE7„Jt +  re/oJe  -JT-sJT^O  (6a) 

Diese  haben  eine  partikuläre  Lösung  e*^  wo  für  ji  gilt: 
W       l  0  0      \=^(Woo  +  l)k^+[(a  +  8)(Wo^+l) 

1      -ao     -^0  0      ;  +cEo(WJ^-E^)]k 

cS^^    cJ^^     —k  —  a      +q     i  +  W[asOf^  +  {8c+Qr)EQjQ] 

> 

\rEQ   tJq  0         —X—8  +  as—  (8C  +  gr)El  =  0. 

Damit  Stabilität  vorhanden  ist  (ü  nur  negative  reelle  Teile), 
so  muß  sein: 

(13)  (a  +  8)(W  o^  +  l)  +  cE,(W  J,  -  E,)>0 

(14)  W[a80o  +  (8C  +  ^r)  JS7o^]  +  ««  —  {sc  +  Qr)El>0. 

Aus  (13)  berechnet  sich: 

cEi  —  (a  +  8) 
(13.)  '^>-«-ci+i-+-«)- 

aus  (14)  aber: 

/lA    \  w^r.  (sc  +  ()r)El-a8 

(8c  +  Qrjjbo  +  as 

Man  sieht  sogleich,  daß  (13a)  erfüllt  ist,  wenn  (14a)  erfüllt 
ist;  das  letztere  ist  also  das  eigentliche  Stabilitätskriterium.  Um 
es  mit  demKriterium  von  Kaufmann24*)zu  vergleichen,  bilden  wir 
aus  (7)  den  Differentialquotienten  dE^  :  cJq.    Wir  finden: 

c  Jq  «^0  ^  ^  "H  1 

Mit  Eq  :  Jq  =  (Oq  und  (7  a)  wird  aber  die  rechte  Seite  von  (15), 
wenn  man  vom  Minuszeichen  absieht,  gleich  der  rechten  Seite 
von  (14  a).  Statt  der  letzteren  Ungleichung  können  wir  also 
schreiben : 

(16)  W  +  l^'->0. 
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Dies  ist  aber  das  Kauf  man nsche  Kriterium  für  die  Stabilität 
eines  Gleichstromlichtbogens  mit  vorgeschaltetem  Widerstand. 
Hiermit  haben  wir  eine  weitere  ^ 

A  Soz 


Bewährung  unserer  Ausgangs- 
gleichungen gewonnen. 

3.  Wir  behandeln  nun  die 
quasistationären  Schwingun- 
gen eines  Gleichstromlicht- 
bogens^«»).  Solche  sind  möglich 
bei  einer  Schaltung  nach 
Fig.  363.  Der  Lichtbogen  Uegt 
in  Reihe  mit  einem  Widerstand 
Jf  und  einer  Selbstinduktion  L ; 


Jo 


Wo 
■AAAA/^ 


"k 


Lo 
Fig.  363.  Schaltung  des  tönenden  Lichtbogens. 


parallel  zu  dieser  Reihe  liegt  der  Kondensator  G,  Zu  den  Ver- 
zweigungspunkten A  und  B  sind  die  Pole  einer  genügend  starken 
Batterie  E  über  einen  » 

t 


Widerstand  W^  und 
eine  Drosselspule  L^ 
geführt.  Der  Licht- 
bogen läßt  dann 
einen  singend-pf  ei- 
lenden Ton  hören, 
das  Amperemeter  1 
zeigt  Gleichstrom  J^, 
2  und  3  Wechsel- 
strom My  unter  sich 
gleich,  aber  von  J^ 
verschieden,  an.  Eine 
osziUographischeAuf- 
nahme  von  E^-{-  Ae 
sowie  von  J^-\-  Ai 
ergibt  periodische 
Kurven  nach  Fig.364. 
Demnach  lagert  sich 
dem  Speisestrom  J^ 
ein  Wechselstrom   \% 


0,0005 


OfiOf 


Sek 


Fig.  364.    Lichtbogenschwingungen  erster  Art. 


Über.  Der  Vorgang  läßt  sich  wie  folgt  beschreiben.  Während 
des  Zeitabschnitts  I  fließt  die  Elektrizitätsmenge  —JAidi 
den    Kondensator,    dieser    ladet    sich    auf.      Entsprechend 


m 


43* 
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nimmt  die  Stromstärke  des  lichtbc^ens  kleinere  Werte  Jq  —  A% 
an,  die  Bogenspannung  Eq-\-  Ae  befindet  sich  deshalb  imAnschwel- 

len  (Ziffern  1—2),  entsprechend  der  Tendenz  der 
mit  fallendem  Strom  ansteigenden  Charakteristik. 
(Vgl.  hierzu  Fig.  366,  wo  die  gestrichelte  Linie  die 
statische,  die  ausgezogene  mit  den  entsprechend 
Fig.  364  beigeschriebenen  Ziffern  die  dynamische 
Charakteristik  bedeutet.)  Jenem  Ansteigen  folgt 
auch  die  Zunahme  der  Kondensatorspannung  F^ + ^  v , 
entsprechend  dem  Ansatz  des  Spannungsgleich- 
gewichts : 

(17)     V^  +  Av==E^+Ae+WAi+L^^^ ' 
OA     oß     0,8  Amp  In  der  Fig.  364  ist  aber  TT  M  durch- 

Statische  und  dynamische     ^^g  ^jg  ^1^^^  „„d  L  —  -   auf  der  Strecke 

Lichtbogen-Charakteristik.  ^  ^/ 

des  Anstiegs  2—3  vernachlässigt,  weil  hier  Ai  nahezu  kon- 
stant ist.  Im  Verlauf  des  Anstiegs  2—3  erreicht  die  Bogen- 
spannung ihren  Zündgipfel  3,  womit  der  Lichtbogenstrom  längs 
3.-4  wieder  anzuschwellen  beginnt.  Das  Anwachsen  des  Bogen- 
stromes  3— 4  bedingt  aber  sofort  ein  Abfallen  der  Bogenspannung 
längs  der  Charakteristik,  wobei  jene  unter  die  Kondensator- 
spannung fällt;  trotzdem  bleibt  der  Ladestrom  von  3  bis  a  noch 

aufrecht  erhalten  infolge  der  induzierenden  Wirkung  des  mit  Ai 

verschwindenden  Feldes  L  Ai  der  Selbstinduktion.  Im  Punkte  a 
ist  die  Ladung  des  Kondensators  beendet.  Von  hier  ab  wird  der 
Lichtbogenstrom  größer  als  der  Speisestrom  */q  ,  wozu  die  nötige 
Elektrizitätsmenge  aus  dem  Kondensator  geliefert  wird,  der  sich 
durch  den  Bogen  hindurch  entladet  (II).  Seine  Spannung  nimmt 
dabei  ab  und  sinkt  von  4  an  unter  die  Bogenspannung.  Trotzdem 
setzt  sich  die  Entladung  durch  den  Bogen  hindurch  noch  bis  5 
fort,  weil,  wie  vorhin,  das  versch^^dndende  Feld  der  Selbstinduktion 
den  Strom  Ai  noch  eine  Zeitlang  weiter  treibt.  Am  Ende  des  Zeit- 
abschnittes II  ist  der  Kondensator  völlig  entladen,  seine  Spannung 
erheblich  imter  die  des  Bogens  gefallen ;  die  Aufladung  und  damit 
der  Schwingungsvorgang  beginnt  von  neuem. 

4.  Zur   quantitativen   Untersuchung   des   Vorganges,   dessen 
Periode  T  offenbar  wesentlich  durch  die  Eigenschaften  des  dem 
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Bogen  parallel  geschalteten  Zweiges  bedingt  ist  (T  =  2  7i^JjG)9 
greifen  wir  auf  die  Ansätze  (1),  (5),  (6),  (10)  bzw.  die  Grappe  (11) 
zurück,  die  wir  entsprechend  Fig.  363  ergänzen.  Neu  kommt  hinzu 
die  Ladegleichung  für  den  Kondensator 


(18) 


Femer  ist  in  (10a)  die  E.  M.  K  der  Selbstinduktion  LAi  und 
die  Kondensatorspannung  Av  hinzuzufügen,  wie  es  schon  in 
Ansatz  (17)  geschehen  ist.  Es  entsteht  für  die  Störungen  ^», 
Acy  Ao,  AT,  Av  ein  System  von  5  Differentialgleichungen  ent- 
sprechend (11),  dessen  charakteristische  Determinante  lautet: 


(18) 


C 


0 


0 


0 


Ll+W 

1 

0         0 

-x 

1 

^0 

-^0     0 

0 

cEo 

cJo 

—  A— a   Q 

0 

rEu 

rJo 

k      8    0 

0 

=  0 


Deren  Entwicklung  liefert  für  A  eine  Gleichung  vierten  Grades : 

(19)  A*  +  aj  A3  +  ag  A«  +  ag  ;i  +  a^  =  0 . 

Die  Prüfung  der  H  urwitz  sehen  Stabilitätsbedingungen  (§  44) : 

(20)  ai>0;    aia^—a^>0,    (a^  o^  —  03)03  —  a!a^>  0;    O4>0 

ergibt  zunächst,  daß  hier  das  Kaufmannsehe  Kriterium  (14a) 
bzw.  (16)  nicht  erfüllt  zu  sein  braucht,  daß  viel  mehr  ein  dem  nach 
Kaufmann  instabilen  Zweig  parallel  geschalteter  Kondensator 
wieder  Stabilität  herbeiführt. 

Femer  kann  man  fragen,  unter  welchen  Umständen  unser 
Differentialgleichungssystem  eine  rein  periodische  (ungedämpfte) 
Lösung,  etwa 

(21 )  Ji  ==  Asmvt+  Bcosvt 

hat.  Es  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  (19)  die  Lösungen  hat: 
±tv,  —  ß  TLiv  .  Durch  Einsetzen  in  (18)  findet  man  für  deren 
Beiwerte  folgendes  Gleichungssystem: 


(22)    a,^2ß.    a,  =  /5«+v^ 


a 


:j 


2  fi  V*,  a^  =  (/J*  +  V»)  V*, 
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woraus  sich  berechnet: 

(23)  v^  =  a,:a,;     ß  =  a,:2, 

falls  die  Bedingungn  erfüllt  sind: 


(24) 


^  ^ 1  »1 ;    (»i  öo  —  a, )  o.,  — aj  a^  =0. 


Aus  diesen  letzteren  findet  sieh  der  wichtige  Satz,  daß  die  un- 
gedämpften Schwingungen  nur  möglich  sind  an  solchen  Stellen  der 
durch  (8)  definierten  Charakteristik,  an  denen  SEq  :  cJq  negativ 
ist:  diese  Eigenschaft  hat  aber  unser  durch  die  Gleichungen  (1), 
(ö),  (6)  definierter  Lichtbogen  sicher. 

Besonders  wichtig  ist  die  Frequenz  v  =  \a^ {a^  der  Schwin- 
gungen, die  nach  gehöriger  Auswertung  in  den  Beiwerten  der  An- 
ordnung Fig.  363  die  Form  annimmt: 

(25)  ^  =  T^Vi!       +^- 

Hier  ist  q  eine  kleine  Größe,  die  positiv  ist,  wenn  das  Kauf- 
mannsche  Kriterium  erfüllt  ist;  p  aber  hat  den  Wert 

(26)  p  =  (W  +  (Oo):(cEl  +  a  +  8)  L, 

der  hinm  Zustandekommen  der  Schwingungen  kleiner  als  1  ist 
und  bei  der  obengewählteri  Versuchsanordnung  etwa  bei  1  :  4 
liegt.    Demnach  muß  die  erregte  Frequenz  v  kleiner  sein  als  die 

Eigenfrt^quenz  g|^  nähert  sich  aber  dieser  als  Grenzwert, 

]LC 
wenn  man  bei  festgehaltenem  L  C  entweder  L  oder  Kq  oder  beides 
zugleich  wachsen  läßt. 

Der  in  Fig.  364  dargestellte  Schwingungsverlauf  zeigt  eine 
Lichtbogenschwingung  erster  Art.  Schwingungen  zweiter  Art  liegen 
vor,  wenn  Ai  gleich  Jq  wird,  der  Lichtbogenstrom  also  zeitweise 
verschwindet,  dritter  Art,  wenn  Jq  -\-  Ai  seine  Richtung  zeitweise 
sogar  umkehrt.  Übrigens  ist  unser  Beispiel  nahe  zueine  Schwin- 
gung zweiter  Art;  diese  werden  in  der  Funken telegraphie  aus- 
nahmslos vei  wendet,  weil  sie  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine 
beträchtlichere  Produktion  an  Schwingungsenergie  ermöglichen 
als  die  Schwingungen  erster  Art.  Schwingungen  dritter  Art  ver- 
wendet man  nicht,  weil  sie  durch  Oberwellen  verzerrt  sind  und 
demnach  die  Abstimmung  der  Siende-  und  Empfangsorgane  er- 
schweren. 
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§  125.    Elektrische  Sehwingungen  in  Yakuamröhren. 

1.  Die  grundlegende  Anordnung  einer  Vakuumröhre  ist  in 
Fig.  366  dargestellt.  In  einem  stark  ausgepumpten  Glasgefäß  R 
ist  eine  plattenf örmige  Anode  A  und  eine  fadenförmige  Kathode  K 
eingeschmolzen.  Letztere  ist  zweipolig  imd  wird  durch  einen  Heiz- 
strom JJ^  (mittels  der  Heizbatterie  BJ^) 
zum  Glühen  gebracht.  Zwischen  der 
Anode  und  einem  Ende  des  Kathoden- 
drahtes liegt  die  Anodenbatterie  B^, 
deren  Spannung  E^  (Anodenspannung) 
reguliert  werden  kann.  Dann  fließt  von 
der  Anode  zur  Kathode  ein  Strom,  der 
Anodenstrom  J^^,  bestehend  in  einem 
Transport  negativer  Elektrizität  von  der 
Kathode  zur  Anode.  Die  negative  Elek- 
trizität aber  besteht  aus  Elektronen,  die 
der  Kathodenfaden  infolge  seiner  Hei- 
zimg aussendet. 

Die  Abhängigkeit  des  Anodenstromes  J^  von  der  Anodenspan- 
nung E^  ist  in  Fig.  367  wiedergegeben.  Ja  steigt  mit  i^^  an  bis 
zu  einem  Höchstwert  J,,  dem  Sättigungsstrom,  der  mit  der  Ka- 
thodentemperatur T  oder  dem  Heizstrom  J^  zunimmt.    Der  Zu- 

/r 


Vakuumiöhre. 


^a 


-2r 


i 


^ 


Fig.  367.   Kennlinie  und  Sftttigungs- 
kurve. 


Fig.  368.  Anoden-Kathoden- 
Anordnung. 


sammehhang  zwischen  J^  und  E^  kann  für  eine  gegebene  Röhre 
siebr  leicht  experimentell  ermittelt  werden ;  es  ist  aber  auch  mög- 
lich, mit  ziemlich  einfachen  Vorstellungen  der  Potentialtheorie  und 
der  Elektrondynamik  die  Gestalt  der  Anodenspannungskennlinie 
J„  =  f  {E^)   wenigstens  bia  zum  Sättigungspunkt  zu  ermitteln. 


XVI.  Schwingungserzengung  dnroh  i 


Für  eine  Anoden -Kathodenanordnung  nach  flg. 
innir**')  die  Beziehung  abgeleitet: 

* 


iperiodiBohe  Ktiite, 

hat  J.  Lang- 


(1) 


y„=  1.465-10   5- J 


2.  Eine  Vakuumröhre  in  der  besprochenen  Form  ist  ein  rein 
physikalischer  Apparat;  zu  einem  technischen  Appu^t  wird  sie 
erst  durch  Hinzufügung  einer  zweiten  Anode,  des  sogenannten 
Gitt«Ts,  nach  Fig.  369  und  in  Ausfüb- 
riuigsgeatalt  nach  Fig.  370.  Legt  man 
zwischen  Gitter  und  Kathode  eine  Span- 
nung Eg  an,  wird  sich  auch  diese  an 
dem  Transport  von  Mektronen  bet^iÜgen.  ..  ^ 


Wäre  der  Gitterkreis  allein  da,  so  müßte  für  ihn  die  Langmuir- 
»che  Formel  gelten: 

(2)  Jg~  1,465-10-5- ffj,^. 

Kommt  jetzt  noch  die  Anoden  Wirkung  hinzu,  so  vermehrt  sich  der 
Gitterstrom  3g  um  den   Anodenstrom  ./„  zum   Emissionsstrom 

(3)  J,     =     Jg+J„. 

Zur  Erzeugung  von  J„  steht  aber  jetzt  nicht  mehr  die  ganze 
Anodenspannung  £g  zur  Verfügung,  sondern  nur  ein  Bruchteil 
D  Ej, ;  man  hat  sich  vorzustellen,  daß  die  elektrostatische  Wirkimg 
der  Anodenspannung  auf  die  Kathode,  die  den  Elektronentransport 
verursacht,  durch  das  Gitter  hindurch,  welches  selbst  eine  Span- 
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nung  £^  beeitzt,  vermindert  wird;  die  Anodenspannung  greift 
also  nur  zu  einem  Bruchteil  D  B^  durch  das  Gitter  hindurch ;  die 
Zahl  i)  <  1  nennt  man  den  „Durchgriff"  der  Anode ;  sie  iat  eine 
mit  den  Ansätzen  der  Potentialtheorie  berechenbare  reine  Ab- 
mesBungskonstante^**]  (wenigstens  für  große  Bereiche  der  Strom- 
stärke j,;  vgl,  hierzu  Anm."s),  Es  vereinigen  sich  also  jetzt  £,  und 
DE^  zur  sogenannten  Steuerspannung  E^  =  E^-^  DE^,  die  für 
den  Emiseionsstrom  maßgebend  ist. 

Die  Formel  (3)  schreibt  sich  demnach  in  der  Gestalt: 

(4)  J,  =  1,486  ■  10-  '■-  (fi,  +  DEaV  =  ^  (£,  +  DB, )"  , 

wp  aber  nunmehr  r 
der  Gitterradius  sein 
muS  (siehe  Fig.  370), 
damit  für  verschwin- 
dende Anodenspan- 
nung £„  für  das  Gitter 
die  richtige  Lang- 
muirsche  Formet 
herauskommt.  Der 
Ansatz  (4)  erfordert 

zur  graphischen  Dar-  ng.  j7i.    KsoniinieiiBciur. 

Stellung  entweder  eine 

Fläche  oder  eine  Kurvenechar.  Wir  wählen  die  letztere  Art,  und 
zwar  als  Parameter  der  Schar  die  Anodeuspannung,  als  Abszisse 
das  Gitterpotential  (ß^- Kennlinie).  Dann  ergibt  sich  die  Fig.  371, 
Die  Kurven  entsprechen  bis  ans  Sättigungsknie  dem  Ansatz: 

(5)  J,=  A(Eg+  DE,)^ . 

Hierbei  ist  zu  beachten,  daß  bei  negativem  Gitterpotential  E^ 
gegebenenfalls  Eg  +  DE„  negativ  werden  könnte,  falls  D  klein 
genug  ist.  Trotzdem  können  negative  Kmissionsströme  nicht  auf- 
treten, enteprechend  dem  imaginären  Werte  der  Wurzel  \'—  Ef.  ■ 
Die  Elektronenröhre  besitzt  also  di"  Ventil-  oder  Gleichrichter- 
eigenschaft. Andererseits  bestimmt  sich  der  Anteil  des  Oittorstroms 
am  Emissionsstrom  bei  negativem  Gitterpotential  durch  die  Un- 
mögUchkeit  des  Übertrittes  von  Elektronen  auf  das  Gitter.  In 
diesem  Falle  ist  der  Emissionsstrom  gleich  dem  Anodenstrom. 
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In  ihrem  mittleren  Teil  sind  die  Kurven  der  Fig.  371  einander 
ungefähr  parallel,  von  gleicher  „Steilheit"  8.  Auf  derselben 
Strecke  in  der  Umgebung  eines  Arbeitspunktes  Eg^yE^^  kann  man 
sie  als  annähernd  geradlinig  ansehen  und  die  Steilheit  darstellen 
durch 

(6)  8^[l''^')=~A]E,,  +  DE,^, 
und  das  Produkt  aus  Steilheit  und  Durchgriff 

(7)  DS  =  (ll^l^  =  ^ADiE]„  +  DE„o. 

Demnach  bestimmen  sich  kleine  Strom-  und  Spannungsänderun- 
gen in  der  Umgebung  des  Arbeitspunktes  durch: 

(8)  ^Je=  SJEg+  DSAE„. 

Arbeitet  die  Röhre  nun  im  Gebiete  negativen  Gitterpoten- 
tials, so  kann    1t/„  statt  JJ^  geschrieben  werden,  entsprechend 

(9)  AJa-=^  SAEg-^r  DSAEa- 

Ist  nun  im  Anodenkreis  ein  Widerstand  R  eingeschaltet,  so 
entspricht  der  Stromänderung  .1J„  eine  Änderung  der  Anoden - 
Spannung 

(10)  .\Ea=  -  R  iJ„, 
womit  sich  nach  Einsetzen  in  Gl.  (9)  ergibt: 
(10a)                           AJa  =  S  iEg-  DSRiJa 
oder 

(in  17    -       ^-"^^^ 

Dies  ist  die  Verstärkungsgleichung  der  Röhre.  Man  erkemit, 
daß  die  kleinen  Änderungen  AE^  der  Gitterspannung  sich  als  um 
so  stärkere  Schwankungen  Jt/„  des  Anodenstromes  zu  erkennen 
geben,  je  größer  S  ist,  je  steiler  also  die  J^^-Kennlinie  im  Arbeits- 
punkte verläuft.  Andererseits  aber  nimmt  die  Verstärkerwirkung 
zu  mit  kleinerem  Durchgriff  D.  Die  Größenordnung  von  8  kann 
bei  einer  kleinen  Röhre  etwa  8  =  10~^  Amp.  :  Volt  sein,  der 
Durchgriff  D  =  0,1.  Schreibt  man  in  (10a)  D8  =  1:  Ri,^)  so 
kann  man  Ri  als  den  inneren  Widerstand  der  Röhre  ansprechen. 
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da 


RJJa 


^Ea 


die  von  der  Änderung  der  Anodenspannung 


R' 


ß\  Ri 

herrührende  Stromänderung  bedeutet.  R^  hat  stets  sehr  große 
Werte ;  im  vorliegenden  Falle  wird  Ä^  =  1  :  D  Ä  =  100  000  Ohm  . 
Hieraus  ergibt  sich,  daß  nur  sehr  kleine  Ströme  durch  die  Röhre 
gehen. 

Bei  100  Volt  Anodenspannung  beträgt  der  Strom  nur  1  Milli- 
ampere. 

3.  Betrachten  wir  jetzt  die 
Wirkung  der  Vakuumröhre  als  J*^y 
Sch\idngungserzeuger  an  Hand 
von  Fig.  372,  wo  in  den  Anoden- 
zweig ein  elektrischer  Sch\vin- 
gungskreis  Z,  C,  i?  in  ,,Rück- 
koppelung"247j  „lit  der  Gitter- 
spannung eingeschaltet  ist. 

Folgendes  System  von  Glei- 
cliuhgen  (12)   ist  anzusetzen:"*) 

a)  für  die  J&g  -  Kennlinie : 

AJn^  SAE,,+  DH  \Ea\ 

b)  für   die   Stromteilung    am 
Schwingungskreis : 

c)  für  die  Spannungen  im  Schwingungskreis: 

d)  für  die  Spannungen  im  Anodenkreis: 

e)  für  die  Spannungen  im  Gitterkreis: 

d .  J  t , 


Fig.  372.     Vakuumröhre  als  Schwingungs- 
eraeugcr. 


iE„=  -^M 


df 


Diese  fünf  Gleichungen  dienen  zur  EIrmittlung  der  kleinen 
Seh  wank  ^gen  AJ^,A  t, ,  Ai^,  AE^y  AEg,  die  sich  auf  einen  nicht 
periodiscuen  Bewe^ungszustand  im  Gebiete  wesentlich  negativer 
Gitter  Potentiale  (3/  =  0)  beziehen. 
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Das  übliche  Ausschaltungsverf ahren  liefert  für  A  t^  die  Diffe- 
rentialgleichung 

<")       «'^^ +'"/'+ «-".-" 

mit  den  Werten: 

a  =  (1  +  DSIt)LC; 

(14)  b=^  DSL+(l  +  DSR)C-SM] 

c=  1  +  DS(E+  Bf). 

Soll  hier  eine  stationäre  Schwingung  möglich  sein,  so  muß  die 
Bedingung  erfüllt  werden 

(15)  b^  DSL+(l  +  DSR')C-'  SM  =  0, 

woraus  sich  der  Ausdruck  für  die  Stärke  der  Rückkoppelung  findet 

(16)  J/  =  DL+(^  +  DR']c. 

Man  erkennt  also,  daß  die  nötige  Rückkopplung  um  so  schwä- 
cher zu  sein  braucht,  je  kleiner  der  Durchgriff  D  (die  Rückwirkung 
der  Anodenspannung )und  je  größer  ä,  (die  Steilheit  der  Kennlinie) 
ist.  Das  sind  aber  dieselben  Bedingungen,  die  wir  oben  für  eine  gute 
Verstärkerwirkung  fanden. 

Ist  die  Rückkopplung  richtig  bemessen,  so  wird  die  Frequenz 
der  eintretenden  ungedämpften  Schwingung: 


Die  entstehende  Frequenz  wird  also  nahe  gleich  (etwas  größer) 
der  Eigenfrequenz  des  Schwingungskreises  gefunden.  Sie  nähert 
sich  dieser  um  so  mehr,  je  kleiner  D  S  oder  je  größer  der  innere 
Widerstand  der  Röhre  ist.-^'*^) 


XYII.  Elektromagnetische  Vorgänge  auf  geradlinig 

ausgestreckten  Leitern. 

§  126.  Aufstellung  der  Telegraphengleiehung:  f 

1.  Aus   einer   geradlinig    ausgestreckten    Doppelleitung    mit 
den  auf  die  Längeneinheit  (1  km)  bezogenen  Werten  des  Ohm- 
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sehen  Widerstands  R,  der  Selbstinduktivität  L,  der  Ableitung 
(Ausstrahlungsverlust)  ö,  Kapazität  C  grenzen  wir  nach  Fig.  373 
ein  Stück  heraus,  auf  das  wir  das  zweite  elektromagnetiselie 
Grundgesetz  (§133)  anwenden: 


ju  w-^  =  —  i®  cos  (@,  da)  da. 
dt  f 


^  rr 


I 


f 


<fLiJb*.  \ 


•OC- 


Hier  ist  die  Permeabilität 
/i  =  1  zu  setzen,  während 

für       ,  '-     die     Änderung 

L  ^    des  magnetischen  Fel- 
des    der     Selbstinduktion 
eintritt.     Das   Idnienintegral  der  elektrischen  Kraft   wird   über 
12  3  4  genommen.    Wir  erhalten : 


Fig.  373.    Linleueletnent  einer  Leitung. 


L  p 


c7 


dx  = 


\  ex-         /         2  2 


oder 

(1) 


c5r  oj 


ex 


c/ 


Zu  diesem  Ansatz  kommt  die  Kontinuitätsbedingung  der  elek- 
trischen Strömung,  indem  die  Stromänderung  ^J  längs  dx  mit 
dem  Ableitungsverlust  GYdx  und   dem  kapazitiven  Strom   des 

Elementes (ia::  -^  -  {pVdx)  die  Summe  Null  ergeben  muß: 


oder 
(2) 


cJ  +  QVdx^—(CVdx)  =  0 


Ca-  c/ 


(3) 


Schaltet  man  aus  (1)  und  (2)    F  aus,  so  findet  sich  für   J 


ex' 


et 


er- 


Für  V  ergäbe  sich  eine  entsprechende  Gleichung,   wenn  man 
J  aus  (1)  und  (2)  ausschaltete. 
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Man  schreibt  deshalb  statt  (3)  eine  gemeinsame  Gleichung 
mit  einer  neuen  Variablen  ü: 

(4)  -^^GBU  +  iGL  +  CB)   .      +CL^-^. 

C'  X  et  C/ 1 

mit  der   V  und  J  durch  die  Ansätze  verbunden  sind: 

(5)  K=-    f^;      J=.-{cf^+Güj 

Je  nach  Bedarf  werden  wir  nun  (1)  und  (2)  oder  (4)  und  (5) 
heranziehen. 

2.  Man  nennt  die  Gleichung  der  Gestalt  (3)  oder  (4)  die  Tele- 
graphengleichung, weil  sie  zuerst  zur  Untersuchung  von  Vorgängen 
in  Telegraphenleitungen  aufgestellt  wurde.   Durch  die  Einsetzung 

kann  man  (3)  in  die  Form  bringen: 

(7)  .\=(C  R-GL-^  +CL  -.^, 

^    '  dx^  c^t  dt 

Besteht  die  Bedingung 

(7a)  CR  —  GL  =  0, 

so  bleibt  übrig: 

mit  der  allgemeinen  Lösung : 

(9)  W-f{t±l 

1 
wo  /  eine  ganz  beliebige  Funktion  ist  und  w  =^  T~~  bedeutet. 

Die  Gleichung  (9)  besagt,  daß  sich  ein  an  der  Stelle  a;  =  0 gegebener 

X 

Wert  w  =  /  (0)    nach  der  Zeit      —  unverändert  an  den  Stellen 

w 

'_\-  X  der  Leitung  wiederfindet,   d.  h.  eine  Welle  v'  pflanzt  sich 
zeitlich  ungedämpft  und  räumlich  unverzerrt  mit  der  Geschwindig- 
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keit  w  auf  der  Leitung  fort.  Dagegen  erfährt  der  Strom  J  ebenso 
wie  die  Spannung  V  gemäß 


J  = 


-§' 


W 


eine  zeitliche  Dämpfung;  die  Eigenschaft  der  räumlichen  Ver- 
zerrungsfreiheit bleibt  aber  erhalten;  man  nennt  daher  eine 
Leitung,  deren  elektrische  Konstanten  die  Bedingung  (7a)  erfüllen, 
verzerrungsfrei. 

3.  Kann  man  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  den  Ohmschen 
Widerstand  R  und  die  Ableitungskonstante  0  gleich  Null  setzen, 
so  erhält  man  die  Differentialgleichungen  der  verlustfreien 
Leitung : 


(9a) 


oV 


cJ 


dt  dt 

fx  et 


mit  der  Lösung: 


(9b) 


oder 


(9c) 


V  =  f(x-wt),       J  = 


V  ^ 


V  =  g{x+wt),     J=- 


Z 


Z 


I   - 

1 


w  = 


iLC 


Die  Funktionen  /  und  g  sind  ganz  beliebig  und  bedeuten  das 
unverzerrte   Fortschreiten  einer  beliebigen  Spannungsvert-eilung 

längs  der  Leitung  mit  der  Geschwindigkeit  w  =^  in  entgegen- 

gesetzten Richtungen,  also  eine  Wanderwelle,  deren  Natur  später 
genauer  untersucht  wird.  Die  verlustfreie  Leitung  ist  ebenfalls 
verzerrungsfrei . 

Bemerkenswert  ist  die  Konstante  Z,  der  Proportionalitätswert 
der  Spannung  zum  Strom  an  jeder  Stelle.  Man  nennt  ihn  deshalb 
den  Wellen  widerstand  oder  auch  die  Leitungscharakteristik. 

4.  Nach  H.  Poincare««»)  und  K.  W.  Wagner  »«o)  kann  man 
die  Grundgleichungen  (1)  und  (2)  durch  die  Einsetzungen 


688  XVII.  Klektromagnetische  Vorgänge  usw. 


(10) 


und 


(11) 


I 


X 
r=        ; 
a 

WO 

RC      GL 

0  =       -    .__       ; 

2iLC 

1 

w?  =  -  - 
fCL 

o 

■"-tz'-'^- 

2GL  _      ,.L 

'=  Rc-öL  ■   ^n-c 


umformen,  so  daß  sie  die  Gestalt  annehmen: 


(12) 


1-+?^ 

cX  ' 

^v 

cJ 

l            8T 

cX  • 

An  Stelle  des  Paares  von  Differentialgleichungen  (12)  kann  die 
einzige 

03)  ilU_2:^  +  ^'U 

^*^'  5X«~^dT+cT« 

treten  für  die  Variable  U,  aus  der  sich  J  und  V  ableiten  vermöge: 
(U)  V  =  !|J;         J=-i^. 

CA  f  T 

Die  Bedeutung  dieser  Normalformen  der  Telegraphengleichung 
liegt  darin,  daß  durch  die  Umformungen  (10)  und  (11)  sämtliche 
Sondereigenschaften  der  Leitung  verschwunden  sind,  so  daß  alle 
möglichen  Leitungen  auf  eine  einzige  zurückgeführt  werden, 
andererseits  aber  sind  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen 

(15)  X  =  ox;       T^wot 

reine  2^hlen  geworden.  Insbesondere  ist  dies  wichtig  für  die 
Längen  variable  X,  die  wesentlich  den  Verlauf  der  Erscheinungen 
im  Kabel  beeinflußt;  man  nennt  sie  das  Längenmaß  des  Kabels 
oder  der  Leitung  und  findet,  daß  die  Erscheinungen  in  letzterem 
gleichartig  verlaufen,  sobald  das  Längenmaß  das  gleiche  ist. 
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4.  Eine  Lösung  der  Ansätze  (12)  bzw.  (13)  sei  für  den  Fall 
eines  sehr  langen  Kabels  mitgeteilt,  an  dessen  Anfang  X  =  0 
eine  Spannung  V  =  /  (T)  angelegt  ist.  Wie  K.  W.  Wagner ^^j 
nachgewiesen  hat,  findet  sich  dann  für  die  potentialartige 
Funktion  U  [Gleichung  (13)]  der  Ansatz 

T  -  X 
(16)  U  =  -  /'/(t)  eO'+D-T  j^  }'X3-(T  -  xY-dT, 


-  oo 


wo  Jq(z)  die  Besselsche  Funktion  erster  Art  nuUter  Ordnung 

bedeutet.  Das  Integral  erfordert  eine  Zeitintegration  (nach  t) 
derart,  daß  T  —  X  die  obere  Schranke  der  Integrationsvariablen 
bzw.  des  Argumentes  r  von  /  (t)  wird : 

(18)  t:<T-X. 

Wird  nun  die  angelegte  Spannung  so  gewählt,  daß  gilt: 

V  =  /(T)  =  0;      -.(x><T<0; 

V  =  /(T)  =  p;     -  0<T<  +  oo, 

so  kann  man  die  Integration  (16)  in  die  beiden  Teile  zerlegen : 


(19) 


U  =  - 


0  T-X 

j  f{j) rfr  +  /  /  (t) dx 

L  -oo  0 


Der  erste  Teil  verschwindet,  weil  die  Integration  gemäß  (19  a) 
nur  im  Bereich  verschwindender  /(T)  verläuft.  Andererseits  ist 
auch  das  zweite  Integral  nur  von  Null  verschieden,  sofern  T  —  X  <  0 
gilt;  denn  das  Gegenteil :  T  —  X  < 0  würde  eine  negative  obere 
Grenze  des  Integrals  bedeuten;  im  Gebiet  enegativer  T  ist  aber 
das  Integral  wegen  (19a)  stets  Null.  Demnach  ist  T — X  =0 
oder  T  =  X  die  Bedingung  für  den  Beginn  des  Einwirkens  der 
Spannung  p  auf  den  Leitungspunkt  X;  die  Einwirkung  beginnt 

zur  Zeit  T.   T  =  X  bedeutet  aber  nach  (10):  x  =  wt==   , d.  h. 

auf  dem  wirklichen  Kabel  wird  der  EinwirkungspuQkt  x  nach 

der  Zeit  i  vermöge  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  -     -r  der 

Hort,  Schwingangslelire.    2.  Aufl.  44 
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Störung  p  erreicht,  im  Einklang  mit  dem  oben  für  die  verzerrungs- 
freie Leitung  abgeleiteten  Ergebnis.  Es  ist  bemerkenswert,  daß 
für  i  =  0,  also  für  verschwindende  Selbstinduktion  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ubendlich  groß  wird.  Wir  werden 
später  sehen,  warum  im  Grenzfalle  L  =  0  ein  Kabel  keine  eigent- 
liche Fortpflanzungsgeschwindigkeit  hat. 


§  127.  Fortpflanzung  von  Wechselströmen  längs  Leitungen. 

1.  Wir  benutzen  nun  die  Ansätze  des  §  126  zur  Prüfung  des 

Verlaufes  von  sinusförmigen  Wechselströmen  längs  einer  Leitung 

j^  nach  Fig.  374  261). 

I                         -^1  1            Am    Anfang     sei    der 

i{i                         %:  %     Leitung  eine  Wechselspan- 

l                          *!<  i       nung     (der     Frequenz   (o) 

•^  SSa  =  Vae*"^*  aufgedrückt. 

rjg.874.    Be«eichnungen  an  einer  Wechselstrom-       _  ,    , .      ..  V,     .        •» 

leitung.  Im   Stationaren    Zustande 

werden  Spannung  und 
Strom  an  beliebiger  Stelle  x  dann  ebenfalls  die  Frequenz  co  haben 
und  sich  symbolisch  schreiben  lassen: 

Damit  schreiben  sich  aber  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des 
§  126  symbolisch : 


(1) 


--^—(ö +  »•<«<?)  JB.. 


Hier  kann  man  etwa  %  entfernen  und  erhält: 

deren  allgemeines  Litegral  sich  mit  der  Abkürzung 

{R  +  iü)L){G  +  icoC)  =  y2 
in  der  Form: 
(3)  ^^=^  A^ey'  +  A^e-y 
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findet;  hier  nennen  wir  y  =  ai  +  b  die  Fortpflanzungskonstante 
der  Leitung.    Aus  (3)  findet  sich  1^^  durch  Differentiation 

Führt  man  mit  der  Abkürzung 

den  Wellenwiderstand  oder  die  Churakteriatik  3  ^^^  Leitung 
ein,  so  kann  man  statt  (4)  schreiben: 

A  A       ' 

(5)  j.=  _|Le.«+^e-r'. 

Die  unbekannten  Integrationskonstanten  Ai  uod  A2  bestimmen 
sich  aus  den  Bedingungen  am  Anfang  der  Leitung.  Sei  hier  außer 
9Sa  auch  noch  ^^  gegeben;  so  hat  man  für  x  =  0: 

[  ^a^A^  +  At; 

[  J.  3  +  3 

Es  berechnet  sich  hiernach: 

(7)  ^1  =  i  (««-  33.);       ^*  =  i  («.  +33«)- 

Durch  Einfährung  in  (3)  bzw.  (4)  findet  sich: 

«,  =  «. f 33. 2 

(8) 

Jx     •^  2'  3  2 

oder  unter  Verwendung  hyperbolischer  Funktionen: 

r  «,=  SJ.6ofya;-33.@in}'a;; 
(8»)  1   cv        cv  «•  f  ^"r- 

Am  Ende  der  Leitimg  x  =  1  wird  $,  =  33«,  3«  =  3<>  ^^^^ 
erhält 


(8b) 


3.=  3.M>'^-%®inyi- 

44* 
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Hier  kann  man  nach  äS^  >  3a  auflöeen  und  in  (8a)  einsetzen;  man 
erhält : 

oder  mit  den  Abkürzungen: 

(8e)  8l«SoJyI;       S  =  3©inyZ;      S=l(Sin7i; 

8 

^      ^  l    3a=St3e  +  e»e 

WO  die  Beziehung  gilt: 

(8g)  2i*-»e  =  i. 

2.  An  Hand  der  Gleichungen  (8)  kann  man  sich  über  den 
allgemeinen  Verlauf  der  Schwingungsfortpflanzung  wie  folgt 
Rechenschaft  geben.  Wir  setzen  y  =  ai  -{-  b  und  ersetzen  die 
Exponentialfunktionen  mit  imaginärem  Exponenten  durch  die 
Kreisfunktionen.   Dann  erhalten  wir  z.  B.  für  %  in  reeller  Form 

(mit  3a  =  ^/flß*^',  |3l  =Z,  <p  =  Phase  von  ^-  +Phasevon(3a,SBa) : 

(9)       J^  =  -^  [e*»*  (cos  (jüt  +  ax)  +  e-^'  (cos  cot  —  ax)]. 

y 

—  -^  e~**  (coBco  t-{-a x+(p)—e~^^ cos {(ot-'ax+(p)]. 

Es  handelt  sich  also  im  wesentlichen  um  die  beiden  Wellenformen 
e^"  cos  {cot  -{-  ax)  und  c"^*  cos  (cot  —  ax).  Betrachten  wir  die 
erstere  zu  den  Zeiten  t^  und  t^  sowie  an  den  Stellen  x^  und  x^ , 
so  wird  Gleichphasigkeit  vorhanden  sein,  wenn  gilt 

CO  ti  -\-  axi  =  o)  l^  +  a  «2 
oder 

^  (*i  —  ^2)  =  —  ^  (^1  —  ^2)  • 

Ist  nun  t2>ti,  also  fg  später  liegend,  so  muß  Xj>x^  sein,  d.  h. 
die  Welle  läuft  von  der  Ausgangsstelle  x^  gegen  den  Anfang  der 
Leitung.  Andererseits  liefert  dieselbe  Betrachtung  für  die  Welle 
e'^^  cos  {(ot  —  a«),  daß  sie  gegen  das  Ende  der  Leitung  läuft. 
Man  nennt  diese  Welle  die  einfallende,  die  erste  die  reflektierte. 
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Nun  sind  noch  die  beiden  Faktoren  e**  und  e"**  zu  betrachten. 
Es  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß  e**  für  Xj  >  ajg  mit  wachsender 
Zeit,  d.  h.  mit  dem  Fortechreiten  der  Welle  gegen  den  Leitungs- 
anfang, abnimmt;  die  Welle  wird  also  räumlich  gedämpft.  Li 
entsprechender  Weise  nimmt  e~**  gegen  das  Ende  der  Leitung  ab. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Wellen  in  solchen  Leitungspunkten 
Xi,  x^y  daß  eine  Phasenänderung  27i  vorliegt,  so  ist  zu  setzen: 

(ot^-^-  ax^  =  2  JT  +  ö>  ^1  +  fl^  ^2 » 
woraus  sich  findet: 

Die  beiden  Leitungspunkte  x^,  x^  haben  also  einen  konstanten 
Abstand,  die  Wellenlänge: 

2n 
(10)  A  =  — . 

Für  die  einfallende  Welle  gilt  der  gleiche  Satz. 

Übrigens  bestimmt  die  Größe  a  zusammen  mit  der  Frequenz  a> 
noch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen: 

(U)  w-|. 

Demnach  ist  der  Verlauf  des  Vorgangs,  abgesehen  von  den 
Grenzbedingungen,  abhängig  von  der  Größe  a,  der  Wellenlängen- 
konstante, die  mit  der  Länge  x  des  Leitungsstückes  das  Winkel- 
maß ax  bestimmt.  Für  die  Dämpfung  ist  maßgebend  die  Dämp- 
fungskonstante 6,  die  mit  der  Länge  x  den  Dämpfungsexponenten 
bx  ergibt. 

3.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (8  c)  kann  man  in  (8  a)  statt 
®o,  Sa  ^^^  Endwerte  SS«,  3«  einführen: 

f  ^x^^e^\r  [l-  x)  +  ^%(Bx\\y  {l-  x)\ 
^^^^  I  %  =  %^o\y{l-x)+^<Bmr[l-x). 

Ist  die  Leitung  am  Ende  offen,  so  wird  !S<  =  0  und 
(12a)         ».  =  S,eofy(J-a:);     3,  =  ^@i„y  (/ -  x)  . 


\ 
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Nun  sei  y  =  1  —  x  der  Abstand  vom  Ende  der  Leitung;  es  liefert 
dann 


(13) 


/^^i^^ 


das  Verhältnis  der  Amplitude  von  S«  zu  S,  und  den  Phasen- 
Unterschied   von  S5-C  gegenüber  JB«.      Für  die  Größen  e»'*'  bzw. 

e~^^  wählen  wir  jetzt 
die  polare  Darstellung 
(§43): 

(1*)  1       . 


^;y 


mit 


b 

r  =  e"^ 


(f  =  ay, 


FIr.  875.    Bantellang  der  Hyperbelfunktionen  durch 
logarithmische  Spiralen. 


Demnach  stellen  sich 
die  beiden  Ansätze  (14) 
als  logarithmische  Spi- 
rale 2ß2)  nach  Kg.  375 
dar,  die  bei  A  mit  r  =  1 
und  (p  =  0  beginnt. 
Entsprechend  ergibt  —  e^^  eine  zu  jener  zentrosymmetrische 
Spirale.  Die  gesuchten  Ausdrücke  Eof  yy  und  ©in  yy  finden  sich 
durch  geometrische  Addition  der  durch  9?  =  -j-  a  y  festgelegten 
Spiralenvektoren  und  Halbierung,  wobei  der  Bichtungssinn  durch 

die  eingezeichneten  Pfeile  zu  be- 
rücksichtigen ist.  Die  letzteren  er- 
geben zusammen  mit  der  positiven 
reellen  Achsenrichtung  des  gezeich- 
neten Koordinatensystemes  die 
Phasenwinkel  von  Eofyy  bzw. 
Sin^^y.  Trägt  man  die  Werte  dieser  Funktionen  mit  den  zu- 
gehörigen Phasenwinkeln  in  einem  Polardiagramm  zusammen, 
so  erhält  man  das  Spiralenschaubüd  der  Leitung,  wie  es  in  Fig.  376 
für  SS'x  =  Kof  y  y  gezeichnet  ist. 


Vx'Co^ry 


Fig.  876.    Spiralenschaubüd  einer 
Leitung. 
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§  128.  Kraft  Übertragung  mittels  Weehsel  ström. 

1.  Die  Ansätze  (8  a)  des  §  127  woUen  wir  zunächst  benutzen, 
um  den  Strom-  und  Spannungsverlauf  in  einer  unendlichen,  am 
Ende  offenen  Leitung  zu  untersuchen,  die  am  Anfang  die  Spannung 

erhält.  Die  Untersuchimg  besteht  darin,  daß  man  von  den  An- 
sätzen (8  a)  nach  den  Regeln  der  komplexen  Zahlenrechnung  zu 
reellen  Werten  übergeht.    Dann  wird 


^x=  Vae-^'co8{cot  —  az) 


und 


O«  —    'a 


Cü) 


j/a«  +  6« 


e'^'coQ  {cot— ax  +  (p); 


tg9?  = 


(1) 


a«  =  i  {f{ü)^L^  +  R^)  (a>8  0«  +  ö«)  +  (co*LC  -CR)}; 


In  Kg.  377  ist  beispiels- 
weise der  Verlauf  von 
««mit  Fa  =  10 000  Volt, 
CO  =  50,  Leo  =  0,82 
[8ec-i],0cd  =  0,94.10-« 
[km -2  seci],  Ä  =  1,36 
[sec-i],  (?  =  0,  a  =  1,17 
.  10-3  [km-^],  6  =  0,36 
.10-5[km-i],  yaM^62 
=  1,22  .10-3  [km-i]; 

6 

^g9>  =  ~-  =    0,308; 
a 

9?  =s  17°  7'  verzeichnet. 

2.  Liegt  weiter  eine  Leitung  der  endlichen  Länge  l  vor,  ^o  ist 
an  Gleichung  (12a)  bzw.  (13)  §127  anzuknüpfen; 


Fig.  377.      Verteilung  einer   Wechselstromspannung 
längs  unbegrenzter  Leitung. 
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Ist  21,  -=  Vt  cos  <oi,  so  wird 

(2)  %  =  -^cma>t  (e*''(coBay  +  isinaj/)  +  e'*»'(ccsay  — (sinaj/)) 

V 
=  — ^  {e''* coB  (lo  l  +  ay)  +  e"**coB(a.(  -  ay)). 


Dietien  Ausdruck  kann  man  auf  die  Form  bringer 

(3)  ^,  =  ^Mco6{a>t  +  y,). 


Man  findet  leicht: 

{4)  M"  "  e^''*  +  e''"*  +  2oos2aij  ; 
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In  der  Kg.  378,  in  der  nur  x  durch  y  zu  ersetzen  ist,  ist  für 
a  =  1,17 .  10" »und  b  =  0,36  •  10" »  die  Funktion  M^  aufgezeichnet. 
Die  Kurve  hat  für  y  =  0  ein  Minimum,  wenn  a<iby  ein  Maximum, 
wenn,  wie  in  unserem  Beispiel,  a  >  &  ist.  Dann  nimmt  also  nach 
dem  freien  Ende  hin  die  Spannung  zu  (wie  ja  auch  aus  Fig.  378 
ersichtlich  ist);  eine  Dynamo  von  10  000  Volt  unter  obigen  Be- 
dingungen an  eine  Freileitung  von  672  km  angeschlossen,  würde 

2 
am  offenen  Ende  eine  Spannunc  von  10  000 =13  800  Volt 

ergeben.  Diese  Erscheinung  ist  unter  dem  Namen  Ferranti- 
Phänomen  seit  1890  bekannt. 

3.  Zur  Untersuchung  der  Energieverluste  und  des  Wirkungs- 
grades bei  einer  Wechselstromfemleitung  bemerken  wir  zunächst, 
daß  eine  solche  unter  allen  Umständen  Energie  aufnimmt,  mag 
sie  nun  am  Generatorgegenende  offen  oder  kurz  geschlossen  sein. 
In  beiden  Fällen  ist  der  Wirkungsgrad  der  Energieübertragung 
durch  die  Leitung  Null,  anders  als  bei  Gleichstromübertragungen, 
die  bei  offenem  Ende  den  Wirkungsgrad  1,  allerdings  bei  der 
Energieaufnahme  Null,  haben. 

Die  offene  (g^,  =  0)  und  die  kurz  geschlossene  (SS«  =  0) 
Wechselstromleitung  bieten  am  Generatorende  die  scheinbaren 
Widerstände  SSo  und  33?^  dar;    es  ist  [s.  Gleichung  (8c),  §127] 

(6)  2Bo  =  1^  =  3  SotgyZ;      28»  =  S^iyll 

woraus  sich  findet 


Ist  nun  am  Generatorgegenende  ein  Verbraucher  des  scheinbaren 

SS 
Widerstandes  St«  angeschaltet,  so  wird    JR,  =  -^  und  die  Lei- 

stungsabgabe 

(8)  Ae-=  J^e^e  COS  (f^  , 

WO  J^  =  |3^(,  i?^  ==  |9{^[  die  Effektivwerte,  (pe  die  Phasenverschie- 
bung am  Ende  bedeuten. 

Mit  Gleichung  (8  c),  §  127,  ergibt  sich  nun  am  Generatorende : 

[»a=(SS.  +  a%)eofyZ; 


3a=(3.  +  ^)eofyZ; 
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und  somit  der  scheinbare  Widerstand  am  Anfang 

(10)  »l.=|=9?L±^. 

Zur  Berechnung  der  Leistungsaufnahme  am  Generatorende  nach 
(9)  beziehen  wir  die  Phase  von  93«  imd  3«  auf  ^Cof /I,  indem 
wir  setzen: 

(11)  l3.&>fyZ|  =  cJe. 
Dann  wird: 

(12)  »,  =  cJe (%  +  %);      3.  =  cJ,{\  +  ^j  . 

Nun  sind  für  9?«,  2Bik,         -  ihre  komplexen  Formen  einzuführen: 


(13)      3?.= «,  +  .'/?,;    %  =  «t  +  »Ä;     cnr  =  «o  +  »Ä 


(14) 


1 

33» 
mit  dem  Ergebnis: 

r    «.  =  C^.[(«r  +  «*)  +i(ß,  +  ßk)\, 

=  c./,  (o,  +  t  6,) 

Damit  wird  aber  die  aufgenommene  Leistung 
(15)  Aa'^c^Jl  (a,aj  +  b.bj)  ^c*J\N 

und  der  Wirkungsgrad 

('»)  '  -  X  -  Ä  ■ 

Durch  Auflösung  von 

(17)  P    -^     und      tl  =0 

nach  »r  und  ßr  findet  sich: 

(18)    I  SR,  I«  -  «« +  ^.  =  ^ ;     ,    /^: .  :  =  ?^-.M' 


'0 


Durch   Einsetzung  von   ä^  und  /?^    in   (16)  findet  sich  schließ- 
lich )/„,,  «^3). 
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%  129.  Die  WanderwelleD. 

1.  Die  bisherigen  Untersuchungen  beziehen  sich  nur  auf  die 
Btatioi^ren  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1),  (2)  bzw. 
(4),  (5)  des  §  126.  Die  Btationären  Lösungen  entsprechen  den 
Beharrungszuständen  auf  den  Leitungen,  oder  wenn  man  will, 
den  erzwungenen  Schwingungen. 

Dieselben  Differentialgleichungen  kann  man  aber  auch  zur 
Ermittlung  der   Ausgleichavoi^änge   benutzen,   die   von   einem 
Beharrungszustand  zu  einem  an- 
deren überführen*'*}. 

Sei  der  anfängliche  Behar- 
rungszustand auf  einer  Leitung 
durch  (7,  (x,  l),  der  neue  durch 
ü^  (x,  t)  nach  Fig.  379  gekenn- 
zeichnet. Für  den  Übergang  zwi- 
schen beiden  Zuständen  benöti- 
gen wir  eine  Ausgleichsfunktion 

Uf  (x,  t),  die  im  Augenblick  (  =  0  des  beginnenden  Ausgleichs 
die  Bedingung  zu  erfüllen  hat: 

(1)  ü,ix,0)  =  üi{x,0)  +  ür{x,0). 

Alle  U  haben  den  Differentialgleichungen  des  §  126  und  ge- 
wisRen,  durch  die  Besonderheit  der  jeweils  vorliegenden  Aufgabe 
gestellten  Bedingungen  zu  genügen.  Dann  ist  für  t  >  0  der  Zustand 
gegeben  durch: 

(2)  U{x.t)  =  U^ixj)-  Uf{x,t). 
Wir  werden  sehen,  daß  stets  gilt: 

(3)  UA^,^}  =  0, 

d.  h.  U  (x,  t)  geht  tatsächlich  nach  genügend  langer  Zeit  in  den 
neuen  Beharrungszustand  U^  (x,  t)  über.  U/  {x,  t]  stellt  die  freien 
Schwingungen  der  Leitung  dar,  die  mit  (  =  00  vermöge  dd.- 
Dämpfung  abklingen. 

2.  Wir  suchen  nun  für  ü/  eine  Lösungsform  der  Differential- 
gleichung (4)  des  §126 

(4)  ?^=.=  rC;  +  2,."'  +  ,^3 
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mit  p2^  =  GR,  2qr  =  GL  +  CR\  r  =  CL  in  der  Gestalt: 

(5)  J7  =  ^e*«>'^'*+'". 
Durch  Eiiisetzen  in  (4)  findet  sich: 

(6)  -a^='p^+2bq  +  b*. 
Man  kann  nun  nach  b  auflösen: 

(7)  6  =  —  q  +  iq^  _  p»  _  a*  =  —  m±in, 


wo 


(8) 


/7.^      «        GL  +  CR   .      „_l/ZröÄ       {OL  +  CRy 
^^"^      "*=       2CL       '      "=r+CL 4C^Z«~"' 

bedeutet.  Jede  Wahl  von  a,  welches  zunächst  willkürlich  bleibt, 
liefert  ein  Integral  der  Gestalt  (5);  wir  erhalten  vier  solcher 
Formen : 

>4  g-»«V'"*  g(-in+i«)<  .  ^  g  +  iaVrx  ^{-m-in)i  . 

aus  denen  sich  das  allgemeine  Integral: 

(9)  U  =  e-"^^  [Aoo^a'^'r  X  +  BBvaai'r  x)  (Ccosn^  +  Dsinw«) 

aufbaut.  Jede  Wahl  von  a  =  a^  liefert  eine  Lösung  ?7jt,  wofern 
b  nach  Gleichung  (7)  bzw.  (7a)  bestimmt  wird: 

(10)  Uk  =  e~"*'  [Ak^oBajc^r  X  +  BjcSmaje^r  x) 

(Cjb  cos  Wi  <  +  Djfc  sin  w*  t) 

und  die  Summe  aller  Uj^  bestimmt  die  allgemeine  Lösung 

(11)  u  =  zuk. 

Die  hierin  vorhandenen  unbekannten  Größen  aj^  bestimmen  sich 
durch  die  Grenzbedingungen;  At,  B^,  (7^,  D*  durch  die  Anfangs- 
bedingungen.   Dabei  bedeutet: 

(12)  n  =  -^-, 

die  Schwingungsdauer  des  betreffenden  Anteils  C/*; 
(13)  .  X,  =  —~~ 

Beine  Wellenlänge; 

('4)  yT  =  ^*  =       -TT,-. 
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die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit.  In  der  Tat  ist  die  Bedingung 
(3)  erfüllt  vermöge  des  Dämpfungsfaktors  c"*"*  in  allen  gefundenen 
Ansätzen. 

3.  Wir  behandeln  zunächst  die  Anschaltung  einer  am  Ende 
X  =  1  offenen  Leitung  mit  ihrem  Anfangspunkt  2;  =  0  an  eine 
konstante  Spannung  E;  der  Schaltmoment  sei  t  =  0.  Dann 
hat  man  für  den  Zustand  17^:  ^i  =  0,  SSi  =  0,  für  ü^:  ^2  =  0, 
$2  =  £.   Für  den  Beginn  des  Ausgleichs  gilt  demnach  nach  (1): 

(15)  ^(x.o)  =  0;     9S/(a;,o)=Ä. 

Im  übrigen  wollen  wir  die  Ausgangsdifferentialgleichung  etwas 
vereinfachen,  indem  wir  keinen  Ableitungsverlust  O  voraussetzen. 
Dann  gilt  nach  §126: 

(16a)  S  =  ^-;       3  =  -0-^-. 

Diese  Ansätze  rechnen  wir  mit  Hilfe  von  (9),  (10),  (II)  für  ^  =  0 
aus  und  finden: 


(16) 


E  =  2aty»'C'jb(5iCosajfcyrx  —  Aksiaatfrx); 

0  =  —C^{ntDt—m^rCt){AtC08akirz+Bi8mai^rx)' 

Zu  diesen  Anfangsbedingungen  kommen  noch  die  Grenzbedin- 
gungen.   Am  Anfang  der  Leitung  x  =  0  ist  dauernd 

(17)  S},(0,  t)  =  »3  (0,  t)  -  »,  (0,  0  =  ^  -  ^  =  0, 

und  am  Ende  der  Leitung  x  =  0 

(18)  3.(«,0-O- 

(17)  liefert  den  Ansatz: 

(17a)  e-'^^2^ajt]^rBjt  (C^cosn*«  +  Dtsinntt)  =0, 

der  offenbar  nur  erfüllt  wird  durch  Bt  =  0.   Berücksichtigen  wir 
dies  sofort  bei  der  Berechnung  von  (18),  so  findet  sich: 

(18a)  -  C e- ""2^ ^*  cos  a^yw 

{(»**^*  —  ^C't)  cosnigt  —  (mDt  +  if^k^k)  sinn^^))  =»  0. 
Dieser  Gleichung  kann  nur  genügt  werden  durch 

(19)  QO^aufrl^^O 
oder 

(20)  a,Z  =  -(M+J^,      ifc  =  0.1.2. 


(24) 
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womit  die  bisher  iinbekaimten  Größen  a    festgelegt  sind,  und 
wodurch  noch  folgt: 


(21)  n,  =  Y-4iTLC-    -~iL^ 


(22) 


Nunmehr  gewinnt  man  aus  (16)  die  Ansätze: 

'E  =  —  y^aig]'rCtAtsmatirx; 

0  =  ^Ü^kDkAt  —  m  Ct  At)  cos  a^^rx. 

Die  erste   Gleichung   (22)  liefert  die   Koeffizienten    M^  =  C^At 
vermöge  einer  Fourierentwicklung  (§35)  durch 

(23)      3f.=  --i-.f 


''^y''  f  sin*  atfxdx  {2k+l)na,\r 


0 

und  die  zweite  Gleichung  (22)  die  Koeffizienten 
(24)         D,A,=^N,^^M,^-  ^^^ 


(26) 


^k  (2k+  1)  71  at  71*  |/r 

Damit  finden  wir  aber  die  Ausgleichsgrößen 

^f^e'^^^{M]tC08ntt-\-NigSinntt)ainat]'rx, 

^=Ce-^^^  {{n^Mk—  mNi)  cosn^t  --  {mNt+  ntMt)Binnit}Binatyr  X , 
mit  denen  sich  der  Ausgleichsvorgang  schreibt: 

13= -3/. 

4.  Wir  berechnen  jetzt  mit  den  Zahlenwerten  von  §  128  ein 
Beispiel  für  1  =  1  km. 

Es  ergeben  sich  die  Konstanten 

m  =  260  [sec- 1],  aj  =  0,314  (2  Jfc  +  1)^  lO^«  [sec"  «] 

Demnach    ist    bereits    für    Schwingungen    niedrigster    Ordnung 
(k  =  0)  al  so  groß,  daß  dagegen  m*  =  6,8  •  10*  in 

vernachlässigt  werden  kann.    Wir  haben  also  das  angenäherte 
Resultat: 

n^  =  a^ ' 
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Damit  wird  aber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Tu 


n- 


eine  Konstante.    Unter  diesen  Umständen  vereinfachen  sich  die 
Gleichungen  (26)  und  (25)  in: 

1 


« 


«0 


,     271  2n 


1 


2k+  1 


2n      .    271 
cos  -T—  X  sin  -r=- 1 . 


Der  hierdurch  beschriebene  Wellenzug  für 
SS  stellt  sich  büdlich  nach  Fig.  380  dar,  wenn 
wir  von  der  Dämpfung  absehen,  als  die 
Kombination  der  konstanten  Spannung  E 
mit  den  beiden  gegenläufigen  Wellen 


Ti 


iV, 


^ 


L^ 


WA  2E 

W^\  n 


-mt 


I 


«i 


l 


7 


R 


'2ir+i "'°  "*  ^''  ("^ + ^^  •  "1  \>ii*<\ 


I 


Demnach  rückt  die  aufgedrückte  Spannung  E 
mit  der  Geschwindigkeit  F  =  -r gegen  das 

V         ycij 

Leitungsende  vor  (I.  Stadium,  s.  Fig.  380). 
Am  Ende  findet  eine  Reflexion  statt,  so  daß 
die  Spannung  auf  2E  steigt  (II.  Stadium). 
Diese  verdoppelte  Spannungswelle  läuft  zum 
Leitungsanfang  zurück  und  wird  hier  zum 
halben  Betrag  reflektiert;  die  Leitung  be- 
ginnt sich  wieder  zu  entladen  (III.  Stadium). 
Am  Leitungsende  findet  Reflexion  auf  die 
Spannung  Ostatt  (IV.Stadium) ;  dieLeitung  be- 
endet ihre  Entladung.  Schließlich  ist  die  ganze 
Leitimg  wieder  ström-  und  spannungslos  und 
der  beschriebene  Vorgang  beginnt  von  neuem. 
Infolge  der  stets  vorhandenen  Dämpfung 
nimmt  aber  die  Amplitude  der  beiden 
Wellenzüge  dauernd  ab.  In  unserem  Bei- 
spiel  ist   m  =  0,26»  10^'   und   die   Dauer   eines  Schwingungs- 


Fig.  880.    EinBchaltung 
einer  Spannung. 
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Vorganges  T  =  4  Z  V LC  =  4  •  2,8  •  10"  «  =  1,12  •  10"  ^  [sec].  Dem- 
nach wird  der  Dämpfungsfaktor  für  eine  Periode  e~"*^  =  r^^. , 

entsprechend  einer  Spannungsverminderung  von  4  v.  T.  Prak- 
tisch ist  der  ganze  Schwingungsvorgang  nach  10^  T  =  1,12  sec 
abgeklungen,  während  welcher  Zeit  10  0000  Ladungen  und  Ent- 


F" 


rr^üx  -  r--^>^Ä 


9J'    ¥r    0T    Sr 


9r 


7T\9r 


iilSMA, 


Fig.  381.  Oed&mpfter  Einschalte- 
Yorgang,  berechnet. 


Fig.  382.  Ged&mpf  ter  Elnflchaltevorgang,  experimentell. 


ladungen  der  Leitung  stattfinden.  Der  Strom  3  ist  im  Endzustand 
null.  Dieser  Vorgang  spielt  sich  etwa  ab  nach  Fig.  381,  wo  die 
Spannung  am  Ende  und  der  Strom  am  Anfang  einer  plötzlich 
eingeschalteten,  am  Ende  offenen  Leitung,  nach  Berechnung 
verzeichnet  sind.  Fig.  382  gibt  dieselben  Größen  nach  Versuchen 
K.  W.  Wagners  unter  den  der  Berechnung  entsprechenden 
Verhältnissen  ^^). 


§  180.  Das  Telephonkabel. 

Die  telephonische  Übertragung  der  Sprache  erfordert  die  Fort- 
leitung von  Wechselströmen  auf  große  Entfernungen,  die  sich 
nach  den  allgemeinen  Ansätzen  des  §  128  regelt.  Vor  allem  wird 
hier  notwendig  die  Untersuchung  der  als  Wellenlängen-  und 
Dämpfungskonstante  erklärten  Größen: 


(1) 


a«  =  +  i  (cü2  CL  -  ÖÄ)  +  i  /(«o^'C«  +  ö«)  \(x>^L^  +  R^) ; 
62  =  -  J  (cü«CL  -0R)  +  \  yKÖ»  +  öy(a^L2  +  i2«). 
Nun  setzen  wir  voraus,  was  bei  Telephonleitungen  stets  der 

Fall  ist,  daß  die  Verluste  in  einer  halben  Periode  — ^ — ^  bzw. 


2cü 


2a> 
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klein  seien  gegen  die  schwingenden  Energien  \LJ^  bzw.  \CV^, 

daß  ako  {-^  Vund  (-^V  gegen  1    zu  vernachlässigen  seien. 
\coO/  \(oLj 

Dann  kann  man  durch  Absonderung  von  (o^CL  die  Ausdrücke  (1) 
näherungsweise  durch  die  folgenden  ersetzen: 

(2)  a  =  foyCL;         ^  =  "y  |  T  +  \  lÖ 

Also    pflanzen    unter    den    gemachten    Annahmen    sich    alle 

Wellen  unabhängig  von  der  Frequenz  mit  der  Geschwindigkeit 

1 
w?  =  -^  fort.  Das  Wellenbild  der  menschlichen  Sprache,  welches 

aus  Schwingungen  der  verschiedensten  Frequenzen  besteht,  wird 
also  nahezu  unverzerrt  fortgepflanzt,  mit  einer  Dämpfung  6,  die 
nach  (2)  von  den  elektrischen  Grundeigenschaften  der  Leitung 
(7,  L,  R,  G  abhängt.  Die  praktische  Erfahrung  hat  gezeigt,  daß  für 
die  Übertragung  der  Sprache  ein  Periodenbereich  von  800  bis 
1200  in  der  Sekunde  wesentlich  ist;  dementsprechend  müssen 
die  Kreisfrequenzen  5000  bis  7500  durch  das  Kabel  in  genügender 
Stärke  übertragen  werden.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  der  Dämpfungs- 
exponent bl  den  Wert  3,0  oder  darunter  hat. 

Für  große  Leitungslängen  l  ist  es  daher  notwendig,  b  so  klein 
wie  möglich  zu  machen.  Bei  einer  gewöhnlichen  Femsprech- 
f reileitung  aus  2  mm  starken  Bronzedrähten  ist  6  etwa  =  10  ~  *  km  "  ^ 
zu  setzen,  woraus  sich  mit  10*  Z  =  3  eine  Reichweite  des  Spre- 
chens von  300  km  ergeben  würde.  Ginge  man  von  der  Freileitung 
zum  Kabel  über  (aus  Gründen  der  Betriebssicherheit),  so  würde 
man  bei  1,2  mm  starken  Kupferdrähten  auf  6  =  0,12  km"  ^ 
kommen,    d.  h.  auf  eine  Reichweite  von  25  km. 

Mit  der  zweiten  Formel  (2)  kann  man  sich  die  Wirkung  der 
elektrischen  Grundgrößen  C,  L,  JR,  O  auf  die  Dämpfungskonstante 
6  anschaulich  machen.    Es  ist  für  die  Freileitung  ^ß«): 


(2a) 


"      \     2      ^0,0022+     2     [^  0,0052/'"  "'"' ' 


für  das  Kabel: 


/31  ,/Ö,Ö44        2,5W0.0007\ 

Hort,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  45 
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lii  beiden  Fällen  hat  das  erste  Glied  den  Hauptanteil  an  6,  der 
beim  Kabel  deshalb  viel  ungünstiger  wird,  als  bei  der  Freileitung, 
weil  dort  die  Kapazität  G  die  Selbstinduktion  bedeutend  über- 
wiegt, und  man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  sich  b  beim  Isabel 
verbessern  ließe  durch  Vergrößerung  der  Selbstinduktion.  Diesen 
Weg  auf  Anregung  von  O.  Heaviside^')  verfolgt  und  für  die 
Berechnung  der  zum  Kabel  hinzuzufügenden  Selbstinduktions- 
spulen die  richtigen  Verfahren  angegeben  zu  haben,  ist  das  Ver- 
dienst J.  M.  Pupins^®).  Er  schaltete  in  eine  Leitung  der 
Konstanten  21,  83,  ©  (vgl.  §  127)  nach  der  Fig.  383  in  gleichen 
Abständen  8  Spulen  der  gleichen  Impedanz  328  ein.  ,  In  der  mten 


^m-fl 


m*-1 


Flg.  883.  Pupioleltung. 

Spule  fließt  der  Strom  3m ;  <üe  Spannungen  an  den  Enden  sind 
S5„  imd  SS'ot+1.  f  ^^  <^ÄS  zwischen  der  (m  —  l)ten  und  der  ?iiten 
Spule  liegende  Leitungsstück,  sowie  das  zwischen  der  mten  und 
(r»  +  l)ten  liegende  lassen  sich  nach  §  127  die  Strombeziehungen 
hinschreiben : 

3m+i  =  9r3m-e  «'„+,, 


(3) 


WO  natürlich  91  und  %  statt  der  Länge  l  den  Spulenabstand  % 
enthalten.    Außerdem  gilt  an  den  Enden  der  Spule: 

(4)  •      ??«»  =  «m+i  +  9B3^. 

Aus  (3)  und  (4)  leitet  sich  die  Beziehung  der  drei  aufeinander- 
folgenden Ströme  ab: 

(5)  3m-,  -{29t  +  6;2B)3m  +  5m+l=0.- 

Wir  suchen  nun  eine  homogene  Leitung  mit  der  unbekannten 
Fortpflanzungskonstanten  ^^  i^nd  der  Charakteristik  3a  derart, 
daß  sie  bei  denselben  Endbedingungen  wie  bei  der  Pupin-Leitung 
an  der  Stelle  x  =  w «  den  gleichen  Strom  führt.    Nach  §  127, 
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Gleichung  (8  a),  erhalten  wir  (mit  Kof  y„a:  =  cosiy*  j-, 
©in  yj^x  =  —  i sin i  y* ^) 

(6)  3*  =  3aC08»>Äa;  +  f  — -sinty^a:, 

oder,  mit  x  =  ms  und  den  abkürzenden  Buchstaben  3}la  und  3lai 

(7)  ^rn  =  2Wa  COS  »  ^A  WS  +  3?«  Sin  *>*  m« . 

Führt  man  dieses  in  die  Gleichung  (5)  ein,  so  findet  man  nach 
kurzer  Zwischenrechnung: 

(8)  co8»>Ä«  =  9l+ j(s:gB. 

Durch  Einführung  der  für  ^  und  S   gükigen  Erklärungen 
findet  man: 

(9)  48m^  «=  4  sin* -^  + -5-8111  t^Ä. 

Nun  bedeutet  die  Unterteilung  der  gegebenen  Leitung  in  die 
Stücke  s  nichts  anderes  als  die  Ersetzung  des  stetigen  Spiralen- 
diagramms (§  127)  durch  einen  spiralig  gebrochenen  Linienzug, 
dessen  Linienstücke  die  2ientriwinkel  as  haben.  Wählt  man  nun 
8  so  klein,  daß  as  mit  sin  as  vertauscht  werden  kann,  dann 
unterscheidet  sich  der  Linienzug  nur  sehr  wenig  von  dem  stetigen 
Spiralendiagramm  und  man  kann  auch  iys  an  Stelle  von  sin i ^^ ^ 
setzen.  Die  gleiche  Betrachtung  lassen  wir  für  die  der  Pupin- 
Leitung  entsprechende  homogene  Leitung  gelten,  d.  h.  wir  ver- 
tauschen sin  iyhS  mit  iyns  und  erhalten  an  Stelle  von  (9) 

(10)  yJ«*  =  y««S  +  ya|. 

War  nun  die  Impedanz  der  einzelnen  Pupin-Spule  3S  =  Rg  +  io)  L„ 
so  wird 


(11)  y,  =  f(G  +  ta>CJ  (R,  +  icoL,)  =  a,i  +  b,, 

mit 

Rh=R+^'  ,       L*  =  L  +  ^' . 

S  8 

Nach  (2)  ist  aber  angenähert 

und  mit  der  höchsten  zu  übertragenden  Kreisfrequenz  co  =  10000 

0*=  10000)'C(L«  +  L.j. 

45* 


708  XVII.  Elektromagnetische  Vorgänge  usw. 

Soll  nun  der  Linienzug  der  Pupin-Leitung  sich  nur  sehr  wenig 
von  dem  Spiralendiagramm  der  entsprechenden  homogenen  Lei- 

tung  unterscheiden,  so  muß  der  Winkel  —  -  mit  seinem  Sinus 

ohne  großen  Fehler  vertauschbar  sein.   Mit  höchstens  5%  Fehler 

gilt  dies  für  Winkel  bis  zum  30°  oder  — ,  d.  h.  innerhalb  dieser 

6 

Fehlergrenze  muß  gelten: 

(12)  «a*=  lO(m]^8C{L8  +  L,)  «^. 

Zur  Bestimmung  der  beiden  Größen  Ä,  und  L,  der  Pupin-Spulen 
hat  man  die  vorgeschriebene  Dämpfung 


C 


(13)       6  =  i(Ä  +  Ä,:.)  ^;^^—  +  iö|/ 

zu  berücksichtigen.  Da  C,  L,  R,  O  für  eine  vorliegende  zu  pupini- 

sierende  Leitung   als    bekannt   anzunehmen   sind,    so  ist  noch 

über  die  Zeitkonstante  der  Spulen 
T  =  L, :  Ä,  nach  vorhegenden  Aus- 
führungen Verfügung  zu  treffen.  Man 
kann  etwa  t  =  0,04  sec"  ^  annehmen. 
Dann  kann  man  aus  (12)  und  (13)  L, 
und  8  berechnen.  Sei  das  Kabel  (2a) 
so  zu  pupinisieren,  daß  b  =  0,022  wird, 

Fig.  884.  Element  einer  Pupinieitung.  SO  findet  man  durch  Auflösung  von(  12) 

und    (13):     8  =  3,0  km,   L,  =  0,075 

Henry,  Ä, = 1 , 8,  und  (13)  dieDämpfung  schreibt  sich  in  Zahlen  werten : 


'  2     1^  0,025  ^  2    \  0.044 

3 

Mit   diesem   Kabel   würde   man   über   l  =  =135  km  eine 

Verständigung  der  durch  bl  ==  3  vorgeschriebenen  Güte  erreichen. 

Bemerkenswert  ist  noch  eine  weitere  Eigenschaft  der  Pupin- 
Leitung. 

Man  kann  eine  ihrer  Spulen  mit  den  halben  Leitungsstücken 
zu  ihren  beiden  Seiten  als  selbständiges  kleines  Schwingungs- 
system  auffassen,  indem  man  sich  die  Kapazitäten  iCs  der 
halben  Leitungsstücke  nach  Fig.  384  konzentriert  denkt. 
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Die    EigenschwinguDgszahl    dieses    kleinsten    selbständigen 
Elementes  der  Papin-Leitung  ist 


ö>o  = 


)[L,-\-L8)C8 


die  man  die  Grenzfrequenz  nennt.  Wie  wir  später  finden  werden, 
läßt  die  Pupin-Leitung  nur  Frequenzen  a>  <  (üq  durch ;  in  unserem 
Falle  wird  oj^  =  20  000,  also  der  Bereich  der  Sprachfrequenzen 
ungefährdet. 


§  131.  Das  Telegraphenkabel. 

1.  Beim  Telegraphieren  sendet  man  kurzdauernde  Stromstöße 
in  rascher  Folge  in  die  Leitung,  die  am  anderen  Ende  genügend 
stark,  um  die  Endapparate  zu  betreiben,  ankommen  müssen, 
und  die  sich  auch  nicht  gegenseitig  stören  dürfen;  eine  solche 
Störung  wäre  da,  wenn  die  Stromstöße  so  am  Ende  ankämen, 
daß  ihre  Dauer  größer  würde  als  das  Zeitintervall  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  telegraphischen  Zeichen  am  Anfang  der 
Leitung.  • 

Zur  Untersuchung  dieser  Frage  ziehen  wir  den  im  §  126 
erklärten  Ansatz  (16)  heran: 

T-x 

(1)         U  =  -|/(t)  e(>'+i)'-T  J,(yx«  -  ij^V)2)^dT, 


-  oo 


wo  /  (T)  die  am  Anfang  der  Leitung  angelegte  Spannung  bedeutet 
und  wo  der  Strom  sich  aus  U  ableitet  vermöge  [vgl.  Ansatz  (10), 
§  129]: 


(2)  J=- 


^T     aZ 


Die  Spannungsfunktion  /  (T)  bedeutet  nun  dann  einen  kurzen 
Stromstoß  (dessen  Höhe  wii-  der  Einfachheit  halber  gleich  eins 
annehmen  wollen),  wenn  für  sehr  kleine  Zeiten  e  gilt: 


(3)  jf{t)dx^ 


1 


-  * 
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Dann  wird  die  Potentialfunktion  U  nach  (1): 

(4a)  U^ e-TJo(yX2-T2)     für     T>X, 

also  unabhängig  von  y  und 

(4  b)  U  =  0      für       T<X. 

Dementsprechend  wird  der  Strom 

(5a)  J  =  -^  ^-^  -   Jo  (yx«  -  T%      T  >  X  . 

(5  b)  J  =  0;  T<X. 

In  (5  a)  geht  man  zweckmäßig  zum  imaginärem  Argument  in  der 
Be sseischen  Funktion  J^  über  gemäß: 

e-(y  +  l)T  , ^ 

(6)  J  ^   '   ^^  -  Jo  (iy P  -  X«) ;       T>  X  . 

Die  hier  stehende  Besselsche  Funktion  ist  überall  reell;  für 
X  =  T  =  0  nimmt  sie  den  Wert  1  an ;  also  ist  der  Strom  am 
Anfang  der  Leitung  im  Augenblick  der .  Einschaltung  =1:  aZ. 
Der  Strom  rückt  auf  der  Leitung  vorwärts  und  gelangt  zur 
Stelle  X  nach  der  Zeit  T=  X  in  der  Stärke 

ß-X(y+l)  ß-a(y+l)* 

WO 


«('  +  ')- i(*1/t + "V^ 


die  räumliche  Dämpfungsgröße  (auf  die  Längeneinheit)  bedeutet. 
Der  Strom  erreicht  die  Stelle  X  mit  steiler  Wellenfront  der  Höhe 
Jf  und  zieht  über  diese  Stelle  hin  mit  abnehmender  Stärke  gemäß 
(6).  Hinter  der  Front  zieht  also  ein  Wellenschweif  her,  dessen 
Gestalt  weiter  unten  genauer  untersucht  wird. 

Dieses  allgemeine  Verhalten  der  Strom  welle  ändert  sich  ab,  wenn 
die  Leitung  mit  L  =  0  induktionsfrei  ist;  dann  wird  o{y  -\-\)=^oo 
und  «//  =  0;  eine  eigentliche  Wellenfront  bildet  sich  nicht 
aus,  daher  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  unbestimmt  (formal 
unendlich  groß)  wird,  wie  wir  auch  schon  in  §  126  bemerkt  haben. 


g  131.  Dos  Tetegrftphfnk»bc]. 
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2.  Die  Gestalt  der  Stromwellen  (6)  hat  K.  W.  Wagnei«») 
graptuEch  und  experimentell  untersucht.  Fig.  385  stellt  die  von 
ihm  berechnete  Gestalt  der  Stromwelle  dar.  Man  sieht  die  steilen 
Wellenfronten  und  die  nach  recht«  , 
mit  wachsendem  T  verlaufenden 
Schweife.  Die  Fronten  werden  immer  " 
niedriger,  je  größere  Werte  von  X 
(längere  Leitungen)  man  ins  Auge  ^g  . 
faßt.  Schon  bei  kleinen  Werten  des 
Längenmaßes  X  werden  die  Front-  < 
spitzen  unscharf;  vgl.  Fig.  386, 
wo  naoh  einer  Aufnahme  von  K.  i 
W.Wagner»»)  die  untere  Kurve 
den  Stromverlauf  am  Ende  X  =  2,83  i 
(x  =3  1046  km)  einer  Leitung  dar- 
stellt. Die  hier  sich  zeigende  Un- 
scharfe   der   Frontspitze    artet    in 

völlige  Verzerrung  bei  noch  größeren  Entfernungen  aus  naeh 
Fig.  387,  die  sich  auf  ein  langen  maß  X  =  6,95  (3430  km)  be- 
zieht. Diese  Wellenverzerrung  kann  man  für  große  X  untersuchen, 
wenn  man  für  die  Besselsche  Punktion  J^  den  Näherungswert 
einführt  (für  große  U) : 


Flg.  385.    Vwlaut  T 


^e(i«}- 


Da  nun  «  =  )'tä 
nähert  schreiben 


y2.T« 
i-t  und  T  >  X ,  so   kann   man  ange- 


(9) 
oder 


-f-^-(-^, 


Mit  (8)  wird  aber  nacli  (1)  der  reduzierte  Strom  J  [vgl.Aiieatz  (14), 
l  126]': 


(10) 
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oder  da,  bei  genügend  großem  T,  gilt  Uc^T: 

X» 


(H) 


J  = 


2T 


i27iT 


0 


Fl«.  886. 
Frontverzerrung  In  einem  Kabel  mittlerer  Lftnge. 


Dieser  Stromverlauf 
hat  als  Funktion  von  T 
für  große  X  ein  Maximum 
bei  T  =  X^,  d.  h.  der  am 
Ende  langer  Kabel  an- 
kommende Stromstoß  er- 
reicht sein  Maximum  nach 
Verlauf  der  Zeit  T  =  X«, 
wenn  seine  Wellenfront 
zur  Zeit  T  =  X  ange- 
kommen war.  Für  lange 
Kabel  kann  man  aber  X 
gegen  X  2  vernachlässigen ; 
also  ist  T  =  X2  ein  Maß  für  die  Verzerrung  des  ankommenden 
Stromes,  welches  sich  im  gewöhnlichen  Zeitmaß  mit  den  An- 
sätzen des  §  126  findet  in 

(12)  t^i(Rx)(Cv). 

wo  (Rx)  den  Ohmschen  Widerstand  und  {Cx)  die  Kapazität  des 

ganzen  Kabels  bedeuten. 
Die  Verzerrung  der  Zei- 
chengebung  wächst  also 
proportional  dem  Produkt 
aus  Kapazität  und  Wider- 
stand. Dies  istdasK.-R.- 
Gesetz,  welches  von 
W.  T  h  o  m  so  n*«o)  jn  seiner 
Theorie  des  induktions- 
freien (L  =  0)  und  ab- 
leitungsfreien {O  =  0) 
Kabels  zuerst  ermittelt 
wurde.  Man  kann  es  auch 
so  aussprechen,  daß  die 
Telegraphiergeschwindigkeit  auf  einem  langen  Kabel  dem  Produkt 
aus  Kapazität  und  Widerstand  umgekehrt  proportional  ist. 


0 


A 


Fig.  387.  Front  Verzerrung  in  einem  sehr  langen  Kalkei. 
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§132.  Die  Kettenleiter.s^O 

1.  Unter  Kettenleitern  versteht  man  eine  Schaltung  aus  meh- 
reren gleichen  Elementen  nach  Fig.  388.  Jedes  Element  besteht 
aus  einem  Reihenschluß-  und  einem  Nebenschlußstück,  die  sich 


W'^R-hicüL 


-^A/inrv 


Fig.  388.  Schema  eines  Kettenlelters. 


vi, 


■c 


/8 


W 


3— 


A 


T-f^ 


i 


'^n-1 
^•-T^ 


tAii 


I 


v^ 


ihrerseits  wieder  beliebig  aus  Selbstinduktionen,  Kapazitäten  und 
Widerständen  zusammensetzen.  Wir  denken  uns  die  Wirkung 
des  Reihenschlußstückes  SQ3  S3niibolisch  als  Scheinwiderstand 
858  =  -ß  +  tö>Zy,  die  des  Nebenschlußstückes  als  Scheinleitwert 
2  =  ö  +  t  a>  (7  dargestellt.  Grund-  j  ^ 
sätzlich  sind  zwei  Arten  von  Ketten- 
leitem  möglich,  je  nachdem  am 
Anfang  und  am  Ende  ein  halbes 
Reihenschlußstück  \  SB  oder  ein 
halbes  Nebenschlußstück  Jfi  be- 
steht. Fig.  389  zeigt  je  ein  mitt- 
leres Element  der  beiden  Arten  von 
Kettenleitern. 

An  Hand  des  in  Fig.  389  ein- 
gezeichneten    Strom-    und     Span-      ^  ZJirt 

nungS Verlaufes       stellen       wir      die    Fig.389.  Kettenlelterelementeraterund 

Grundgleichungen  auf  für  Ketten- 
leiter 1.  Art: 


Ji^e^ 


I 


10 

^^z 


zweiter  Art. 


(la) 


3«-i  =  3»+iS«n+ Jß«»-i; 
««-1  =  «»  + SB  (3,-, -iß  «„+,), 

während  für  Kettenleiter  2.  Art  gilt: 

3-,  =  a.  +  S(«n-, -i3B3«-.); 


(Ib) 
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Verfolgen  wir  zunächst  den  Ansatz  (la)  weiter  (zwei  lineare 
simultane  Differenzengleichungen),  so  führt  die  Ausschaltung  von 
3  bzw.  3S  auf  eine  Differenzengleichung  für  SS: 

(2)  JB^^^  __  sj„  (2  +  SB ß)  +  »„+1  -  0 

nebst  einem  enteprechenden  Ansatz  für  3-  Nach  der  Theorie 
dieser  Gebilde  ^^•)  kommt  es  an  auf  die  Auflösung  der  quadra- 
tischen Gleichung: 

(3)  A«- (2  +  9BS)A+l«0 
oder: 

(4)  (l->l)««aBSA, 

wozu  wir  zweckmäßig  k  =  e^  einführen.  Dann  schreibt  man 
für  (4): 

oder 

(6)  ©m|-  =  ij}^£. 

Mit  den  so  sich  findenden  Wurzeln  der  Gleichung  (3) 
finden  sich  die  allgemeinen  Lösungen  von  (la): 

hier  bezeichnet  man 

;/=2arc(5m  •   l'Säß  =arc®of(l  +  -^1 

als  die  Fortpflanzungskonstante  des  Kettenleiters.  Die  Inte- 
grationskonstanten A,  B  sind  nicht  unabhängig  voneinander. 
Es  findet  sich  durch  Einsetzen  in  (la) 

_B,  _B,^    i2_^  1  . 

WO 
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den    Wellenwiderstand    des    Kettenleiters     bedeutet.     Die    An- 
sätze (7)  vereinfachen  sich  also  in 

oder  mit  den  am  Anfang  der  Leitung  (m  =  0)  gegebenen  Werten : 
I    «n  =  «a6ofnj'-3,3.@tnny; 

i    3»=  3«M»y-;^@tn»J'- 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  diese  Betrachtung  mit  der  von 
§  127  zusammenhängt. —  Für  die  Kettenleiter  zweiter  Art  gestaltet 
sich  die  Untersuchung  ganz  entsprechend.    Man  erhält: 

(11)  ^        ^_  «. 


I    %=^a^O]ny--^-e\ny 


mit  derselben  Fortpflanzimgskonstante  y,  aber  mit  dem  Wellen- 
widerstand : 

2.  Zur  Untersuchung  der  Fortpflanzung  von  Wechselströmen 
der  Frequenz  (o  in  einemSpulenkettenleiter^*)mit8B=Ä  +  icoL, 
ß  =0  +  1(00  (Drosselkette)  betrachten  wir  zunächst  die  Kon- 
stante y.    Es  ist: 

3Bß 

(13)  Eofy  ==  1  +  --     =  Eof (ai  +  &)  =  cosagofft  +  ieina®in6. 

Nun  wollen  wir  zur  Vereinfachung  der  Kechnung  die  energie- 
verbrauchenden Anteile  von  SB  und  ß,  die  stets  klein  sind,  als 
nicht  vorhanden  ansehen,  den  Kettenleiter  also  als  verlustlos 
voraussetzen. 

Es  wird: 

9Bfi  CD* 

(14)  1  +  -—^  ==!-— LC  +  GB+ 10)  (GL +  BC)  =  M+iN , 
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Bei  der  verlustlosen  Leitung  ist  aber  ö  =  J?  =  0,  und  demnach: 


•^—cnrrrtnmrt 


-i«  fr  fr- 


Fig.  S90. 
Element  der  Droeselkette. 


OJ' 


.    (15) 


Hieraus  wird  mit  (13) 


CO 


2 


sin  a  ©in  6  =  0. 


___  .  ist  aber  die  Grenzfrequenz  co«  des  Kettenleiterelementes 
}'LC 


CO 


(Fig.  390)  und  wir  haben  mit     -  =  w 


(17) 


cos  a  Sof  6=  l  —  2i]^  =  M  ; 
sin  a  ©in  6  =  0. 


Zur  Auf  lösung  dieser  Ansätze  haben  wir  die  Fälle  ]Jf|  ^  1  zu  unter 
scheiden.    Im  ersteren  ergibt  sich 

(18)    6  =  0,  cosa  =  l  — 2i?2.     |l-.2jy«|<l, 

d.  h.    solange    t]  <.!    oder     ö><ö>q,    ist    die 
Dämpfung  6  =  0;  die  Frequenzen  (o  unter  der 
Eigenfrequenz  des  Kettenelementes  werden  un- 
^  gedämpft  fortgepflanzt.    Ist  aber  |  Jf  |  >  1,   so 
Fig.  891.  Sperrbereich  wird  die  Lösunc  von  (17): 

der  Drosselkette.  ° 

sin  a  =  0;         ßof  6  =  1  —  2ri^. 

CO 

1 — 2rj^  kann  aber  für  )y  =  —  >  1  nur  negativ  werden,  daher 

(Oq 

muß  a  =  71,  cosa  =  —  1  werden.  Demnach  wird  Eof6  =  2i]^  =  1, 
6  =  2arc6of  —  .  Für  Frequenzen  co  oberhalb  der  Grenzfrequenz 


nimmt  also  die  Dämpfung  6  mit  rj 


COn 


rasch  zu.   Die  Fig.   391 


gibt  die  Abhängigkeit  der  Größen  6  von  rj  « 


CO 


COt 
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3.  Untersuchen  wir  jetzt  eine  verlustfreie  Kondensatorkette 

1  1 

nach  Fig.  392,   so  ist   SB  =  .^     >  S  «*  .  ^      ,  und  wir  haben : 


iC  CO 


(19)     if  =  1  - 


1 


2w«ZyO 

Die  Grenzfrequenz  wird 

1 


CÜO  = 


2  y/To 


Fig.  802. 
Element  der  Kondensatorkette. 


A* 


— armrr 


5 


^^ 


Fig.  303. 
Sperrbereich  der  KondensatorVett«. 


OJ 


Fig.  804. 
Element  der  Siebkette. 


und  mit     w  =  — 


0) 


Nunmehr  ist  das  dämpfungsfreie  Gebiet  an  die  Bedingung  —  >  1 


(Of 


geknüpft,  entsprechend  Fig.  393. 

Die  Kondensatorkette  läßt  also  nur  die  Schwingungen  ober- 
halb der  Grenzfrequenz  durch. 

4.  Durch  geeignete  Schaltungen  kann  man  nun  Ketten  her- 
stellen, die  die  Eigenschaften  der  Drossel-  und  der  Kondensator- 
kette miteinander  verbinden,  d.  h.  also  zwei  Grenzfrequenzen 
bestimmen,  die  das  schwingungsdurchlässige  Gebiet  entweder 
einschließen  oder  ausschließen,  mithin  gewisse  Frequenzbereiche 
aussieben.  Von  den  zahlreichen  möglichen  Schaltungsarten,  die 
K.W.Wagner  in  seinen  zitierten  Arbeiten  behandelt,  beschäf- 
tigen wir  uns  hier  nur  mit  der  Siebkette  mit  Nebenschlußdrossel- 
spulen nach  Fig.  394.    Für  diese  Schaltung  gilt : 

2  =  ilcoC--^K 
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Demnach  wird: 


{20) 


if=l+^^  =  l 


iV==0; 


2         ^  2k'' 


Offenbar  besteht  hier  das  Kettenelement  aus  zwei  schwingungs- 
fähigen Unterteilen,  nämlich  1  •  L  mit  den  beiden  Kapazitäten  \  C 
und  2«2Ä;  mit  der  Kapazität  |  C,  von  denen  jeder  eine  Eigen - 
frequenz  hat.    Es  ist 


^1  *=  -/-  ^  > 


(O2  = 


iKC 


womit  sich  (20)  schreibt  mit  ^  =         ,   f  = 


CÜ1 


OJn 


(21) 


j\b 


M=l  +  -^-2r, 


2 


0/ 


Wiederum  bestimmt  der  Wert  von  M  die 
Lösung  von 

cosaSo[6  =  M; 
sina@:n6  =  0  . 


^ 


O), 


^gr^^        Es   bestimmt  lJf|<l    das  Gebiet  der 
Fig.  895.  8p«Tbe«ich  dar  sieb-  ^^^^j^g^j^^  Frequenzen,    |Jtf|>l 

das    Gebiet     der    abgedämpften    Fre- 
quenzen.   Das  erstere  liegt  so,  daß  |itf|<I  erfüllt  ist  für: 


1 


r,<i?«<-^-,   +1, 


oder  für: 


CO- 


y'+"(är(s)'<0<(2) 


2 


+  1, 


d.  h.  a>  muß  zwischen  den  Grenzfrequenzen  cog  und  Wq  1^1  +  (     ^  ) 
liegen  (Fig.  395). 


2 
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Fig.  396  gibt  nach 
Versuchen     von     K,        '   .         ^.  ,         \  ']  A  / 

W.    Wagner     das        V  /  '/  \J  \f- 

Oszillogramm      einer  ^ 

Wechselspannung  am  '        '     '  '  '       ' 

Anfang     und     Ende  a  a  a  .  .  : 

einer       Drosselkette.  .1  \  \        J\        ,    \        ■   \ 

Die  am  Anfang  eich  ^  ir\  /\  /\  /\  / 
zeigende  dritte  Ober-  ~-^''—/t-\ — /-...*..  /  \  /  \  '  /v 
Schwingung     ist    am  ^         '^         ^-^         >^         vX  i] 

Ende     völlig     ahge-  ■,■   a>   t^ 

dämpft. 

Wesen     der     zahl-       ^K    3^3.    BelDlgUDE  «Ines  WellengemKchM  durch  du« 
.   ,       °         .  .  Diouelketl«. 

reichen  weiteren  An- 

wendungsmc^lichkeiten  verweisen  wir  auf  die  Literatur***). 

XVnL  Elektromagnetische  Schwingungävorgänge 
im  Raum. 
%  133.  AuTstellung  der  Maxwellsehon  Gleichungen. 

Der  grundlegende  Gedanke,  der  Maxwell»**)  zu  seinen  Glei- 
chungen führte,  war  der,  die  für  Stromleitr  bekannteen  beiden 
elektromagnetischen  Grundgesetze  auch  auf 
Nichtleiter  —   Dielektrika  —  anzuwenden. 

Diese  Grundgesetze  lauten  folgender- 
maßen : 

1.  Fließen  in  metallischen  Leitern  elek- 
trische Ströme  i,  so  erzeugen  diese  in  ihrer 
Umgebung   ein  magnetisches   Feld,   dessen  S 

Starke  in  einem  beliebigen  Punkte  mit  ^ 
bezeichnet  werde  (Fig.  397).  Diese  Feldstärke 
ist  ein  Vektor,  d.h.  eine  Größs,  die  In  Jedem 
Baumpunkt  einen  Zahlwert  und  eine  Richtung 
besitzt.  Zieht  man  in  diesem  magnetischen 
Felde  eine  beliebige  geschlossene  Kurve  a  so, 
daß  sie  die  sämtlichen  Stromleiter  umschließt, 
dann  gilt  die  Gleichung: 
"(1)  inio)  =  I  ^cob{^,  da)  ■  ds  . 
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Hier  ist  i  als  die  auf  die  Einheit  der  von  e  umBchloBBenen  Flache 
entfallende  Stromatarke  zu  verstehen ;  o)  ist  diese  Fläche  seihet. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  bedeutet,  daß  längs  der 
Kurve  8  die  Tangentialkomponenten 
der  Feldstärke  zu  nehmen  und  ihre 
Summe  über  die  ganze  Kurve  zu 
nehmen  ist.  Die  Komponenten  sind 
positiv  KU  rechnen  im  Uhrzeigersinne, 
wenn  man  auf  a  in  Richtung  des 
j  Stromes  blickt. 

2.  Haben  wir  andererseits  ein  zeit- 
lich veränderliches  magnetiechea  Feld 
der  Stärke  $  pro  Flächeneinheit,  ao 
induziert  dieses  in  einer  geschlossenen 
Leiterkurve  a  elektromotorische  Kräf- 
te l£  nach  folgender  Gleichung: 


(2)       o);*^  =  -^ecoB(e,  da)  da  . 


Hier  bedeutet  w  die  ganze  von  e  umschlossene  Fläche,  ft  die 
Magnetiaierungskonstante  des  Feldes  (Fig.  398).  Das  Integral  ist 
analog  zu  erklären  wie  bei  Gleichung  (1).  Die  elektro- 
motorischen Kräfte  S  sind  positiv  zu  rechnen  im 
Uhrzeigersinne,  wenn  man  in  Richtungder  magnetischen 
Kraft  auf  e  blickt. 

3.  Wollen  wir  nun  diese  Gesetze  auf  das  Dielek- 
trikum übertragen,  so  sind  noch  einige  Vorbemerkungen 
über  die  Stromvorgänge  in  diesem  zu  machen. 

Wir  wollen  hierzu  an  den  Kondensator  anknüpfen 
(Fig.  399).  Legen  wir  den  Kondensator  an  die  kon- 
stant« EMX  E,  so  beginnt  er  sich  zu  laden,  indem 
Elektrizität  in  den  Zuleitungsdrähten  von  dem  positiven 
Fol  zum  Kondensator  und  von  diesem  zum  negativen 
Fol  zu  fließen  beginnt.  Es  ist  mm  eine  entscheidende 
Vorstellung,  daß  man  sagt,  die  Elektrizität  fließe  auch 
durch  den  Kondensator.  Hiermit  ist  der  Begriff  eines  Stromes  im 
Dielektrikum  festgelegt.  Doch  ist  das  Verhalten  eines  solchen  Stro- 
mes in  einem  Dielektrikum  wesentlich  verschieden  von  dem  Ver- 
halten eines  Stromes  in  einem  Leiter.    Beginnt  in  einem  Leiter 
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IT 


Y 


/ 


> 


/ 


eine  EMK  zu  wirken,  so  fließt  der  Leitungsstrom  so  lange,  als 
die  EMK  wirkt,  wobei  die  Arbeit  des  Stromes  sich  in  Joulesche 
Wärme  umwandelt.  Für 
den  Leitimgsstrom  gilt  das 
Gesetz: 

(3)  »  =  g.a, 

wo  o  die  Leitfähigkeit  des 
Leiters  bedeutet.  Wirkt  da- 
gegen eine  EMK  auf  einen 
Kondensator,  so  hört  der 
"Strom    nach    einiger    Zeit 
auf,  und  schal- 
tet man  dann 
die  EMK  vom 
Kondensator 
ab,    so    findet 

sich  auf  seinen  beiden  Belegungen  Elektrizität  vor.  Der 
Strom  hat  also  lediglich  die  Wirkung  gehabt,  Elektrizität  zwi- 
schen den  Belegungen  des  Kondensators  zu  verschieben.  Wir 
bezeichnen  die  verschobene  Elektrizitätsmenge  mit  Q,  so  ist 

(4)  0  =  ^T-r, 

4  Ji  d 

wo  £  die  Elektrizitätskonstante,  F  die  Belegungsflächen,  b  deren 
Abstand  bedeutet. 

Aus  (4)  berechnet  sich  der  Verschiebungsstrom: 

AQ      dE   Fe 


Fig.  400.  Komponenten  des  elektromagnetischen  Feldes. 


(5) 


«^=.1  = 


dt  ^7id 


Nennen  wir  nun  »  =  -^  die  Dichte  des  Verschiebungsstromes 


E 


F 


und  6  =  -^  die  elektrische  Kraft,  die  die  elektrische  Verschiebung 

0 

hervorbringt,  so  wird 

(6)  i  = 


e    cQ 


4.  Wir  betrachten  nunmehr  ein  kontinuierliches  Dielektrikum, 
aus  dem  wir  ein  Baumelement  AxAyAz  (Fig.  400)  herausgrenzen. 

Hort,  Schwingungslehie.    2.  Aufl.  46 
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Im  Punkte  xyz  herrsche  die  elektrische  Kraft  (£  und  die  magnet 
tische  Kraft  (Feldstärke)  ^ ,  deren  Komponenten  nach  den  Achsen 
XYZ  resp.  LMN  seien. 

Wir    berechnen    jet^t  die  Wirkung  der  elektrischen  Bjraft- 
komponente  X  auf  das  Volumelement.  Nach  Gleichung  (6)  kommt 
'ein  Verschiebungsstrom  der  Dichte 

(7)  ■         '    '^ 


*, 


4iJi  dt 


zustande.  Auf  den  Verschiebungsstrom  wenden  wir  die  Gleichung 
(1)  an,  indem  wir  als  Kurve  8  das  Rechteck  ABCD  annehmen. 
Die  in  den  Seiten  dieses  Rechtecks  wirkenden  magnetischen 
Komponenten  der  Feldstärke  sind: 


\Ti  AB .  .  .  . 
,,  jDO  .  .  .  . 

)}  O  JJ  .  .  .  — 


M, 


SN 


M        ^^  A 


(8) 


„  DA  .  .  .-N  . 
Summieren  wir,  so  findet  sich 

/$cos(.f),  de)  'de 

9 


-N\d 


(dN      e]if\  ^     , 


und  der  ganze  durch  das  Rechteck  tretende  Verschiebungsstrom 
wird  wegen  a>  =  AyAz 


und  also  nach  (1) 
(9) 


J  =  4:7T%€o  =  e-rT-  ^y^z 

et 


ex  _  dN      SM 
dt        ßy        dz 
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Für  die  beiden  anderen  Koordinatenrichtungen  ergibt  sich: 


(10) 


(      cY 

eL 

SN 

'  et 

ez 

dx  ' 

BZ 

8M 

ei 

et 

dx 

'y 

Die  drei  Gleichungen  (9)  und  (10)  bilden  das  erste  Maxwell- 
sche  61eichungs83rstem. 

Das  zweite  erhält  man  aus  dem  zweiten  elektromagnetischen 
Grundgesetz,  indem  wir  die  elektrischen  Kräfte  über  das  Recht- 
eck AB  CD  summieren. 

Man  erhält  für  die  a;-Komponente  der  magnetischen  Kraft: 


o  t 


(11)  = 


iy  +[z  +  l^  ^y)  Sz  -  (y+  ^7  .'Iz)  iy  -ZAz 


oder 
(12) 


\ez_ 

dy 


eY 


ezi 


AyAz 


(L 
^  it 


ez 

ic'y 


Bz 


und  für  die  beiden  anderen  Achsen 


(13) 


cM 

et 

f'N 


ex     ez 


C2 

c7 


cz 


cJx 

ex 
^y 


Die  Gleichungen  (12)  und  (13)  bilden  das  zweite  Maxwell- 
sche  Gleichungssystem. 

Die  Formelsysteme  (9),  (10)  und  (12),  (13)  bedürfen  noch 
einer  Modifikation,  indem  wir  bemerken,  daß  in  ihnen  Strom  und 
elektrische  Kraft  im  elektromagnetischen  Maßsystem 
eingeführt  sind.  Wollen  wir  zum  elektrostatischen  über- 
gehen, so  ist  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen 
die  Lichtgeschwindigkeit  V  multiplikativ  einzuführen. 

46* 
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Femer  wollen   vir  neben  den  Verschiebungsetrömen  auch 
Leitungsströme  o@  zulassen.  Wir  erhalten  also  endgültig: 


(14) 


I. 


II. 


+  4naX 


'  £z  I  • 


ex 

vt 


-< 


dt 

£-^     +  4t7ia  Z 


\cz        cxl 


= V  (B  - 


M 


H 


\dx 


fyl 


ajf  __    /6z  _  Bz\ 

^'dt  "         Uz        cxl' 

\dx        cyl 


ÖN 


§  134.  Fortpflanzung  der  elektromagnetisehen  Wellen 

und  der  Energie  im  Baum. 

1.  Diese  beiden  Gleichimgssysteme  wollen  wir  nun  in  Vektor- 
form schreiben,  indem  wir  X FZ  als  Komponenten  eines  Vektors 

IT        V        7 

6  =](XM-^+  ^*  der  RichtuDgskosinus:  -^^  -^,  —z.  auffassen. 

)       T       I 

Analog  sind  LMN  Komponenten  des  Vektors  ^  =yL*  -^-M*  +^* 

der  Richtungskosinus -:r/^:r, -=^.     Die  auf  den  rechten  Saiten 

in  Klammem  stehenden  Größen  fassen  wir  als  Komponenten 
eines  Vektors  Ä  auf,  der  mit  dem  Vektor  ^  durch  die  Gleichung 
zusammenhängt 

g  =  curl§  . 

Dies  ist  nichts  als  eine  Definition,  aus  der  umgekehrt  folgt: 
Ist  §  ein  Vektor  mit  den  Komponenten  i,  Jf ,  N  ^  so  hat  der 
Vektor  curl^  die  Komponenten: 


BN 

cM 

BL       BN 

cM       BL 

dy 

Bz  ' 

dz        8x  ' 

cx        cy 
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Analog  interpretieren  wir  die  Gleichungen  II  und  erhalten  somit 
für  I  und  11 


(15) 


€  --^ f-  4  ji  a  ®  =  Feurig  . 

a4^=- -Feurig. 
'^    et 


Differenzieren  wir  jetzt  die  Gleichungen  (14)  I  der  Reihe 
nach  xyz  und  addieren,  so  folgt: 

Hier  schreiben  wir  die  Klammergrößen  div6  (zu  lesen  Diver- 
genz ®),  womit  (16)  übergeht  in 

(17)  e  -3-  div®  +  4;7r  ö div®  =  0  . 

Ol 

Wir  setzen  nim  voraus,  daß  dauernd  gelte: 

(18)  div®  =  0, 

d.  h.  es  soll  sich  nirgends  eine  Elektrizitäts quelle  vorfinden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (15)  eliminieren  wir  § ,  indem  wir 
die  erste  nach  der  Zeit  differenzieren 

und  dies  in  die  zweite  Gleichung  einsetzen:         , 

62®  c^® 

(19)  —  F'curlcurl®  =  s/i-^^  +  47ra/i  v-  . 

c  {  er 

Jetzt  gehen  wir  von  der  Vektorgleichung  (19)  zu  rechtwink- 
ligen Koordinaten  über,  indem  wir  uns  erinnern,  daß  curl®  ein 
Vektor  ist  mit  den  Komponenten: 

ez  _üT       ex     ez       ar^  ex 

y        cz  cz        tx  ex        vy 
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(20) 


Folglich   ist  curlcurl®  ein  Vektor   mit  den  Komponenten: 

dv  \dx        dy)        dz\dz        dxj' 

6    IdZ        dY\         d    IdY       dX 

dx 


9  /ar 

y  \dx 

\dy         czl 
dx\dz         dxl        cy\8tf         6z/' 


y  \ey 
Fügt  man  zu  diesen  Komponenten  bzw. 


Tx^' 


c^Z 


dyi 


cz 


2 


additiv  und  subtraktiv  hinzu,  so  gehen  sie  über  in: 


(21) 


e 


Cx 


ex 


cz 


V    lÖ. 
oy  \c 

e  lex 


ex     er     ez' 

+  -ey  +  -^■ 


ex     er 

X        cy 


[ex*  "*■  cy«  "•"  Tz*) 


,     + 


CZ 


cY       BZ 

ex        cy        cz 


r^. 


e^Y    c^Y    a« 

Tx^  "^  dy^  "*"  Tz 

e^z     e^z     e^z\ 

dx^  "^  ~dy^  "^  "6^/  ' 


so  daß  man  in  Vektorform  schreiben  kann: 
(21a)  curl  curl  ®  =  grad  div  6  —  J  @. 

In  (21)  verschwinden  jedoch  die  ersten  Glieder  wegen  Gleichung 
(18),  imd  die  Vektorgleichung  schreibt  sich  in  Koordinatenform: 


(22) 


V  c  X 


d^X       d^X       d^X^ 


Cx^ 


2 


ß 


^2/ 


dz^ 


) 


e*x  ,  ,       ex 
e*T  ,  ,       e7 


^  ^'ex^-  +J^+  cv j  =  'f'  et*  +  *''*'^' 


et 


Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  elektrische  Kraft  nur  von 
X  abhänge,  daß  also  in  allen  Punkten  einer  Ebene  x  =  a  die  Kraft 
dieselbe  sei.  Dann  reduziert  sich  z.  B.  die  erste  Gleichung  (22)  auf 


(23) 


e*x 
ex* 


c*x  ,  ,       ex 


X 


sin  a;  — 
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IMes  ist  die  Differentialgleichung  einer  gedampften  ebenen  elek- 
trischen Welle.  Sehen  wir  von  der  Dämpfung  mit  A  =  0  ab,  so 
entsteht: 

die  Gleichung  einer  ungedämpften  elektrischen  Welle.  Sie  ist 
analog  mit  der  Gleichung  der  Schallbewegung  in  Gasen,  und  es 
ergibt  sich  die  elektrische  Kraft  wie  dort  die  Dichteänderung  der 
Luft  als  periodische  Funktion 

oder 

/  V     '^ 

sin(x4-  < 

V 
Der  Faktor  -7^—  ist  wieder  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 

keit  der  Erregung,  welche  also,  im  Fall  der  Vorgang  sich  in  Luft 
abspielt  mit  /i  =  1,  fi  =  1,  sich  gleich  der  Lichtgeschwindig- 
keit ergibt. 

2.  Pflanzt  sich  eine  ebene  Welle  in  einem  vollkommen  leitenden 
Medium  fort,  so  ist  mit  e  =  0  die  Gleichung  zu  behandeln : 

ex         F«     d^X 

dt         ^nafx   dx^ 
Kürzen  wir  hier  ab 

— -    -  =  a' 

und  setzen  wir  fest,  daß  zur  Zeit  t  =  0  die  Verteilung  der  elek- 
trischen Kraft  in  dem  unbegrenzt  gedachten  leitenden  Medium 

X  =  <p{x) 

gewesen  sei,  so  liefert  die  Integration  von  (25)  als  Ausdruck  für 
die  Verteilung  der  elektrischen  Kraft  zur  Zeit  t: 

+00 

I       _  ?*_  r       _  o*  ~  ^^^ 

(26)  X  =  — -- .  e"  *«•"«    (p{(K)e      *«"*    döc  . 

2ay7it 


-OL» 


Die  Ableitujig  dieser  Formel  würde  uns  hier  m  weit  führen 
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Wir  verweisen  also  auf  Biemann,  Partielle  Differential- 
gleichungen^^), wo  die  Gleichung  (25)  als  Differentialgleichung 
der  Wärmeleitung  behandelt  ist. 

Jedenfalls  geht  aus  (26)  hervor,  daß  in  einem  vollkommen 
leitenden  Medium  die  elektrische  B^raft  mit  der  Zeit  verschwindet. 

3.  Die  beiden  Begriffe  der  elektrischen  und  magnetischen 
FeldstÄrke  (S  bzw.  ^  geben  Anlaß  zur  Aufstellung  der  entspre- 
chenden Energiedichten  -   -  und  — — ,  aus  denen  sich  der  Energie- 

inhalt  eines  Raumes  nach  Multiplikation  mit  dem  Volumelement 
djV  und  Integration  ergibt: 

(1)  X  =  g- /(£©*  +  /.$»)<£». 

Man  kann  die  elektromagnetische  Energie  mit  den  Maxwel Ischen 
Gleichungen  verknüpfen. 
Ausgehend  von 


(2) 


V    et 


findet  sich  durch  MultipUkation  der  ersten  Gleichung  mit  (£ 
der  zweiten  mit  ^  und  Subtraktion: 

(3)        eourl^  -  ^curie  =  If^®«  +  1. 1-  L^'  +  ^^.^1  . 

Nach  einer  bekannten  Regel  der  Vektoranalysis  ist  die  linke 
Seite  nichts  anderes  als  —  div  [S  §],  wo  [6  §]  das  äußere  Vektor- 
produkt von  ®  und  ^  bedeutet.  Auf  der  rechten  Seite  kann  man 
aber  nach  Gleichung  (3),  §  133,  für  a®^  schreiben  t@,  d.  h.  o®* 
ist  die  in  der  Volumeinheit  und  Zeiteinheit  entwickelte  Joule  sehe 
Wärme  w,  während  unter  der  Zeitdifferentiation  sich  die  Energie- 

dL 
dichte  4:Jt^      nach  Gleichung  (1)  findet.    Man  schreibt  demnach 

für  (3) 

,4,  -  ;^<„vM,=»+^/^|j 
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Hier  steht  links  die  Divergenz  eines  Vektors 

(5)  ©  =  Z[@|,]. 

SO  daß  nach  Integration  über  den  Raum  sich  findet: 

/*  c  ^  Tj 

(6)  —  /div (Bdv  =    wdv  +  -^-  . 

Nach  dem  Satze  von  Gauss  kann  links  statt  des  Raumintegrals 
ein  Oberflächenintegral  geschrieben  werden  gemäß 

(7)  fdiy(Bdv=  l^ndf, 

wo  ©n  die  in  die  Flächennormale  fallende  Komponente  von  @ 
bedeutet.  Das  Oberflächenintegral  bedeutet  aber  den  Fluß  des 
Vektors  @  durch  die  Oberfläche  hindurch;  dieser  Fluß  ist 
nach  Gleichung  (6)  ein  Effekt-  oder  Leistungsfluß,  derart,  daß  er 
zusammen  mit  der  im  Räume  entwickelten  Joule  sehen  Wärme 
jwdv  die  zeitliche  Änderung  der  im  Räume  enthaltenen  elektro- 
magnetischen Energie  L  ergibt. 

Betrachtet  man  eine  Fläche  der  Größe  1,  auf  der  ©  senkrecht 
steht,  so  ist  ©  nichts  anderes  als  die  durch  die  Fläche  l.in  der 
Zeiteinheit  hindurchtretende  Energie  (Leistung).  Diese  hat 
demnach,  insofern  ihr  eine  Bewegung  anhaftet,  den  Charakter 
eines  Vektors.  Diese  Entdeckung  ist  auf  Pointing^'*)  zurück- 
zuführen; man  nennt  @  den  Pointingschen  Energievektor, 
der  nach  (5)  auf  den  Richtungen  der  beiden  Feldstärken  gleich- 
zeitig senkrecht  steht. 


§  135.  Elektromagnetische  Wellen  im  Eidraum. 

L  Die  Ansätze  für  die  Fortpflanzung  elektromagnetischer 
Wellen  (§  134)  haben  offenbar  nur  Gültigkeit  für  den  freien  homo- 
genen Raum,  in  welchem  keine  Diskontinuitätsflächen  der  elektro- 
magnetischen Eigenschaften  vorkommen. 

Die  Erdoberfläche  ist  eine  solche  Kontinuitätsfläche,  die  uns 
zwingt,  die  elektromagnetischen  Bewegungsgleichungen  für  die 
Räume  oberhalb  und  unterhalb  jener  anzusetzen^®'). 
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Zunächst  betrachten  wir  die  Erdoberfläche  in  unserem  Bereich 
als  eben  und  machen  sie  zur  xz- Ebene  eines  Koordinatensystems 
(Fig.  401).    Die  Wellenbewegung  sei  nur  von  x  und  y  abhängig 

und  erfolge  nur  in  Richtungen  in  der  xy- 
Ebene  (zylindrische  Ausbreitung,  mit  hori- 
zontaler Zylinder(z)-  Achse). 

Dann  verläuft  entweder  die  Feldstärke 

6  =  y^*  +  y^  stets  in  der  a:y- Ebene  und 
^  =  N    steht    auf    dieser    senkrecht,    oder 

$Q  =  ]'A^  +  M'^  hegt  in  der  xj/- Ebene  und 
6  =  Z  steht  auf  dieser  senkrecht.  Wir  wählen 
nach  der  Fig.  401  die  erstere  Möglichkeit 
(die  zweite  würde  zum  gleichen  Ergebnis  führen)  und  finden, 
daß  sich  die  Maxwellschen  Gleichungen  beschränken  auf: 


Fig.  401.  ZylfndriBches 
elektromagnetisches   Feld 


(1) 


er  _ 

ex 

ex 

"dy    ' 

l    .     — £    n^    +^7iaX; 
ey            et 

dN          SY 

ex           et 

Diese  Gleichungen  sind  für  die  Luft  (Index  1)  und  für  das 
Erdinnere  (Index  2)  anzusetzen.  Im  Luftraum  sei  die  Leitfähigkeit 
null,  Magnetisierungs-  und  Dielektrizitätskonstante  eins;  unter- 
halb der  Erdoberfläche  seien  die  entsprechenden  Werte  a,  1  und  e. 

Dann  gilt: 


(2)    - 

et           {ix         e}y)' 

/5  - 

et  '           dx         et 

und 

(3) 

f       eW,          IcY,       dX,\ 
dt    ~  '^{Sx         dy)' 

yeN, 
ey 

-  yT- 

ox 

—  e— --  +  inaXii 

e  t 

-e^j^'  +  inoY,. 

Leicht  durchführbare  Aussonderungsrechnung  liefert  für  die 
verschiedenen  Veränderlichen  die  Ansätze: 

r^N  f^X  d^Yt 

(2a)      V5  =  V^i^, ;       \.^^^  =  FM  X,;        ,^^  =  FM  Y, 


dx^ 


c  V 
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und 


(3a) 


wo  das  Zeichen  J  überall  den  La  place  sehen  Operator 

(4)  ^  =  ^^5-  + 


(5) 


bedeutet.  Für  die  Feldkomponenten  besteht  also  die  nämliche 
Differentialgleichung,  die  mit  der  Telegraphengleichung  große 
Ähnlichkeit  hat.  Wir  versuchen  zu  ihrer  Lösung  einen  Ansatz 
entsprechend  §  129,  indem  wir  ims  zunächst  mit  N^  und  N^ 
beschäftigen : 

Hiermit  erfüllen  wir  schon  die  wichtige  Grenzbedingung,  daß 

in  der  Erdoberfläche  y  =  0  die  Werte  der  magnetischen  Feld- 

5^  cN 

stärken  N^  und  N^  sowie  der  Ströme  *    und       ^-  *-  oberhalb 

ox  ox 

und  unterhalb  ineinander  übergehen  müssen.    Führen  wir  nun 

(5)  in  (2  a)  bzw.  (3  a)  ein,  so  findet  sich 

(6)  -  cü^  =  V^{y^  +  y?);      -  fo>«  +  47it  aü>  =  F»  [y^  +  r?)  • 

Den  Lösungsansatz  (5)  legen  wir  auch  für  die  elektrischen  Feld- 
stärken Xj  und  Xj  zugrunde,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  wir 
an  Stelle  der  willkürlichen  Konstanten  A  den  Buchstaben  B 
treten  lassen.   Dann  liefern  die  Ausgangsgleichungen  (2)  bzw.  (3) : 

—  V .y^A  ^  lioB     vnd      +  V y^A=^  (f  t  co  +  4 ^r o)  5 
oder 

(7)  VY^  =  -Vnei\-  i  l~j  =  -  Fy.  6  (1  -  »;«)  . 

Hiermit  nehmen  wir  zusammen  nach  (6) 

(8)  F*(7«  +  y?)=-tü2 

(9)  V^y^+y'^=-(x)U{\  —  ix) 

wo  überall  x  =  _^L-^  bedeutet. 

eiP 


732      XVIII.  Elektromagnetisohe  Sohwingungs Vorgänge  im  Baum. 

Gleichung  (7),  (8),  (9)  bestimmen  die  drei  Fortpflanzungs- 
konstanten y,  ^1,  y^  der  elektromagnetischen  Wellen,  von  denen 
y  für  die  Fortpflanzung  längs  der  a;-Achse  maßgebend  ist.  Die 
Konstanten  finden  sich  in  kompleter  Form  a  t  -f  &>  womit  wir 
den  Anschluß  an  die  Betrachtungen  des  §  127  gefunden  haben. 
Besonders  interessieren  die  Dämpfungskonstanten:  h  in  der 
Fortpflanzungsrichtung,  6^  nach  oben  in  der  Luft,  \  nach  unten 
im  Erdboden. 

Nach  Angaben  von  J.  Zenneck^«»)  beträgt  für  Seewasser^ 
elektromagnetisch  gemessen,  öcm=  10"^*[cga];  elektrostatisch 
ist  aber  a«,  =  Y^o  cm  =  9«  10^  [cgs] ;  die  Dielektrizitätskonstante 
beträgt  c  =  80.  Demnach  wird,  bei  einer  Länge  der  elektro- 
magnetischen Wellen  von  2  km,  entsprechend  a>  =  lO*  der 
Festwert : 

H=- =  1410. 

(DE 

Da  nun  die  Auflösung  von  (7),  (8),  (9)  nach  y  ergibt: 

(10)  F«y2  -  FMa  +  *6)'  =  -CO« ^^~^r  ' 

£  (t  X  —  1)   — -   1 

SO  wird,  weil  £x  groß  gegen  1  ist: 

(11)  y^  =  {ai  +  hy  =  ~(a«  ~  6«)  +  2ia6  =  -  -^ . 

Wir  erhalten  also  a  =  —  neben  einem  sehr  kleinen  Wert  von  6 

Um  diesen  zu  finden,  trennen  wir  in  der  strengen  Formel  (10) 
das  Reelle  vom  Imaginären: 

2ah^  -^ - 


F*    f«x2+   (£+   1)2* 

Da  £  X  groß  ist,  ist  hier  zu  schreiben  mit  a  =  — : 

6  =  ——  -  =     ^-^  1,5-10       . 
2  Y EH        y  V 7io 

Dieses  Dämpfungsmaß  bezieht  sich  auf  Zentimeter,  auf  Kilometer 
bezogen  würde  sich  6  =  1,5  •  10""^  finden,  also  bedeutend  weniger 
als  bei  den  in  §  130  betrachteten  Telephonleitungen. 
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Die  Dämpfung  6^  in  der  Luft  Benkrecht  nach  oben  erweist 
sich  bei  näherer  Untersuchung  wesentlich  beträchtlicher  als  b, 
aber  immer  noch  unmerklich  innerhalb  der  uns  in  der  Atmosphäre 
zusänfflichen  Höhen,  während  in  den  Erdboden  (60)  die  elektro- 
Jgnetische  WeUe  ^ur  wenige  Meter  tief  eindrin^. 

2.  Die  bisherigen  Ansätze  geben  insofern  kein  vollständiges 
Bild  von  der  Ausbreitung  der  elektromagnetischen  Wellen  im 
Erdraum,  als  sie  die  in  der  drahtlosen  Telegraphie  gebräuchliche 
Erregungsart  der  Wellen  durch  Antennen  nicht  berücksichtigen, 
andererseits  vom  Einfluß  der  Erdkrümmung  absehen. 

Zuerst  hat  H.  Hertz***)  die  Ausbreitung  elektrischer  Wellen 
von  einer  Erregungsstelle  (im  freien  Raum  mit  e  =  1,  A*  =  1) 
untersucht. 

Es  handelt  sich  wieder  um  die  Integration  der  Maxwel Ischen 
Gleichungen : 

(12)  ^^ -Feurig;       ^^^  = -Feurig. 

und  der  Kontinuitätsgleichungen  der  elektrischen  und  magne- 
tischen Feldstärke 

(13)  dive  =  0  ;       div|)  =  0  . 

Führt  man  nun  den  Hertz  sehen  Vektor  U  ein  durch 

(14)  F$  =  curl^'J- . 

SO  wird  dadurch  zunächst  die  zweite  Gleichung  (13)  erfüllt  (wegen 
div  curl  U  =  0).  Andererseits  wird  die  zweite  Gleichung  (12) 
befriedigt  durch:  ^ 

(15)  (g  =  grad  divU  -  :^i  ^"  . 

Setzt  man  nun  (14)  und  (15)  in  die  erste  Gleichung  (12)  ein, 
so  kommt  als  Differentialgleichung  für  U: 

1    c)2U 

(16)  grad  div  U  —     ^  -^-  -  =  curl  curlU 

oder  da  gilt: 

(17)  curl  curlU ^  U  +  grad  div  U  , 
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einfacher : 

(18)  ^^=F*JU. 

Den  hiernach  zu  bestimmenden  Vektor  U  spezialisiert  Hertz 
von  vornherein  so,  daß  er  nur  eine  Komponente  U,  hat,  indem 
gesetzt  wird: 

(19)  t/x  =  0.       17,  =  0.       U,  =  II{x.y,z). 
wo  n  wegen  (18)  der  Wellengleichung  genügen  muß: 

»>    r  r 

Dann   ist    zunächst    divU='    .-     und   die    Komponenten    der 

vz 

elektrischen  Feldstärke  werden: 


(21)      X  -    ^'"  Y  -    ^'"  Z  -      (^'"  4-  ^*^\ 


Für  das  magnetische  Feld  ergibt  sich: 

(22  L='^.-,       M^-^    .  -.-    ;       JV  =  0. 

^     '  V  dyct  V   cxct 

Nun  hat  (20),  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  partikuläre 
Lösung : 

(23)  II=lf{t-'^), 

WO  r  =  \'x^  +  y^  +  z^  bedeutet  und  /  eine  beliebige,  überall  stetige 
und  endliche  Funktion  ist.  Die  Lösung  fJ  ist  daher  überall  endlich 
und  stetig,  abgesehen  vom  Punkte  r  =  0. 

Aus  der  Form  der  Ansätze  (19),  (21),  (22)  sieht  man  bereits, 
daß  die  Hertz  sehe  Lösung  axial-synametrisch  um  die  z- Achse 
des  Koordinatensystemes  ist;  wir  gehen  daher  zu  Zylinder- 
koordinaten Qy  '&y  2,  vermöge  x  =  q  cos  ^9,  y  =  Q  sin  ^,  über, 
in  denen  wir  die  Feldkomponenten  mit  Eq,  Eß,  Z  bzw.  Ä^,  H^,  N 
bezeichnen. 
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Nach  den  obigen  Ansätzen  kann  man  diese  Komponenten  in 
Abhängigkeit  von  /  bestimmen;  man  findet: 


(24) 

und 

(25) 


(     _zß(3f    3/'    r\.    „  _. 


z=lfL'lr",  +  -'^- ",.  +  '•->) 


r2 


rM 


H,  =  o;     ^^=^^(fi  +  /y);     ^  =  0. 


Demnach  verläuft  die  elektrische  Kraft  überall  in  Ebenen  durch 
die  2- Achse,  die  magnetische  aber  in  Kreisen,  die  auf  den  Ebenen 
der  elektrischen  Kraft  senkrecht  stehen.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Störung  /  ist,  \iie  sich  aus  (22)  ergibt,  die 
Lichtgeschwindigkeit  F. 

Sei  jetzt  die  Störung  /  eine  harmonische  der  Kreisfrequenz  (o 


(26) 


'(' 


V 


=  p  cos  0} 


('-;). 


so  wollen  wir  das  elektromagnetische  Feld  zunächst  in  einem 

Bereich  untersuchen,  in  welchem  die  Laufzeit  —  der  Störung 

.    ,         27r 
klein   ist  gegen  die  Periode     -  |y 

(O 

r        2ji 
V         (o 


oder 


r  <  < 


2nV 


CO 


Da  hier nichts  anderes  ist  als 


(O 


Fig.  402.  Zyllndercoordfnaten  des 
Hertzschen  Feldes. 


die  Wellenlänge  k   der  Störung,  so 
kann  auch  geschrieben  werden: 

(27)  r<<k. 

In  diesem  Nähebereich  betrachten  wir  von  der  Feldstärke  Ä^ 
[Gleichung  (25)]  nur  den  Hauptanteil  (Fig.  402) : 


(27  a) 


Ho 


oo 


Vr' 


Vr^ 


sinoc  . 
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Dieser  Ansatz  erinnert  an  das  Gesetz  von  Biot-Savart  vom 
magnetischen  Felde  eines  Stromelementes  i  l  und  wird  mit  ihm 
identisch,  wenn  wir  f  mit  i  l  gleichsetzen : 

(28)  H»  =  —-j&inoc  ;       il  =■■  f^=  —wjpsmcDt . 

Damit  ist  erwiesen,  daß  man  sich  die  Hertz  sehe  Lösung  erzeugt 
denken  kann  durch  eine  Erregungsquelle  im  Anfang  des  Koordi- 
natensystems in  Gestalt  eines  Stromelementes  gemäß  (28).  Hertz 
ist  nun  noch  einen  Schritt  weitergegangen  und  hat  sich  von 
dem  Stromelement  eine  genauere  physikalische  Vorstellung 
gemacht.  Man  kann  den  Strom  i  erzeugt  denken  durch  Änderung 
einer  elektrischen  Ladung  Q  gemäß 

m  i  =  1« . 

Dann  wird  aus  (28)  durch  Integration 

SG)'1     (^)  Ql  =  f  =  pcoswL 

Somit  ist  das  Stromelement  ersetzt  durch  den 
Hertz  sehen  Doppelpol  des  Momentes  Ql,  dessen 
Ladimg  Q  gemäß  (30)  oszilliert  und  das  Feld  (24), 
_  /^  ^  (25)  erregt.  Der  Hertzsche  Doppelpol  (auch  Dipol, 
^-^  Fig.  403)  ist  gewissermaßen  die  Primärform  det 
^^^^^^^^Jfl  AnteTmen  der  drahtlosen  Telegraphie,  auf  die  wir 
weiter  unten  noch  besonders  eingehen. 
3.  Hertz  hat  auch  den  Mechanismus  des  von  ihm  entworfenen 
elektromagnetischen  Feldes  bildlich  dargestellt.  In  der  Folge 
der  Fig.  404  a  bis  404  i  sieht  man  in  der  Mitte  den  erregenden  Doppel- 
pol, aus  dem  die  Linien  der  elektrischen  Kraft  herausquellen; 
die  Pfeile  geben  die  Kraftrichtung  an.  Nach  Verlauf  einer  halben 
Periode  hat  sich  ein  erstes  Kraftlinienbüschel  vom  Doppel  los- 
gelöst, um  nach  außen  zu  wandern;  ihm  folgend  quillt  von  innen 
ein  zweites  mit  umgekehrter  Kraftrichtung  nach,  dessen  Abschnü- 
rung nach  einer  weiteren  halben  Periode  vollendet  ist;  dann 
beginnt  der  Vorgang  von  neuem.  Die  magnetischen  Kraftlinien 
stehen  auf  den  Ebenen  der  elektrischen  Kraftlinien  überall 
senkrecht  und  wandern  mit  diesen  in  immer  sich  erweiternden 
Kreisen  nach  außen. 
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Hort,  Schwlngungslehre.    2.  Aufl. 
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738       XVIII.  Elektromagnetische  Schwingungs Vorgänge  im  Raum. 

Die  Hertz  sehe  Lösung  dient  auch  als  Grundlage  für  die 
Wellenausbreitung  von  einem  Erregungszentrum  in  einem  von 
einem  extrem  gut  leitenden  Körper  eben  begrenzten  Halbraum. 
Man  braucht  sich  nur  durch  den  Doppelpol  eine  auf  z  senkrechte 
Ebene  zu  denken,  um  sofort  den  Feldverlauf  in  dem  darüber 
liegenden  Halbraum  zu  erhalten,  wie  esM.Abraham^oj  getan  hat. 

4.  Die  Wellenausbreitung  von  einem  Erregungszentrum  aus 
in  einem  Halbraum  1,  der  von  einem  Körper  2  beschränkter 
Leitfähigkeit  eben  begrenzt  wird,  ist  von  A.Sommerfeld ^^i) 
untersucht  worden.  Er  bringt  für  die  beiden  Bäume  ein  Hertz - 
sches  Funktionenpaar  H^  und  11^  in  Ansatz,  das  durch  Differential- 
gleichungen und  Grenzbedingungen  eindeutig  in  Gestalt  zweier 
bestimmter  Integrale  (aus  B  es  sei  sehen  und  Exponentialfunk- 
tionen) hergestellt  wird.  Die  Lösung  für  77^  umfaßt  zwei  Bestand- 
teile, nämlich  die  Eaumwellen  Q^  und  die  Oberflächenwellen  P. 

Die   ersteren  breiten  sich  mit  einer  Intensitätsabnahme  wie   -  - 

1  ^ 

aus,  die  letzteren  flächenhaft  wie   — ,  wenn  man  von  der  räum- 

r 

liehen  Dämpfung  zunächst  absieht.  Die  letztere  aber  verschiebt 
die  für  die  Oberflächenwellen  nach  obigem  günstige  Sachlage  für 
große  Entfernungen  zugunsten  der  Baumwellen.  Diese  ver- 
wickelten Verhältnisse  übersieht  man  am  besten,  wenn  man  nicht 
mit  den  absoluten  Entfernungen  r  arbeitet,  sondern  mit  einer  sich 
bei  A.  Sommerfelds  Untersuchungen  einstellenden  numerischen 
Entfernung  q,  die  als  reine  Zahl  auftritt  und  definiert  ist  durch : 

IC\    IC\  "~~   nJg    A/i  T 


n^a  IC\ 


(31)  Q  = 

WO  h^  und  ^2  die  durch 

(32)  ^^^/^co«  +  ^>aa> 


erklärten  Fortpflanzungskonstanten  in  beiden  Medien  bedeuten. 
Mit  diesem  ^,  das  ganz  entsprechend  ist  dem  Längenmaß  X  in 
der  Drahttelegraphie  (§  126),  schreiben  sich  die  für  den  Verlauf 
der  Baumwellen  ^  und  der  Oberflächenwellen  P  maßgebenden 
Größen  u  und  v: 

(33)  w  =  1  —  2y^e-e/e^^d/?,        t;  =  )/^c-^, 
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aus  denen  sieh  77^  aufbaut  gemäß 


(34) 


n^  =  {u  —  iv) 


yih^r 


26 

Fig.  405. 
Bestandteile  der  elektromagoetlBclien  Wellenaus- 
breitung im  Halbraum  nach  A.Sommerfeld. 


WO  k^  wegen  a^  =  0  reell  anzunehmen  ist. 

Den  Verlauf  der  beiden  Größen  t^  und  v  stellt  die  Kg.  405  dar. 
Demnach  gibt  es  ein  Gebiet  von  q  =  0,2  bis  q  =  2,2 ,  in  welchem 
die  Intensität  der  Oberflächenwellen  die  der  Raumwellen  über- 
wiegt. Für  Q  <  0,2  über- 
wiegen die  Raumwellen,  die 
nach  der  Theorie  von  Hertz 
für  O2  =  00,  d.  h.  für  kleines  q 
allein  vorhanden  sind.  Für 
^  >  2,2  überwiegen  wieder 
die  Raumwellen,  weil  dann 
die  exponentielle  Dämpfung 
e  ~  ^  die  Oberflächen  wellen  be- 
schränkt. Wollen  wir  nun  die 
auf  der  Erdoberfläche  vor- 
kommendenTelegraphierent- 

femungen  r  an  die  in  Fig.  405  dargestellten  Bezirke  der  nume- 
rischen Entfernung  q  anschließen,  so  brauchen  wir  nur  fest- 
zustellen, daß  die  Entfernung  r  =  2500  km  für  eine  Wellenlänge 
von  2km  der  numerischen  Entfernung  q  entspricht  bei: 

Seewasser  nassem  Boden  Süßwasser  trockenem  Boden 

Q  ==  0,033  ^  =  6,5  ß  =  30  ^  =  300 

Da  die  großen  Entfernimgen  meistens  über  See  gehen,  so  kommen 
für  sie  nur  kleine  q  und  damit  wesentlich  Wirkung  der  Raum- 
wellen in  Betracht.  Sofern  jedoch  neben  dem  Meere  auch  Land- 
strecken zu  überwinden  sind,  so  käme  auch  das  Gebiet  der  mittleren 
Q  und  damit  Wirkung  der  Oberflächenwellen  in  Frage.  Auf  alle 
Fälle  nimmt  die  numerische  Entfernung  mit  wachsender  Wellen- 
länge quadratisch  ab  entsprechend  der  praktischen  Erfahrung 
von  der  guten  Wirksamkeit  der  langen  elektromagnetischen 
Wellen  beim  Telegraphieren  über  weite  Strecken. 

5.  Über  die  elektromagnetische  Wellenausbreitung  über  die 
gekrümmte  Erdoberfläche  geben  die  vorstehenden  Unter- 
suchungen keinen  Aufschluß.  Hier  tritt  eine  Untersuchung  von 
W.  V.  Rybczynski^*) ein ,    in    der  die  Potentialfunktion  77  des 
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Feldes  jener  Wellenausbreitung  entwickelt  wird.  In  Fig.  406 
ist  die  Erde  des  Radius  a  dargestellt.  A  ist  die  Sendeantenne. 
Wir  führen  eine  Zahl: 


(35) 


e  = 


27ta 


[X  =  Wellenlänge)  und  schreiben  mit  Rybczynski 


(36) 


g- 0,83  öle 


wo  p  die  Antennenerregung  ausdrückt.    Der  Zerstreuungsfaktor 

Xi  der  die  Beugung  der  elektromagnetischen  Baum  wellen  um 

die  Erdkrümmung,  Umwandlung  der 
Raumwellen    in    Oberflächenwellen, 

ßy^   /l  U  \       Dämpfungsverluste  durch  Leitung  in 

der  Erde  und  die  Ausstrahlung  in  den 
Raum  in  sich  schließt,  nimmt  bei  zahlen- 
mäßiger Auswertung  Größen  an,  die  seine 
Brauchbarkeit  für  die  Überwindung  der 
Erdkrümmung   in   der   drahtlosen  Tele- 

r-«  Ai^a     «r  1.        u  .*         graphic  in  einem  Zutrauen  erweckenden 

Flg.  406.     WellenauBbreltung     ^ 

und  Erdkrüniinung.  Licht  erscheinen  lassen. 

Sei  beispielsweise  über  einen  halben  Erdquadranten  (r  =  5000k) 

7t 

ZU  telegraphieren.    Dann  ist  ^  =  -j"  >  ^nd  es  wird  q  =  8000  bei 
einer  Wellenlänge  j'  =  5  km.   Damit  wird  der  Zerstreuungsfaktor 


X^ 


1 
i35 


entsprechend  einer  Schwächung  der  Sendeenergie,  die  keineswegs 
außerhalb  der  Leistungsfähigkeit  unserer  Empfangsapparate 
liegen  dürfte.  Die  Theorie  von  Rybzynski  erklärt  demnach 
die  Überwindung  der  Erdkrümmung  hinreichend  imd  schließt 
sich  gut  an  die  Messungen  von  L. M.  Austin^®)  an,  worauf 
J.  Zenneck^?*)  Hinweist. 
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§  136.  Antennen  -  Strahlung  und  Empfang. 

1.  Wir  untersuchen  nunmehr  die  Energieströmung  durch  eine 
Kugelfläche,  die  mit  sehr  großem  Radius  r  um  das  Erregungs- 
zentrum des  Hertzschen  Feldes  (§  135,  2)  beschrieben  ist.  Von 
den  Komponenten  des  Feldes  werden  nur  die  Anteile  höchster 
Potenz  von  r  beibehalten: 


(1) 


22  __  r2 

z^- —  r- 


sm^ 


rV 


2 


r- 


Statt  Eq  und  Z  führen  wir  die  Komponenten  in  Richtung  von  r 

und  senkrecht  dazu  ein :  E,  und  Ejt 

durch 

(2)  Er  =  ^o  sina  +  Z  cosa  =  0 
und 

(3)  ^«  =  Eocosoc  —  Z  sina 

Etx  und  H^  stehen  auf  r  senkrecht, 

folglich    schreibt    sich    der   Poin- 

tingsche    Energievektor     an    der 

betrachteten  Stelle  (Fig.  407)   nach      ^'8-  *07.  ^g^^g^t^j^^iS^^^"*^^    ^®' 

Gleichung  (5),  §134:  '^ 


(4) 


S  = 


V  V  sin% 

4.1  471  ^Tin  l  ^ 


oder  nach  Gleichung  (29)  und  (30)  in  §135: 


(5) 


6=     --- 


l^sm^(x   (diV      Z^sin^a  ir-QV 


^nr^-V^  \dt 


Nach  Gleichung  (7),  §  134,  findet  man  den  Energiefluß  durch  die 
Oberfläche  der  Kugel  des  Radius  r,  wenn  man  in 

(6)  L=l2ndf 
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das  Flächenelement  df  ersetzt  durch  27i  r^  Bin(xd  oc   und     über 
die  ganze  Kugel,  d.  h.  von  0  bis  Jt  integriert.    Man  erhält: 


ji 


(7)     L  = 


/2     /di\^  C 


2   l^  (diV       2  l^  Id^QY 


3  V*\dt 


3  FM  <ft« 


)■ 


In  diesen  Ansätzen  wird,' wie  überall  bisher,  i  und  Q  elektrosta- 
tisch gemessen;  geht  man  zum  elektromagnetischen  Maßsystem 
Über,  so  hat  man: 

2l^(  dTV       2  Z«  ld*Q\* 


Nach  §  135  ist  hier  : 


(9) 


t   = 


dQ 
dt 


V 


Q  =  -f-  cos  o)  t . 


Man   kann   danach   sowohl  für  L  wie 


für   1*  die    über   eine  Periode 


2n 


CO 


er- 


streckten Mittelwerte  Lm  und  (t*)^  be-. 
rechnen.   Deren  Quotienten 


(10) 


Rs  =  -p 


'm 


(»*) 


tn 


Flg.  408. 
SondeaDtenne  mit  Kapazität  und 
Selbstinduktion  am  untern  Ende,     magnetisch  ermittelt  ZU 


nennt   man   den   Strahlungswiderstand 
des  Doppelpolfl,    der   sich  hier  elektro- 


(11) 


R>  = 


9    » 


also  abhängig  von  der  Dimension  l  des  schwingenden  Systemes 
und  der  Wellenlänge  k. 

2.  Zur  Aussendung  elektromagnetischer  Wellen  dienen  die 
Antennen,  die  sich  von  ihrem  Urbild,  dem  Hertzschen  Doppelpol, 
nicht  unwesentlich  unterscheiden.  Es  ist  aber  möglich,  manche 
ihrer  Eigenschaften  auf  diesen  zu  beziehen. 

Die  einfachste  Antenne  ist  der  geradlinige,  senkrecht  nach  oben 
gehende  Luftleiter  (Fig.  408).  Sein  unteres  Ende  ist  meist  geerdet; 
außerdem  enthält  es  eine  Spule  mit  Selbstinduktion  La  zur  Auf- 
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nähme  der  Schwingungsenergie  aus  dem  primären  Erregungskreis 
und  eine  Kapazität  (7«,  über  deren  Zweck  noch  zu  sprechen  sein 
wird.  Im  übrigen  besitzt  der  Luftleiter  noch  linear  verteilte 
Selbstinduktion  L  und  Kapazität  (7. 

Der   Ohmsche   Widerstand   werde   zunächst   vernachlässigt. 

Wir  wenden  auf  die  Antenne  die  allgemeinen  Ansätze  von 
§126  an: 

dx 


(12) 


^3 


"^-er 


dx  dt 


Mit  dem  Lösungsschema  ©  =  Fe""',  3  =  Je*°"  findet  sich: 

(13) 


—  -^r-  =^  %(oLJ;      —  -^  -  =  lojü  V, 
dx  dx 


und  mit  der  Abkürzung  m*  =  co^LC  durch  Ausschaltung  einer 
der  beiden  abhängigen  Veränderlichen: 


(14) 


dW 


-  +  m^V  =  0       oder 


d^J 


dx^    '   '"  '        ^  dx^ 

Nimmt  man  für  V  die  allgemeine  Lösung 
(15a)  V  =  A  sinm x  -{-  B coam x 

an,  so  ergibt  sich  für  «7: 


+  mV  =  0. 


(15b) 


-y! 


Y  {Ä  coam  x  —  B  sinm  x) . 


Die  allgemeine  Lösung  (15a),  (15b)  ist  nun  den  Grenzbedin- 
gimgen,  zunächst  zur  Ermittlung  der  Eigenschwingungen,  d.  h. 
für  unerregten  Primärkreis,   anzupassen. 

Am  imteren  Ende  {x  =  0)  der  Antenne  gilt: 


(16) 


Damit  findet  sich: 


(17) 


J  =  iA 


I 


IG 
1  -cosmx 


-(^'■"'-^)^^ 


sm  ma: 
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Da  aber  am  oberen  Ende  (x  =  l)   der  Strom  J  =  0  sein  muß, 
so  wird 


(18) 


cotm?  =  coto>Z 


^^-{'■''-^)fL- 


Die    Eigenfrequenzen    des    Antennensystems    ermittelt    man 
durch   Auflösung   der   transzendenten   Gleichung   (18)   nach   co. 


Fig.  409.  Eigenschwingungen  der  Antenne       Fig.  410.    Eigenschwingungen  der  kapazitiv 
mit  Kapazit&t  und  Selbstinduktion  am  verkürzten  Antenne, 

unteren  Ende. 


Die   Auflösung   gelingt,    wenn    man   a>l]'LC=Q   setzte     Dann 
schreibt  sich  (18): 

L^         IC  1 


(19) 


""""'^-IL^-CV-Q^ 


welcher  Ansatz  gleichbedeutend  ist  mit  den  Schnitten  der  Ko- 

La          IC     1 
tangenslinie    y  =  cot  q  und    der  Hyperbel  y  =  yy  q  —  -^ . 

Diese  beiden  Kurven  sind  in  der  Fig.  409  mit  /  und  //  bezeichnet. 
Die  Hyperbel  geht  mit  der  Ordinatenachse  und  mit  der  Geraden 

y  =  yy-  Q  ins  Unendliche. 
L  Lj 

Die  Wurzeln  haben  die  Werte: 


(20) 


n 


Qt  =  (2*  +  1)  -2  +  «t 


A  =  0,  1,  2,  3,  wo  die  £»  positiv  oder  negativ  sein  können. 
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Um  die  Wirkung  von  Selbstinduktion  L^  und  Kapazität  C'a 
getrennt  zu  untersuchen,  setzen  wir  in  (19)  La  =■  0.  Dann  ist 
zu  schreiben: 


(21) 


und  die  Figur  409  nimmt  die  Gestalt  Fig.  410  an: 

Alle  «ifc  sind  positiv;  sie  werden  null,  wenn  C«  =  oo  wird, 
wenn  also  allein  die  Kapazität  der  Erde  in  Frage  kommt.  Dann 
werden  die  Frequenzen: 

Qt      _2k  +  1  7t 
~^  2' 


(22) 


(Ok 


l  fLC       l  fLC 
und  die  zugehörigen  Wellenlängen: 

2nV       4:lViLC 


(24) 


h 


ojt  2k +  1 

Wählt  man  nun  1 :  /LC  gleich  der  Lichtgeschwindigkeit  F,  so  ist 
die  Wellenlänge  der  Grundschwingung  der  Antenne  ohne  Kapa- 
zität und  Selbstinduktion  am  unteren  Ende  A©  =  4  i . 

Die  Antenne  schwingt  nach  Fig.  411  mit 
einem  Strombauch  am  unteren,  einem  Span- 
nungsbauch am  oberen  Ende.  Ist  dagegen  am 
unteren  Ende  eine  endhche  Kapazität  C« 
eingeschaltet,  so  werden  die  Eigenfrequenzen 
des  so  entstehenden  Systems  größer,  die  aus- 
gesandten Wellenlängen  kürzer;  dement- 
sprechend redet  man  von  einer  kapazitiven 
Verkürzung  der  Antenne,  deren  Schwingungs- 
form sich  nach  Fig.  412  darstellt. 

Andererseits  kann  man  in  (19)  Ca  unend- 
lich   werden    lassen;    dann    bleibt    nur    die 
Spule  La  am  unteren  Ende  der  geerdeten  Antenne  übrig.    In 
diesem    Falle    gestaltet    sich    die    graphische    Lösung   für   die 
Gleichung : 

IL  1 


Fig.  411. 
Unverkürzte  Antenne. 
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nach  Fig.  413.   Alle  q^  werden  kleiner  als  (2/^+1)  ---  und  damit 
alle  io  kleiner  als  die  entsprechenden  ICreisfrequenzen  der  Antenne 
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nach  Fig.  411.  Da  hiermit  eine  Vergrößerung  der  zugehörigen 
Wellenlängen  X^  verbunden  ist,  so  spricht  man  von  einer  induk- 
tiven Verlängerung  der  Antenne.  Für  derartige  Antennen  mit 
nichtquasistationärer  Stromverteilung  kann  man  ebenfalls  den 
Strahlungswiderstand   berechnen  durch    Einführung  des   Form- 


Fig.  412.    Kapazitiv  verkürzte 
Antenne. 


Fig.  413.  Eigenachwingangen  der  induktiv 
verl&ngerten  Antenne. 


faktors  a  der  Antenne,  der  erklärt  wird  durch  das  Verhältnis  der 
mittleren  Stromamplitude  längs  der  Antenne  zur  Stromamplitude 
im  Strombauch: 


a  = 


0 


IJ„ 


Damit  wird  der  Strahlungswiderstand  der  geerdeten  Antenne 
der  Höhe  h  (angenähert  nach  R.  Rüdenberg)*'*),  weü  in  Formel 
(11)  l  durch  2  h- zu  ersetzen,  wegen  der  Erdung  aber  nur  die 
halbe  Energie  anzunehmen  ist: 

Für  die  quasistationäre  Verteilung  ist  a  =  1 ;  für  die  oben 
[Gleichung  (loa),  (15b)]  behandelte  sinusförmige  Verteilung  wird 


a  = 


n 
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Mit  dem  Strahlungswiderstand  hängt  das  Dekrement  b« 
der  Antennenstrahlung  in  entsprechender  Weise  zusammen,  wie 
das  Dekrement  einer  elektrischen  Schwingung  in  geschlossener 
Strombahn  mit  deren  Widerstand  gemäß  dem  Ansatz: 

wenn  T  die  Schwingungsdauer  bedeutet,  und  im  übrigen  an  die 
Darlegungen  des  §  119,  Gleichung  (9)  erinnert  wird. 

Auf  Grund  des  Ansatzes   (19)  ist  man  in  der  Lage,  durch 

TZ 

geeignete  Wahl  von  La  und  Ca  die  niedrigste  Wurzel  ^0  =  ~n   ^^ 

erzielen.  Dann  geht  in  Fig.  409  die  Hyperbel  II  durch  den  Punkt 
M  und  die  Antenne  ist  weder  verkürzt  noch  verlängert.  Aber 
sie  hat  einen  Formfaktor  ^  <  1,  woraus  sich  nach  (25)  bzw.  (26) 
ein  verkleinerter  Strahlungswiderstand  bzw.  eine  verkleinerte 
Strahlungsdämpfung  ergeben. 

3.  Zum  Empfang  der  elektromagnetischen  Wellen  benutzt 
man  ebenfalls  lineare  Antennen,  die  zweckmäßig  als  Resonatoren 
auf  die  ankommenden  Wellenlängen  abgestimmt  werden. 

Diesen  linearen  Antennen  gegenüber,  die  von  der  elektrischen 
Komponente  des  ankommenden  Feldes  erregt  werden,  benutzt 
man  neuerdings  mehr  und  mehr  die  Rahmenantennen,  geschlossene 
Schwingungskreise,  die  man  von  den  magnetischen  Kraftlinien 
des  Feldes  durchsetzen  läßt.  Wie  in  §  135  dargelegt,  bilden  die 
magnetischen  Kraftlinien  um  eine  Sendeantenne  aJs  Mittelpunkt 
Kreise  in  horizontalen  Ebenen,  auf  denen  die  Ebenen  der  Rahmen- 
antennen senkrecht  und  radial  zur  Sendeantenne  hin  gerichtet 
stehen  müssen. 

Die  in  den  n  Windungen  eines  Rahmens  der  Windungsflächei^ 
erregte  EMK  =  E  hängt  mit  der  magnetischen  Feldstärke  R& 
[vgl.  §  135,  Gleichung  (27)]  zusammen  durch : 

(27)  E^-nF^-^. 

Sind  L  und  (7'  Selbstinduktion  und  Kapazität  des  Rahmens,  so 
muß  wegen  der  Abstimmung  gelten: 

(28)  k^27ifLÖ'V, 
wenn  k  die  ankommende  Wellenlänge  ist. 
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Für  quadratische  Rahmen  der  Seitenlänge  a  ist  L  unge  fähr 
proportional  a^n^y  C  proportional  a,  woraus  sich  mit  (27)  un  d  (28) 
findet : 

E  proportional  X  'jfä . 

Also  auch  für  den  Rahmenempfang  gilt  der  Erfahrun  g8satz 
von  der  Wirksamkeit  der  großen  Wellenlängen. 


XIX.  Nichtharmonische  Schwingungen. 

§  137.  Allgemeine  Übersicht. 

1.  Alle  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  behandelten 
Sch^singungserscheinungen,  sowohl  die  quasistationären  wie  die 
nichtquasistationären,  kommen  auf  die  Untersuchung  der  linearen 
Schwingungsgleichung  mit  festen  Beiwerten: 

(1)  ^~dt^'^       'dt'^^^^  Psinot, 

hinaus.  Bei  dieser  Untersuchung  finden  sich  die  Begriffe 
der  Eigenschwingungszahl,  der  Dämpfung,  der  erzwungenen 
Schwingung,  deren  Haupt  werte  und  Phase,  der  Anfangs- 
bedingungen, der  Resonanz,  der  Superposition. 

Als  Haupteigenschaften  der  durch  (1)  definierten  harmo> 
nischen  Schwingungen  finden  sich:  Unabhängigkeit  der  Eigen- 
öchwingungszahl  und  der  Dämpfung  von  den  Anfangsbedin- 
gungen, Unveränderlichkeit  des  Hauptwertes  und  der  Phase  der 
erzwungenen  Schwingung  mit  der  Zeit,  die  Superposition  der  Eigen- 
schwingung und  aller  erzwungenen  Schwingungen  verschiedener 
Frequenz.  Handelt  es  sich  um  mehrere  Freiheitsgrade,  so  kommt 
noch  der  Begriff  der  Stabilität  hinzu;  die  Stabilitätsbedingungen 
sind  von  den  Anfangsbedingungen  unabhängig. 

2.  Insoweit  die  Gestalt  der  Gleichung  (1)  nicht  von  vornherein 
bei  der  physikalischen  Ansetzung  streng  richtig  war,  wie  bei  den 
meisten  elektrischen  Seh wingungs Vorgängen,  führt  der  Übergang 
zu  nur  kleinen  Ausschlägen  x,  d.  h.  solchen,  deren  Quadrate  zu 
vernachlässigen  sind,  zu  dem  bevorzugten  und  leicht  diskutier- 
baren Ausgangsansatz.  Die  Transformation  auf  kleine  Schwin- 
gungen war  nötig  bei  fast  allen  mechanischen  Problemen,  so  z.  B. 
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gleich  bei  dem  mathematischen  Pendel  §  1,  dessen  Gleichung 
ohne  den  Übergang  lauten  müßte: 

Denkt  man  sich  hier  sin  x  in  seine  Potenzreihe  x  —  J  x^  +  •  •  • 
entwickelt,  so  findet  sich  statt  (2): 

(2a)  ^^  +  26^  +  cx(l-Ja:«+...)  =  0. 

at"  dt 

Es  erscheint  also  die  Bichtkraftzahl  c  mit  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  der  Positionskoordinate  x  multipliziert,  die  für  x  =  0 
den  Wert  1  annimmt.  * 

Entsprechende  Abänderungen  sind  denkbar  bei  der  Trägheits- 
zahl m  und  der  Dämpfungszahl  6,  so  daß  wir  allgemein  schreiben 
können : 

d'X  dx 

(3)         m  •  m (x) [-  2 b '  b  (x)-y  +  c  '  c  {x)  X  =  P f^in o)  t . 

dt  dt 

Es  sollen  also  m{x),b  (x),  c  (x)  ganze  rationale  Funktionen  (endlicher 
Gliederzahl)  von  x  sein,  die  für  x  =  0  den  Wert  1  annehmen. 
Technisch-physikalische  Beispiele,  bei  denen  entweder  m  (x)  oder 
c  (x)  für  x^O  von  1  verschieden  waren,  sind  in  der  Literatur 
mehrfach  behandelt  worden,  worauf  wir  unten  eingehen  werden. 
Ein  Fall,  in  welchem  das  gleiche  von  6  (x)  gelte,  scheint  noch  nicht 
untersucht  zu  sein;  in  den  zu  erörternden  Beispielen  wird  im 
allgemeinen  auch  6  =  0,  der  Vorgang  also  ungedämpft,  ange- 
nommen. 

Der  allgemeine  Charakter  des  solcherweise  verwickeiteren 
Schwingungsvorganges  ist  der,  daß  zunächst  die  Unabhängigkeit 
der  Schwingungszahl  von  den  Anfangsbedingungen  imd  anderer- 
seits das  Superpositionsgesetz  aufgegeben  werden  muß;  auch 
besteht  der  Begriff  der  Resonanz  (auch  im  Falle  mangelnder 
Dämpfung)  nicht  mehr.  Es  wird  sich  weiter  unten  finden,  welche 
Ansätze  nun  an  die  Stelle  der  früheren  treten. 

Die  kurze  Bezeichnung  dieser  Schwingungen  als  pseudo- 
harmonische  ist,  wie  es  scheint,  auf  G.  Duffing^")  zurückzu- 
führen. 
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3.  Weiter  haben  technische  Bedeutung  diejenigen  Vorgänge, 
bei  denen  die  Bei  werte  von  (1)  periodische  Funktionen  der  Zeit 
werden : 

(4)      m'm (cüj  t)  -r-^  +20'  b(o)2t)—  +  C'c{(o^t)  z  =  Paincot , 

die  so  beschaffen  seien,  daß  sie  für  <  =  0  den  Wert  1  annehmen. 
Meist  ist  m  ((o,  t)  =  1  für  jedes  i  ^  0,  femer  gewöhnlich  (o^  =  co^ 
und  P  =  0.  Für  diese  Sonderfälle  werden  unten  Beispiele  be- 
handelt. 

Das  allgemeine  Ergebnis  der  Untersuchung  von  (4)  ist,  daß 
Hauptwert  und  Phase  der  Eigenschwingung  periodische  Funk- 
tionen der  Zeit  werden,  mit  Frequenzen,  die  in  erster  grober 
Annäherung  mit  oo^  =  0^3  identisch  sind,  während  die  Kreisfrequenz 

der  Eigenschwingung  mit  derselben  Annäherung  =  1/ —  wird; 

f  m 

genauer  werden  die  Frequenzen  sämtlicher  in  der  Lösung  zu  (4) 
vorkommenden  Zeitfunktionen  in  verwickelterer  Weise  durch  die 
Beiwerte  der  Ausgangsgleichung  bestimmt.  Die  Anfangsbedin- 
gungen aber  haben  keinen  Einfluß. 

Um  eine  kurze  Bezeichnuiig  zu  schaffen,  sei  für  diese  Vorgänge 
der  Name  quasiharmonische  vorgeschlagen. 


§  138.   Freie  pseudoharmonische  Schwingungen  ohne  Dämpfung. 

1.    Die    strenge    Differentialgleichung    des    mathematischen 
Pendels  (vgl.  §1) 

d^  oc        Q 

d  X 

liefert   nach   Multiplikation   mit   2  — -   ein  erstes  Integral 

dt 

dessen  Konstante  C  durch  die  Anfangsbedingung: 

dx 
(2a)  a  =  «0      für       37  =  0 , 

dt 
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also  durch  Festsetzung  des  größten  Pendelausschlages,  bestimmt 
wird  zu 

2(7 

(3)  C  =  — -^cosÄo 

I 

Damit  wird  eine  zweite  Integration  ermöglicht: 

(4)  '-V£/"l-    --~' 

r  ^9J  ycosa  — cosÄQ 
6 

womit  zugleich  die  weitere  Anfangsbedingung,  daß  zur  Zeit  t  =  0 
das  Pendel  seine  Mittellage  a  =  0  einnehmen  soll,  erfüllt  wird. 

Nun  ersetzt  man  cos  oc  durch  1 — 2  sin  ^ — ,  cos  «o  durch  1  —  2  sin  ^  — 

2  °  2 

und  findet 

,.,  1 1/ 1  r        dx 

(5)  <  =  ^ 


sm*— —  sm*-r- 


Die  weiteren  Einsetzungen  sin  —  =  fc,  sin  —  =  h  sin  d  liefern 

# 

(6)  ^^i/ir^^i,  _^ 

b 

d.  h.  die  Zeit  als  elliptisches  Integral  erster  Gattung,  dessen 
Periode 

n 

(7)  -       '  ■** 


'-'fih 


ÄJ^sin^d 


ersichtlich  von  der  Anfangsbedingung  (2  a)  abhängig  ist.  Diese 
Abhängigkeit  ergibt  sich  explizite,  wenn  man  das  vollständige 
elliptische  Integral 
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einführt,  welches  durch  die  Reihenentwicklung  erklärt  ist: 
(9) 


TZ 


durch  den  Ansatz: 
(9a) 


^+>ir**+(2-:4r*^+-'' 


.  =  4|/I 


K. 


Für  verschwindende  k  (kleine  Ausschläge)  geht  dann  (7)  wieder 
in  die  gewöhnliche  Pendelformel 


T^2^^/-L 


9 


(10) 

Über.  • 

2.  Eine  allgemeinere  Untersuchung  freier  pseudoharmonischer 
Schwingungen  beim  Ausgangsansatz: 

(11)  mx+ocx{l-\-aiX-\-a2X^  +  "»)  =0, 

hat   J.  Hörn  gegeben ^'^j      Durch  Einführung  einer  neuen  Zeit 

T  ==  t]/ —  geht  (11)  über  in 
f   m 


(12) 


d^x 


dz^ 


+  X  ^  —  (a^x^  +  a^x^  -] ) , 


woraus  das  Zwischenintegral  der  lebendigen  Kraft: 

(dx\^  /2  2  \ 

folgt.    Hier  ist  C  offenbar  die  Geschwindigkeit  für  x  =  0.    Führt 

man  den  positiven  und  negativen  größten  Ausschlag  von  x  mit 

/      dx       \ 
Xi  und  X2  in  (13)  ein,  so  kann  man  diese  für-r-  =0    berechnen: 


dx 


(14) 


-  3     ^ 


18    ^       4    - 

5     ,        1 
18    ^       4^ 


C^  + 


C3  + 


Um  den  zeitlichen  Verlauf  von  x  nach  (12)  für  die  Anfangs- 
bedingung 

dx 


(14a) 


x^x.\ 


dx 


=  0; 


^  =  0, 
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zu  ermitteln,  erweist  sich  eine  Potenzreihenentwicklung  von  x 
nach  Xi  zweckmäßig,  welche  bei  hinreichend  kleinem  x^  für  be- 
liebiges r  konvergiert: 

(15)  x^x,  S,  (t)  +  0:^2  W  +  xU,  (t)  +  •  •  •, 

wo  die  Zeitfunktionen  S  nach  (14a)  die  Eigenschaften  haben 
müssen :  * 

(0)  =  1;       f2(0)=0;       f3(0)=0 

(0)=0;       f3(0)=0;       fs  (0)  «  0 


(16) 


ü: 


Führt  man  (15)  in  (12)  ein  und  berücksichtigt  (16),  so  ergeben 
sich  für  die   f  die  Differentialgleichungen: 

(17)   li  +  fi=0;     l2+f2  =  "-«if?;     h  +  ^,=  -^<hSi^2-(hSh 

mit  den  Integralen: 


(18) 


fi  =  cost;    f 2  = ß"  (^  ■"  ^^^^"^  ""  cos2t); 


f8  =  -7r«?  + 


29     ,      1 
L144    '     32 


«2 

1 


cosT+---aiCos2T 

y 


+  [i8^'+Ä^J'^'^"+te^' 


8 


a 


2 


Tsmr. 


Zur  Bestimmung  der  halben  Periode  t^  hat  man  in  (lö)  nach 

dx 
Zeitdifferentiation  -^—  =  0  zu  setzen : 

dr 


(19) 
oder 


0  =  h(To)  +  X,  i^(To)  +  x\^,{t,)   + 


(19a) 


a. 


0=  —  srniQ  —  x^  -^  (sin Tq  +  8in2 Tq) 


-x? 


-4 


29    ,        1 
144    '       32 

T6"-  +  32'^ 


a. 


sinto  +  — a?sin2To 


sinStn  — 


5    ,      3 
12^^"  8^ 


(to  cos  Tq  +  sin  To) 


Die  Auflösung  von  (19  a)  nach  Tq  liefert  unter  Fortlassung 
höherer  Glieder: 

(20)  ,^  =  ^jl+^Aaj_|.a,j 

Hort,  Schwlngungsleb^-    2.  Aufl.  48 


x\ 
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womit  die  ganze  Schwingungsdauer  in  der  ursprünglichen  Zeit 
sich  findet: 

sodaß  auch  in  diesem  Falle  die  Abhängigkeit  der  Schwingungs- 
dauer  vom  Anfangsausschlag  erwiesen  ist. 

3.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  der  Ansatz  (15)  keine  perio- 
dische Lösung  von  (11)  darstellt,  weil  f 3  in  (18)  die  Zeit  t  außer- 
halb der  Kreisfunktionszeichen  enthält  (isinr);  diese  Glieder 
werden  als  säkulare  bezeichnet. 

Will  man  eine  periodische  Lösung  von  (11)  herstellen,  so  kann 
man  das  Verfahren  von  Newcomb  und  Lindste  dt  2'»)  anwenden 
durch  Einführung  der  Substitution 


(21a)  X  =  t\[^^±ä , 

wodurch  (11)  übergeht  in: 

(21  b)  (1  +  ;,)  ^'-^  +  X  «  -  (aj  0:2  +  a,  x»  +  . . .) . 

Hier  ist  fJL  eine  Konstante,  über  die  Verfügung  vorbehalten  bleibt. 
Um  nun  eine  den  Anfangsbedingungen 

(21c)  T  =  0 ,       a;  =  aTj ,      i  =  0 

entsprechende  und  für  hinreichend  kleines  x^  konvergente,  in  t 
rein  periodische,   Entwicklung  zu  finden,   setzen  wir  für  x  die 

Reihe  an: 

jk 

(21  d)  x^x,  f  1  (t)  +  x\  f 2  (t)  +  a;J  f,  (t)  +  . . . 

Diese  führen  wir  in  (21b)  ein  und  erhalten  für  die  Zeitfunk- 
tionen f ,  die  den  Bedingungen  (16)  zu  genügen  haben,  ein  (17) 
entsprechendes  System  von  Differentialgleichimgen.  Damit  aber 
dieses  nur  rein  periodische  Lösungen  erhält,  verfügen  wir  über 
die  Konstante  fi  so,  daß  in  den  |  keine  säkularen  Terme  auftreten 
können.  Zu  diesem  Zweck  setzen  wir  fi  als  Potenzreihe  von  Xj  an : 

(21  e)  i"  =  /ii  a^i  +  /^  iP?  +  i"8  ^  H 

Ordnet  man  nach  Einsetzung  von  (21  d)  und  (21  e)  den  Ansatz 
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(21  b)  nach  Potenzen  von  x^ ,  deren  Beiwerte  verschwinden  müssen, 
so  findet  sich  folgendes  System  von  Differentialgleichungen: 

li  +  fi  =  0, 

^2  +  ^2  =  — i"lfl  —  «ll?, 

^3  +  ^8  =  — iW2  Si  —  /^i  ^2  —  2ai  fi  fg  —  ötafi, 

^4  +  ^4  =  —/'s  ll  —  /^2  ^2  —  i"l  fs  —  öt^  S  —  2  ai  fi  fg 
—  3  «2  ^  s 2  —  ^  VI  • 


(21  f) 


Die  erste  Gleichung  hat  die  Lösung  li  =  cos  t.  Damit  f ^ 
periodisch  "wird,  darf  auf  der  rechten  Seite  der  Differentialglei- 
chung cos  T  nicht  vorkommen ;  also  muß  /ii  verschwinden.  Dann 

wird  f 2  = »1  (3  —  2  cos  t  —  cos  2  t).'  Mit    den    gefundenen 

6 

Werten  für  f^  und  fj  wird  die  Differentialgleichung  für  fj- 

(21g)      h  +  iz  =  -i«!  +  (/"2  +  |a?  —  1-02)  C08Z  -  ^a? cos  2t 

—  (1:02  +  i»?)  cos  3t. 

Damit  die  Lösung  periodisch  wird,  muß  wieder  das  Glied  mit 
cos  T  rechts  verschwinden  oder  für  ju^  gelten : 

(21h)  /^2  =  |a2-|a?. 

Nunmehr  erhält  man: 


(21  i) 


1    2  ,   /29     , 


—  a2JcosT  +  ~a?co8  2T 


+  (43^1+  32  ^2)  cos  3t. 


Ordnet  man  x  statt  nach  Potenzen  von  Xi  nach  trigonometrischen 
Funktionen  von  t,  so  findet  sich 

x  =  ^-jaixl-jala^^+    -j 


(21k) 


COST 


+  |^a?  +  -32«2}a:?cos3T  + 


cos2t 


48* 


_       „1  Im         1 
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Geht  man  vermöge  (21a)  auf  die  Zeit  {  zurück,  so  erhält  man 
die  Periode  von  (21k) 

und  nach  (21h)  mit 

durch  Ausziehen  der  Quadratwurzel  (/i  klein  gegen  1) 

3'=2,j/^{l  +  (4a;-f.,)^}, 

in  Übereinstimmung  mit  (21). 

4.  Will  man  die  Methode  der  Reihenentwicklung  nach  J.  Hörn 
vermeiden,  so  kann  man,  falls  in  Gleichung  (13)  die  höchste 
Potenz  von  x  den  Wert  4  nicht  überschreitet,  zu  elliptischen 
Integralen  bzw.  Funktionen  übergehen.  Man  erhält  nämlich  aus  (13) 

(22)  '  ^^ 


yO«  -  x«  —  ^a^x^  —  Jag  x^ 

ein  Integral  vom  elliptischen  Typus,  das  man  nach  einem  be- 
kannten Verfahren  (z.  B.  O.  Schlö milch,  Kompendium  der 
höheren  Analysis  II,  4.  Aufl.,  S.  289)  auf  eines  der  elliptischen 
Normalintegrale  zurückführen  kann.     So  verfährt  z.  B.  J.  Bier- 

manns^®^)  bei  der  Untersuchung  eines 
Schwingungskreises  mit  eisenhaltiger  Induktivi- 
tät. Bezeichnet  q?  den  magnetischen  Kraft- 
linienfluß (Induktion)  im  Eisen, ,  so  wird  die 
Schwingungsgleichung  (Fig.  414) :  ^ 

Flg.  414.  Schwingungs-  d(p  ^    f-y  ^ 

kreis  mit  eisenhaltiger     (23)  —j- — \~  —  I  %  dt  =  0  b 

Induktivität.  dt  LJ 

Hier  ist  aber  die  Induktion  (p  mit  dem  Feldstrom  verknüpft 
vermöge  der  Magnetisierungskurve  der  betreffenden  Eisensorte 
nach  dem  Verlauf  von  Fig.  415.  Mit  genügender  Annäherung 
kann   man  sich  zur  analytischen  Barstellung  dieses   Verlaufes 
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auf  die  ersten  beiden  ungeraden  Glieder  der  Reihenentwicklung 
beschränken : 

\(p^Zfi-iO  cgs 

(24) 


Aus  (23)  und  (24)  findet  sich 
für  die  Zeit  t  mit  einer  willkür- 
lichen Integrationskonstante  A  das 
Integral 


(25) 


Fig.  4  5.  MagnetiBtenmgskurye. 


welches  mit  der  neuen  Integrationskonstante  B^  =  2C  k  A^,  den 
Festwerten 


(26) 


(K  = 


L  ' 


£2  = 


2{(x^  +  B^ ±  (x-^ (x^  +  B^y 


l    a  ==  a  +  yä2  _j_  ^2 


B 


und  durch  die  Einsetzungen  (f  =  x^a;    z  =  —  cos  ip  übergeht  in : 


(27) 


<«— £ 


l2Ca>l 


dyf 


0 


yi  —  £^sin^^ 


Hieraus  findet  sich  das  elliptische  Integral 

dtp 


(28; 

WO 

(28  a) 


J  \l  —  e^sin^v'  ' 

0 


GL 


iu^  = 


B 


2 


OC^±CK  f(X^  +  B^ 


zu  setzen  ist,  und  durch  Umkehrung 


(29) 


y> 


=  —amitV 


A  +  A*' 


CL 


,  e  . 
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sowie 
(30) 


B  /  1   1  +  ^«      \ 

9>  =  -^^co8am(^^|      ^-.ej. 


Demnach  wird  die  Schwingungsdauer 


31 


(31) 


z 

0     '  ^ 


oder  nach  (9) 


1      + 


1 

2 


.. + pv + 


)• 


+  /i2r  •  \2r   '  \2.4> 

die  für  kleines  B  [vgl.  (26)  und  (28a)],  d.  h.  entweder  unterhalb 
der  Sättigungsgrenze  (i  =  oo)  oder  für  kleine  Amplituden  {Ä  =  0) 

mit  e  =  0  und  ju  =0  in  die  gewöhnliche 
Schwingungsformel  für  den  ungedämpften  Thom- 
sonkreis übergeht: 


I>urch     endliches    B    wird    diese    Eigenfrequenz 
erhöht,     weil     ]'l  +  ja^     schneller     wächst     als 

(i+(i)*e*)- 

5.  Ist  die  Trägheitskraft  eine  Funktion  des 
Ausschlags,  so  kann  man  gleichfalls  das  Ver- 
fahren der  Reihenentwicklung  nach  Potenzen  des 
Anfangsausschlages  oder  auch  die  Darstellung  der 
Schwingung    durch    elliptische    Funktionen    be- 

SrwTm  En^e^  folgen««!).    Ein  einfaches  Beispiel  hierfür  bietet  die 

Schwingung    einer  eingespannten  Stahlzunge  mit 

verstärktem  Ende  nach  Fig.  416.      Deren  Differentialgleichung 

kann  man  ansetzen  in  der  Form: 


Fig.  410.    Schwin- 


(33) 


S{l-b<p^)^^^^  +  c^<p^O. 


weil  offenbar  das  Trägheitsmoment  der  Drehung  um  A  mit 
wachsenden  qp  vermöge  der  Krümmung  der  Zunge  abnimmt. 
Ein  erstes  Integral  liefert  wieder  der  Ansatz  der  lebendigen  Kraft : 


(34) 


'dcpV      2c2 

dt)  + "  e> 


/tpdq>     ^ 
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Vermöge  der  Kleinheit  von  6  ist  die  Reihenentwicklung  gestattet : 

von  der  nur  die  beiden  ersten  Glieder  beibehalten  werden. 

Dann  liefert  nochmalige  Integration  und  Auflösung  nach  t 
das  elliptische  Integral 

0 

welches  entsprechend  (25)  weiter  zu  behandeln  ist.  Wir  über- 
gehen die  Einzelheiten  der  Durchrechnung  und  schreiben  nur 
die  endgültige  Ermittlung  der  Schwingungsdauer  hin: 

(36)  T-2.^{l-?^^). 

WO  (pi  den  Anfangsausschlag  bedeutet.  Demnach  hat  die  voraus- 
gesetzte Veränderlichkeit  der  Trägheit  eine  Erhöhung  der  Eigen- 
frequenz für  kleine  Ausschläge  zur  Folge. 

§  139.  Erzwungene  pseudoharmonische  Schwingungen. 

1.    Schwingungsvorgänge  von  der  allgemeinen  Form 


00  00 


(1)  mx-\-  (X  x^v  (1  +  ay  »'•)  =  ^v  Ay  sin  {coy  t  -f  a^) 

1  1 

kommen     sehr     häufig     bei     technischen    oder    physikalischen 
Fragen  vor. 

Der  Induktionsverlauf  in  Drosselspulen  mit  Eisenkern,  in 
Beihe  mit  einer  Kapazität  C  [vgl.  §  138  (23)]  und  einem  0hm- 
schen  Widerstand  W  an  eine  Wechselspannung  E  =  (X^\n(ot  ein- 
geschaltet, regelt  sich  nach  dem  Ansatz: 

(2)  .^  +  Tr^-  +  _^2J^  +  _^  +  _^3=_^_eoso./. 

Hat  man  hiemach  tp  ermittelt,  so  findet  man  den  Strora- 
verlauf  nach 

(3)  »  =  ^^  +  1^3. 
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Die  Erscheinungen  weichen,  wie  0.  Martienssen^^^j  durch 
Versuche  bewiesen  hat,  völlig  ab  von  dem  Verhalten  des  gewöhn- 
lichen wechselstromerregten  Stromkreises: 

Insbesondere  ist  die  Frage  nach  dem  Stromverlauf  im  Resonanz- 
falle  ■ =  CO  wichtig. 

Ist  der  dämpfende  Widerstand  W  in  (2)  vernachlässigbar  klein» 
so  findet  sich  die  Ansatzgestalt  (1). 

2.    Ein  Drehstromgenerator  mit  dem  Magnetrad  des  Trag- 

heitsmomentes  0  und  der  Winkelbeschleunigung  ^  erzeugt  Drei- 
phasen-Wechselstrom der  Frequenz  pa>o,  wenn  p  seine  Polpaar- 
zahl und  (Oq  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  der  Antriebs- 
maschine bedeutet.  Ist  femer  E  die  EMK,  c  die  Klemmenspan- 
nung des  Generators,  L  die  Selbstinduktion,  yf  der  Phasenwinkel, 
um  den  das  Magnetfeld  dem  Ankerdrehfeld  vorauseilt,  so  ist  die 
ans  Netz  abgegebene  Leistung  der  Maschine*®*) 

(5)  ^^esinv-yä 

und  das  zugehörige  Widerstandsdrehmoment 


(6)  M,  = 


Ees'mipY^ 


Lwlp 

Das  Antriebsmoment  Jf«  setzt  sich  nun  aus  dem  dem  Be- 
harrungszustand entsprechenden  im  veränderten  Teil  Mq  imd  dem 
von  der  Drehung  der  antreibenden  Kolbenmaschine  herrührenden 
periodischen  Teil  Mi  sin  7i  coq  t  zusammen : 

(7)  Ma  =  Mq  +  MiQmnwot, 

wo  die  ganze  Zahl  n  von  der  Bauart  der  Antriebsmaschine  ab- 
hängig ist. 

M^y  muß  gleich  dem  Widerstandsmoment  des  Beharrungs- 
zustandes sein: 


(8)  Jfo 


Liolp 
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Andererseits  gilt: 

(9)  [^  =  <üo  +  ~        und         S  =  —  tp. 

So  entsteht  die  Bewegungsgleichiing  des  Magnetrades: 

(10)  "  e^  ^Ma-Me 

oder 

(11)  0  v"  +  T — \—  (siii  v^  —  sin  e/^o)  =  ^i ^^ ncoot. 

Ersetzt  man  hier  yf  durch  die  beiden  ersten  Glieder  seiner  Potenz- 
reihenentwicklung, so  entsteht  ein  Ansatz  der  Form  (1).  Die 
Untersuchung  des  Ansatzes  (11)  hat  festzustellen,  unter  welchen 
Umständen  ein  durch  Resonanz  bedingtes  Außertrittfallen  des 
Generators  zu  befürchten  steht. 

3.  Im  folgenden  suchen  wir  von  Anfangsbedingungen  freie 
periodische  Annäherungslösungen  der  ungedämpften  pseudo- 
harmonischen symmetrischen  Differentialgleichung: 

(12)  [mx -\- (KZ  +  (xa^x^  =  mP^cüt 

zu  gewinnen. 

Das  einzuschlagende  Näherungsverfahren  nach  G.  Duffing*^') 
geht  bei  Gl.  (12)  aus  von  einem  ersten  Näherungswert  Xq  für  x: 

(13)  Xo  =  ABm(ot. 

Diesen  führt  man  bei  der  Gruppe  a  {x  +  a^  sfi)  in  (12)  ein,  unter 

(X 

Gebrauch   der  Abkürzung  v*  =  — ,  und  erhält  zur  Berechnimg 

m 

eines  zweiten  Näherungswertes: 

Xi  =  P  s:n  0)  t  —  v^  {xo  +  (12  xl) 

< 

=  [P  —  v^A  —  Jr^aa-ä^)  sinrot  +  ^v^ 02 -4^ sin  3oW, 
imd  hieraus  durch  zweimalige  Integration: 


(14) 


(15)  Xl  =  -—(p-  v'A  -  l-v^os^ä) s:n (««--*"*";' sin 3fo*. 

CO"  \  4  /  «50  CO 

In  (13),  (14),  (15)  ist  A  noch  unbekannt;  wir  bestimmen  es  da- 
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durch,  daß  wir  die  Grundschwingung  der  Näherung  (15)  mit  (13) 
in  Übereinstimmung  bringen  durch  die  Gleichsetzung 

(16)  ^^-i^fp-vM-jv^Oa^^j 

oder 

(16a)  (cü«  -v^)Ä  +  P^jv^a^ÄK 

Diese  Gleichung  dritten  Grades  für  A  ergibt  entweder  einen  oder 
drei  reelle  Werte,  deren  jeder  in  (15)  eingeführt  eine  angenäherte 
Lösung 

36a>= 


(17)  X  =  Asmwt ^~~  ^  sin3o>^ 


liefert,  mit  welchem  Ansatz  wir  auf  die  Berechnung  weiterer 
Näherungswerte  durch  Wiederholung  des  Verfahrens  nach  (14) 
und  (15)  verzichten.  Wir  betrachten  also  (17)  als  eine  solche 
Lösung,  die  das  Verhalten  der  durch  (12)  detinieiten  erzwungenen 
Schwingung  im  großen  und  ganzen  richtig  wiedergibt.  Wir  unter- 
suchen dies  Verhalten  an  Hand  der  Gleichung  (16)  für  A, 

Zunächst  liefert  diese  Gleichung  im  Falle  der  Resonanz  v  =  a> 
nur  eine  reelle,  endliche  Lösung  für  A,  nämlich 

die  für  negatives  a^  negativ  wird. 

Damit  hat  aber  die  Besonanzschwingung  stets  endliche  Ampli- 
tuden gemäß 

(19)  a;  =  ^  sin  CO  i  +  -^ —  sin  3  co  i , 

36 

wo  das  + -Zeichen  für  negative  a^  gilt. 

Die  Verhältnisse  außerhalb  der  Resonanz  gestalten  sich  ver- 
schieden, je  nach  dem  Vorzeichen  von  a^.  Wir  schreiben  zunächst 
(16)  in  der  Gestalt: 

(20)  (co^-v^)A  +  P=  ±f  vM«2M^ 
und  betrachten  die  Schnittpunkte  von 

(21)  y^{o)^-v^)A  + P      mit      y  =  +iv^\a^\A^ 
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für  positives  a^y  sowie  von 

(22)         y={oj^  —  v^)A  +  P      mit      y  =  -  2  »'^ 


a^\A^ 


für  negatives  a^. 

Es  handelt  sich  demnach  um  die  Schnitte  einer  Greraden  mit 
einer  Kurve  dritter  Ordnung,  die  in  den  Figuren  417  und  418 
dargestellt  sind. 

Zunächst  ergibt  sich  für  positives  aj  bei  oder  unterhalb  der 
Kesonanz   (co^v)  nur  ein  Schnittpunkt;    es  ist  also  nur  eine 


Fig.  417.  Erzwungene  symmetrische  pseudo- 

harmoniscfae  Schwingungen  mit  verBt&rlcter 

Bichtloraft. 


Fig.  418.  Erzwungene  symmetrische  p3eudo- 
harmonUche   Schwingungen    mit  vermin- 
derter Richtkraft. 


Schwingung  möglich.  Oberhalb  der  Resonanz  ((o  >  v)  ist  die  Zahl 
der  möglichen  Schwingungen  von  der  Größe  der  Erregtmg  P  ab- 
hängig. Bei  hinreichend  kleiner  Erregung  und  einer  bestimmten 
Erregungsfrequenz  co  >  v  (entsprechend  der  schwach  ausgezogenen 
Linie  in  der  Rg.  417)  gibt  es  drei  reelle  Wurzeln,  deren  kleinste  -4, 
für  die  Amplituden  der  erzwungenen  SchAvingung  bestimmend  wird. 
Steigert  man  die  Größe  der  Erregung  bei  festgehaltener  Fre- 
quenz CO,  so  nimmt  auch  die  Amplitude  Ä^^  der  Schwingung  zu, 
bis  ein  bestimmter  Wert  von  P  (strichpunktierte  Linie)  erreicht 
ist,  jenseits  dessen  die  Amplitude  auf  den  Weit  A^  entgegen- 
gesetzten Vorzeichens  umspringt. 

Für  negatives  aj  finden  sich  die  gleichen  Ergebnisse ;  nur  sind 
die  Bereiche  unterhalb  und  oberhalb  der  Resonanz  vertauscht. 
Bei  diesem  Fall  hat  G.  Duffing  Übereinstimmung  der  Rech- 
nung mit  dem  Versuch  gefunden. 
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Der  Fall  aj  >  0  ist  unseres  Wissens  noch  nicht  experimentell 
untersucht. 

Für  ag  =  0  müßte  die  erzwungene  harmonische  Schwingung  er- 
scheinen. Dies  ist  auch  durchaus  im  Einklang  mit  unseren  bis- 
herigen Ergebnissen,  denn  im  Ansatz  (19)  wird  A  =  oo  für  Oj  =  0; 
die  Kurven  dritter  Ordnung  in  (21)  imd  (22)  oben  werden  mit 
[  02  I  =  0  mit  der  -4 -Achse  identisch,  wodurch  sämtliche  Schnitte 
der  Kurven  mit  der  -4 -Parallelen  y  =  P  ins  Unendliche  rücken, 
während  die  Gerade  y  =  (co^  —  v*)  +  P  für  co^v  mit  der  so 
ausgearteten  Kurve  dritter  Ordnung  unter  allen  Umständen  nur 
einen  Schnittpunkt  hat. 

4.  Das  wichtige  Problem  der  Kombinationstöne  in  der 
Akustik  führt  auf  einen  Ansatz  der  Form: 

(23)  mx+  (Kx(l  +  Ol  a;)  =  m{ABm{pt)  +  Bem{qt  +  ß)} , 

der  die  Vorstellung  in  sich  schließt,  daß  zwei  Töne  der  Frequenzen 
- —  und  — —   gleichzeitig   einen   schwingungsfähigen  Körper   der 

unsymmetrischen  elastischen  Richtkraft  a  a;  -f  a  ai  x^  erregen. 

Da  das  Trommelfell  trichterförmig  gebaut  ist,  karm  man  ihm 
derartige  elastische  Eigenschaften  zusprechen.  Der  Ansatz  (23) 
ist  von  Helmholtz284)  zur  Erklärung  der  im  Ohre  hörbaren 
Kombinationstöne  von  p  und  q  untersucht  worden. 

Er  setzt  für  x  die  Reihe  an: 

(24)  a;  =  £  »i  +  €^  a;2  +  c^  a?3  +  •  •  • 
und  für  A  bzw.  B: 

(25)  A^eA^,       B^eßi. 

Durch  Einsetzen  in  (23)  und  Vergleichung  gleichhoher  Potenzen 
von  €  finden  sich  für  die  Xj,  X2,  x^  ...  folgende  Differential- 
gleichungen (mit  —  =  v^j: 


(26) 


Xi  +  v^ x^  =  Ai sinpt  +  Bi sin  {qt  +  ß) , 
X2  +  v^X2  =  —v^a^xl, 
5^3  +  V*  ^3  =  —  2  r*  «1  Xi  x^ , 
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Verzichtet  man  auf  das  Hinschreiben  der  infolge  der  Dämpfung 
verschwindenden  Eigenschwingung,  so  finden  sich  durch  Integra- 
tion der  Differentialgleichimgen  (26)  mit  den  Abkürzungen 

(27)  M  =  -^^S .        N  =  -^ 

die  gewöhnUchen  erzwungenen  harmonischen  Schwingungen: 

(28)  Xi^MBmpt  +  NBin(qt  +  ß), 

sowie  die  Obertöne  2  p  und  2  q,  und  Kombinationstöne  erster 
Ordnung  p  -\-  q  und  p  —  q  in : 


(29) 


M*  MN 

(cos  23 «  +  ß)+  -, r. .co8<(p  -q)i  +  ß} 


Die  Töne  der  Frequenzen  p  +  5  nennt  man  Summationstöne, 
die  der  Frequenzen  p  —  q  heißen  Differenztöne.  Die  höheren 
Glieder  der  Reihe  (24)  x^  ,  ,  ,  enthalten  die  höheren  Kombina- 
tionstöne 2p  +  q,2p  —  q,p-{-2q,p  —  2q,  Auf  die  vielfachen 
Angriffe***),  die  diese  Theorie  erfahren  hat,  gehen  wir  nicht  ein. 
Nach  E.  Waetzmann*««)  trifft  letztere  im  ganzen  das  Wesen 
der  Sache,  insoweit  die  Unsymmetrie  des  schwingenden  Organs 
eine  notwendige  Voraussetzimg  ist.  Dagegen  muß  der  Mechanis- 
mus der  Entstehung  der  Kombinationstöne  aus  den  Primär- 
tönen p  und  q  an  Hand  der  Theorie  der  Stoßtöne  von  R.  König *87) 
erklärt  werden.  Danach  bilden  sich  aus  p  und  q  die  Königschen 
Stöße  (Schwebungen),  die  aber  nun  nicht  (wie  R.  König  wollte) 
unmittelbar  die  Erscheinung  der  Kombinationstöne  ergeben, 
sondern,  wie  ebenfalls  E.  Waetzmann^w)  nachgewiesen  hat, 
erst  infolge  Verzerrung  durch  die  Mitwirkung  eines  unsymmetrisch 
schwingenden  Organes.  Jedenfalls  aber  liegt  im  Ansatz  (29)  die 
in  §  137  bereits  erwähnte  Zerstörung  des  Superpositionsgesetzes 
bei  pseudoharmonischen  Schwingungen  *••). 

Zu  den  Ansätzen  (27)  und  (28)  ist  anzumerken,  daß  in  ihnen 
eine  Anerkennung  des  Resonanzgesetzes  auch  bei  pseudoharmo- 
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nischen  Schwingungen  liegen  würde,  die  nach  Ansatz  (15)  auf- 
gegeben werden  muß.  In  der  Tat  ist  das  Hinschreiben  der  Lö- 
sungen (27)  und  (28)  nach  H.  Helmholtz  im  Falle  ^=  r,  g  =  y 
unzulässig,  weil  ja  dann  Xj^  offenbar  keine  Näherungslösung  ist. 
Hier  schafft  Abhilfe  die  oben  auseinandergesetzte  Methode  von 
G.  Duffing,  deren  Anwendung  ebenfalls  die  Kombinationstöne 

liefert,  aber  für  p  =  v,  g  =  y  die  uneigentlichen  Lösungen  (27), 
vermeidet  290). 


§  140.  Qaasiharmonisehe  Schwingimgen* 

1.  Differentialgleichungen  der  Form  (4)  §  137  haben  in 
mehreren  Fällen  zur  Beschreibung  von  Schwingungsvorgängen 
Verwendung  gefunden. 

Zunächst  läßt  sich  die  Gleichung  des  Pendeins  parallel  geschal- 
teter Wechselstrommaschinen  [Gl.  (14),  §  114],  wenn  man  von 
der  Kopplung  mit  den  Regulatoren  absieht,  in  folgender  Form 
schreiben : 

r{a)t) 


(1)  Giß  +  2b^  +  c 


1- 


COJ 


*  =  0. 


Die  Bedeutung  der  Festwerte  ist  aus  dem  angeführten  Para- 
graph zu  entnehmen.  Von  F (cot),  dem  rein  periodischen  Teil 
des  Tangentialmomentes  der  Antriebsmaschinen,  behalten  wir 
nur  die  Grundschwingung  —  a  sin  co  t  bei  (wo  n  je  nach  der 
Bauart  der  Maschine  eine  ganze  Zahl  n  ^  1  bedeutet)  und  finden 
aus  (1): 

(la)  e4+2b&+  {c  +  nacoscot)'&  =  0. 

Dieser  Ansatz  kann  vermöge  einer,  auch  für  die  homogene  Form 
der  allgemeinen  Gleichung  (4)  §  137  gültigen,  Transformation  ver- 
einfacht werden.    Wir  schreiben  für  die  allgemeine  Form: 

(2)  x  +  2qx  +  rx  =  0, 
wo 

(2a)  fe  b{co2t)^  ^__c_jCJcM 

mh  {(Ol  t)'  mm  (a)i  t) 

zu  setzen  ist.    Die  erwähnte  Substitution  lautet  nun: 

(3)  x^ye   ^ 
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und  liefert  für  (2) 

(4)  y  +  My^O. 
Hier  ist  M  eine  Abkürzung 

(5)  M^r-q-q\ 

kann  also  in  den  Zeitfunktionen  (2  a)  ausgedrückt  werden. 
Wenden  wir  die  Substitution  auf  (la)  folgerichtig  an  mit 

(6)  *==9?€     <^, 

so  ergibt  sich  für  <p  die  Differentialgleichung: 


(7) 


-    ,     c  /,       b*    ,  na 


)9P  =  0 


oder  mit  den  Abkürzungen    1 ZT  ^  *  >         —  ~  ß 

vy  c 


(8) 


^  +  -^(a  +  ßco6a)t)(p  =  0. 


Durch  Einführung  einer  neuen  Zeit  t  vermöge 


(9) 

findet  sich 

(10) 


-'Vi 


dx* 


+  (a  +  /Jcosöiz)  9?  =  0 


2.    Die  Differential- 
gleichung (4) 

(10)  y  +  M{t)y=^0 
beherrscht  auch  in  ge- 
wisser Hinsicht  die  Er- 
scheinung des  Schütteins 
elektrischer  Lokomoti- 
ven      mit      Kurbelan- 

trieb^»^).        Bei       diesen    pig.  419.    Schema  einer  elektrischen  Lokomotive  mit 

Lokomotiven  wird  mit-  Kurbelantrieb, 

tels  zweier  um  90  ®  gegen- 
einander versetzter  Kurbeln  nebst  Treibstangen  von  einer  Motor- 
welle M  aus  eine  Blindwelle  B  angetrieben,  von  der  aus  die  Drehung 
sich  durch  Kuppelstangen  auf  das  Fahrzeug  (Fig.  419)  überträgt.  Die 


i 


768  XIX.  Nichtharmonische  Schwingungen. 

Wellen  und  Treibstangen  weiden  als  elastisch  vorausgesetzt,  so  daß 
wir  für  jede  der  vier  Treibkurbeln  eine  Drehungskoordinate  ((pn, 
<firy  T2ii  9^2 r)  anzunehmen  haben;  dabei  bezieht  sich  der  Index 
1  auf  die  Motorwelle,  2  auf  die  Blind  welle,  l  auf  die  linke,  r  auf 
die  rechte  Maschinenseite.  Daneben  betrachten  wir  noch  die 
Drehungen  (pi  und  q>2  <ier  Mittelquerschnitte  der  beiden  Wellen, 
in  denen  wir  auch  die  Trägheitsmomente  ß^  und  öj  ^^^  bewegten 
Teile  vereinigt  denken.  S^  ist  hier  das  Trägheitsmoment  des 
rotierenden  Teiles  des  Antriebsmotors,  G^  dasjenige  Trägheits- 
moment, welches  der  auf  die  Blindwelle  reduzierten  Massen- 
wirkung der  sich  fortbewegenden  Lokomotive  entspricht.  Alle 
9?- Koordinaten  werden  auf  die  den  beiden  Wellen  gemeinsame 
Ebene  bezogen,  ebenso  wie  eine  mittlere  Drehungskooidinate  qjfn, 
die  mit  der  den  ^^-Koordinaten  gemeinsamen  mittleren  Änderungs- 
geschwindigkeit wächst.  Das  treibende  Moment  an  der  Motor- 
welle sei  2),  das  an  der  Blindwelle  widerstehende  Moment  sei  W. 
Dann  gelten  für  (p^^  und  q>2  die  Differentialgleichungen 

wo  die  T  die  in  den  beiden  Wellen  (links  und  rechts  der  Mittel- 
ebene) wirkenden  elastischen  Torsionsmomente  bedeuten.  Diese 
berechnen  sich  aus  den  Verdrehungen  der  vier  Wellenhälften 
wie  folgt: 

Tu  =-^(9^1  —  Tu)  ^-j^^Tii^'^i^Tiu  ^it^Ti/Jt:-!,, 

T2I  =  -4— (r2i  —  9^2)   =-ir-^T2l=  r2J(f2i;  T^r^r^JcTir' 


(12) 


Hier  bedeuten  die  J  die  Querschnittsträgheitsmomente  der  Welle, 
L  ihre  halben  Längen,  O  den  Gleitmodul  des  Wellenstoffe«. 
Andererseits  aber  verdrehen  sich  die  Unken  und  rechten  Kurbeln 
gegeneinander  vermöge  der  elastischen  Längenänderungen  ki 
bzw.  ^r  der  Treibstangen.  Bezeichnen  wir  die  Stangenkräfte 
mit  Pi  bzw.  Pfy  mit  8  die  Stangenlänge,  mit  F  den  Stangen- 
querschnitt, mit  E  den  Zugmodul  des  Stangenstoffes,  so  gilt: 

(13)  A,-i^  =  eP,;  ^,  =  g  =  ePr. 
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Diese  Verlängerungen  hängen  aber  mit  den  Verdrelmngen 
A(pi^  A<pii — ^49^2/  und  A(pf  =  J(pif.  —  Aq>2r  zusammen,  wie 
folgt: 

(14)  rQin(pffiAq)i  —  Xi;      rcoa(pfnA(pr  =  Xr. 

Weiter  gilt  für  den  Zusammenhang  der  Drehmomente  T  mit 
den  Stangenkräften  P: 


(15) 


'm  } 


m 


(16) 


T„  =  Pirein(p„  ;      Tj,  =  P,r CO893, 
^2/  =  Pir  sin 99^  ;       T^r  ^  Pff  cosg?, 
Aus  der  Kombination  von  (12),  (13),  (14),  (16)  findet  sich: 

< 
e-t^A  (pii  =  r*  sin^  q?^A(pi\      ei^^  ^ir  =  ^  cos^  9?^  zJ^?^ . 

Betrachten  wir  nun  die  gegenseitige  Verdrehung  A(p  =  q?i  —  q)2 
der  beiden  mittleren  Wellenquerschnitte,  so  muß  diese  mit  der 
Summe  der  einzelnen  Verdrehungen  sowohl  auf  der  linken  wie 
auf  der  rechten  Maschinenseite  gleich  sein: 

(17)    A(p  =  <pi  —  (p2-^A(pu  +  A(p2i  +  A(pi  =  A(pir  +  Aq)2r  +  ^<Pr' 

Die  Differenz  der  Gleichungen  (11)  ist  nun  geeignet,  im  Verein 
mit  (16)  und  (17)  eine  Differentialgleichung  für  A(p  aufzustellen, 
die  sich  nach  einigen  Zwischenrechnungen  wie  folgt  findet: 


(18) 


^■^  e\sinVm+>«:r«)  "^  co8Vm  +  (":r*)l     '^ 
1         =  01        02 ' 


mit  den  Abkürzungen: 

—  =  ;^+—       und       —  = 1 . 

Der  Inhalt  der  geschweiften  Klammer  ist  mit  (pm  =  <ot  eine 
periodische  Funktion  der  Zeit;  ebenso  kann  auf  der  rechten  Seite 
von  (18)  D  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  sein,  sofern  das 
Motordrehmoment  aus  einem  konstanten  und  einem  pulsierenden 
Anteil  (bei  Wechselstrommaschinen)  besteht*^*).  Somit  behandelt 
sich  die  Bewegung  der  elektrischen  Lokomotiven  mit  Kurbel- 
antrieb, wenn  man  vom  Einfluß  des  Lagerspieles  und  der  Stich- 
Hort ,  Schwingungslehre.    2.  Aufl.  49 
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maßfehler^^')    absiebt,     durcb    eine    Differentialgleichung    der 
Gestalt: 

(19)  A^  +  M(t)A(p  =  N(t). 

3.  Gleichfalls  ins  Gebiet  der  quasiharmonischen  Schwingungen 
gehört  ein  Ansatz,  den  0.  Emersleben^^*)  zur  Grundlegung 
einer  Theorie  des  Femsprechens  ohne  Draht  benutzt  hat.  Er 
untersucht  hierzu  diejenigen  Veränderungen  der  Schwingungs- 
eigenschaften eines  Thomsonkreises,  die  eintreten,  wenn  dessen 
Widerstand  und  Kapazität  periodisch  geändert  werden;  diese 
periodischen  Änderungen  sollen  von  den  Sprachlauten  herrühren, 
die  vermöge  der  Schwingungen  des  Thomsonkreises  auf  bekannte 
Art  in  Amplitudenvariationen  elektromagnetischer  Schwingungen 
im  Räume  zu  verwandeln  sind.  Bezeichnen  wie  üblich  L,  R,  C 
Selbstinduktion,  Widerstand,  Blapazität  des  Thomsonkreises,  von 
denen  R  und  C  als  Zeitfunktionen  vorauszusetzen  sind,  «/,  F,  Q 
dagegen  die  Stromstärke,  das  Kondensatorpotential  und  die 
Kondensatorladung  des  Itreises,  so  gelten  die  Beziehungen: 

(19)  Lj--\-RJ^V;     Q^CV;    J--^. 

aus  denen  sich  die  Differentialgleichung  der  Ladung  findet: 

Emersleben  nimmt  die  Zeitfunktionen  jB  und  C  in  den  ein- 
fachen Formen  an: 

(21)  R  =  Ro{l  +  Xsmoct);       C  =  Cq  (l  +  x  zia  (xt) , 
und  fühlt  vermöge  der  Einsetzungen: 

(22)  (2  =  y;      at  =  x;     ^  =  2d;      -^  =  A 

den  Ansatz  (21)  zurück  auf  (22): 

(23)  t/'  +  2(5(l  +  ABinx)/  +  -— ^-  =  0. 

1  +  X  sm  a; 

Dieser  letztere  verwandelt  sich  aber  vermöge  der  Umformung  (3) 
in: 

(24)  tj''  +  M{x)r]  =  0, 
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wo 

(24a)      M(x)  =  ,    .  ^\ a Acoso;  -  d^{l  +  Asina;)« 

1  +  xBmx 

zu  setzen  ist. 

4.  Wir  beschäftigen  uns  nunmehr  mit  der  Untersuchung  der 
erzwungenen  quasiharmonischen  Schwingung: 

(25)  X  +  M(t)  X  -  N(t) , 

und  bei  dieser  zunächst  mit  der  zugehörigen  quasiharmonischen 
Eigenschwingung^®^) : 

(26)  x  +  M{t)x=^0. 

Wir  setzen  voraus,  daß  M(t)  periodisch  M  {t  +  T)  =  M(t)  sei 
und  im  übrigen  nirgends  unendlich  werde;  diese  letztere  Voraus- 
setzung würde  bei  den  Ansätzen  (24)  und  (24  a)  bedingen,  daß 
I X  I  ^  1  sei. 

Wie  jede  linear^  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat 
auch  (26)  ein  allgemeines  Integral  x,  das  sich  aus  zwei  partiku- 
lären Integralen  ?;i  und  rj^  mittels  zweier  willkürlicher  Integra- 
tionskonstanten C/j  und  Cg  zusammensetzt: 

(27)  x  =  C^rji  +C2V2' 

Die  beiden  paitikulären  Integrale  sind  im  Falle  (26)  perio- 
dische Funktionen  zweiter  Ait,  d.  h.  Funktionen  der  Eigenschaft 

(28a)  i?i(<+T)  =  aii7i(0, 

(28  b)  ^2(«+^)==^2^2W, 

wo  die  Konstanten  a^  und  o^  Lösungen  einer  noch  aufzustellenden 
quadratischen  Gleichung  sind.  Sind  die  beiden  Lösungen  gleich 
Oj  =  aj  =  ÖQ,  so  hat  das  zweite  der  partikulären  Integrale  die  Form 

(29)  i72  =  %Ä(0  +  «<^i(0, 

wo  h{t  +  T)  =  ah  (t)  gilt  und  a  durch  a^  bestimmt  ist. 
Wir  setzen  nun  voraus,  rj^  und  rj^  seien  so  bestimmt,  daß 

(29a)      fj,  (0)  =  1;       tj,  (0)  =  0;       Vt  (0)  =  0;       i;^  (0)  =  1 
gelte,  so  hat  man: 

49* 
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woraus  sich  die  Determinante  findet: 

a  —  o       h 


(31) 


c       d  —  o  \ 


Dies  ist  die  erwähnte  quadratische  Gleichung  für  o^  und  o^\ 
(32)  o^  —  {a  +  d)o  +  (ad  —  bc)  =  0 . 

Da  nun  rj^^  und  r]2  dem  Ansatz  (26)  genügen,  so  hat  man: 


l  Vi 


oder 

^1  ^2  -  ^2  ^1  =  0  , 

oder  nach  partieUer  Integration: 

(34)  Vi  V2  —  V2  Vi  =  Const. 

In  (34)  multipliziert  sich  aber  die  linke  Seite  unter  Anwendung 
der  Periodizitätseigenschaft  von  i/j  und  V2  öiit  a^  a,,  während  die 
rechte  ungeändert  bleibt.  Also  muß  a^  aj  =  I  sein,  weshalb  auch 
ad  —  b c  in  (32)  gleich  1  anzunehmen  ist.    DemncLch  wird 

(35)  o^-{a  +  d)o+l 

die  gesuchte  quadratische  Gleichung.] 

Nunmehr  benutzen  wir  (34),  um  einen  Überblick  über  die 
Eigenschaften  von  7]^  und  ^2  ^^  gewinnen. 

Es  sei 

a  -\-  d 


(36) 


>1. 


2 

Dann  werden  a^ ,  o^  reell  und  a^  ist  absolut  größer  als  1 ,  wenn  aj 
absolut  kleiner  als  1  ist.  nfache  Anwendung  der  Periodizitäts- 
eigenschaft gibt: 

(37)         ri,{t  +  nT)  =  olrj,  (t);       rj,(t  +  nT)^  o^.t},  (t), 

d.  h.  Vi  wächst  unbegrenzt,  während  rj2  unbegrenzt  abnimmt. 

a  -{-  d 


Wir  nennen  daher  im  Falle 


2 

die  Eigenschwingung  von  (26)  instabil. 
Ist  dagegen 

(38)  '  --^    <  1 , 


>  1 ,   1 ,  d.  h.  reellera , 
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so  werden  o^  und  o^  komplex.    Man  kann  setzen: 

wo  ßi  reell  ist  und  0  <  /i  <  |  gilt.  In  diesem  Falle  sind  aber  schon 

(39)  ^j  =  e  ~^">i  (0      und      tj^  =  e~^~P2  {t) 

mit  rein  periodischen  P^  und  P,  [P^C^  +  ^)  =  Pi(t))  P%{t  +  T) 
=  P^it)]  Integrale,  die  dem  Ansatz  (26)  genügen,  weil  sie  periodisch 


zweiter  Ait  sind.    Denn  e 
gemäß 


±2ni 


:/*< 


^  reproduziert  sich  mit  t=  i-^-nT 


(40) 


Statt  der  Integrale  (39)  kann  man  aber  auch  die  rellen  Formen 
schreiben : 


(41) 


271  ut  .    27t  ui 

Vi  =  Pi  cos  —^ p2  sin  — ^  -' 

.    27tut   .  27iut 

rj2  =  pi  sm  — --  +  2?2  CCS  —^ 


wo  Pi  und  P2  gewöhnüche  periodische  Funktionen  sind.  Diese 
Integrale  sind  also  überhaupt  periodisch  erster  Ait  und  bleiben 
stets  zwischen  festen  endlichen  Grenzen. 

a  +  d 


Daher  nennen  wir   die  zu  komplexen  o  f 
hörende  Eigenschwingung  von  (26)  stabil. 


<1     ge- 


Im  Grenzfalle 


a  +  d 
~2~~ 


=  1  sind  die  beiden  Wurzeln  a  gleich 


und  es  tritt  die  Lösungsform  (28  a)  mit  (29)  ein,  von  der  man 
beweisen  kann,  daß  tj^^  und  h  periodisch  sein  müssen.  Dann 
kommt  es  auf  den  Weit  der  Konstanten  a  an,  die  Null  sein  kann 
und  damit  eine  stabile  Lösung  liefert.  Ist  aber  a  von  Null  ver- 
schieden, dann  bedingt  auch  der  Grenzfall  eine  instabile  Lösung. 
5.  Um  n\m  die  erzwungene  Schwingung  (25)  wenigstens  im 
Falle  gleicher  Perioden  von  M  und  N  zu  untersuchen,  schreiben 
wir  deren  allgemeines  Integral  in  der  Form: 


(42) 


x  =  e{i)  +  Ciiji  +  Cii^i, 
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wo  e  (t)  irgendeine  Lösung  von  (26)  sei.    Wir  fragen,  ob  x  rein 
periodisch  sein  könne,  d.  h.  ob  gelten  kann : 

(43)  x(t  +T)^e{t+T)+C^ri,(i-^T)  +  C,i;,(«  +  T) . 
Hieraus  folgt: 

(44)  [='(T)  =  e(T)  +  Cirii{T)+C^r,^{T), 
W (T)  =  e' {T)  +  CriaT)  +  C^nt  {T) . 

Aus  (29a)  und  (30)  aber  findet  sich: 

(45)  i?,(2')  =  a;      f)^'(T)^h;     v»(T)~c;     v*(T)=^d, 
und  demnach  mit  (44): 

Damit  nun  x  (<)  periodisch  wird,  genügt  es 

(47)  a;(T)  =  a;(0),       x'(!7')  =  x'(0) 

zu  machen,  denn  dann  stimmen  nach  (25)  auch  alle  höheren 
Ableitungen  von  a;  in  <  =  0  und  t  =  T  überein,  sofern  nur  3t{t) 
und  N(t)  die  gleiche  Periode  T  haben.    Die  Forderung  (47)  wird 
aber  nach  (29a)  (43)  und  (45)  erfüllt  durch: 

•  -  e  ( T)  +  c  (0)  -  Ci  (a  -  1)  +  0,  6 , 

',  -  c'(T)  +  e'(0)  =  Ol  c  +  Cj  (d  -  1). 

Hieraus  finden  sich  die   beiden  willkürlichen  Integrationskon- 
stanten : 


(48) 


(49) 


C8  =  i{-cJc  +  (^-l)J'e}, 


J  =  (a  -  1)  ((i  -  1)  -  6  c  ;     Je  =  e  (0)  -  e  (T) , 
(zl'e=e'(0)-e'(T), 

wenn  J  ^  0  wird.  Wegen  ad  —  b  c  =  l  wird  aber  A  =  2— (a  +  d). 

Demnach  sind  die  Konstanten  C^  und  Cg  nach  (49)  berechenbar, 

a  +  d  ^  ,   . 
wenn  — ■ —  =^  1  ist. 
2      -^ 

Wir  haben  also  den  Satz,  daß  sich  im  Falle  gleichperiodischen 
M{t)  und  N{t)  die  Konstanten  des  allgemeinen  Integrals  (42)  von 
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(25)  so  bestimmen  lassen,  daß  als  partikuläres  Integral  eine  rein 

periodische   Lösung  erscheint,   sofern  — - —  ^  1   ist.    Ist  aber 

a  +  d  ^ 

— - —  =  1 ,  so  wird  in  (49)  zi  =  0  und  es  entsteht  ein  uneigent- 

liches  Integral  mit  unendlich  großen  C^  und  C^.  IXeser  Fall  würde 
einer  Besonanzlösung  der  quasiharmonischen  Differentialgleichung 
entsprechen. 

6.    Wir  kehren  nun  zur  quasiharmonischen  Eigenschwingung 

(26)  zurück  und  untersuchen  deren  Stabilität. 

Durch  die  Substitutionen  t  =  t-^ ,  M{t)  =  4  ;r*  m  (x),  T*  =  -1 

geht  (26)  über  in: 
d^x 


(50) 


dx^ 


+  Xm(x)  ^0. 


Durch  Einführung  des  posi- 
tiven  Parameters  X  werden 
nim  die  Größen  a,  b,  c,  d 
von  X  abhängig;  demnach 

wird  auch  die  für  die  Stabili-    Fig.  420.    Zur   SUbUiUlt  der  qnosUiannonischen 

tat    entscheidende    Grenz-  Schwingung. 

große    — - —     eine    Funktion    /  {X)    von    X,     Das    Stabilitäts- 

kriterium  lautet  jetzt: 

l/wi>i. 

und  kann  graphisch  durch  die  Fig.  420  dargestellt  werden.  Überall, 
wo  die  Kurve  y  =  f(X)  die  beiden  A-Parallelen  y  =  +  1  schneidet, 
entstehen  Instabilitätsbereiche,  die  durch  stärkeres  Ausziehen 
der  A- Achse  hervorgehoben  sind. 

An  den  Grenzen  X  =  Xi  dieser  Intervalle  und  in  den  Stabili- 
tätsbereichen existieren  rein  periodische  Integrale  mit  der  Periode 
2  71.  Im  allgemeinen  existiert  eine  unendliche  Reihe  von  Werten  X , 
für  die  die  periodischen  Integrale  auftreten.  Wegen  der  Berech- 
nung der  Grenzen,  zu  der  im  allgemeinen  die  Theorie  der  Integral- 
gleichungen heranzuziehen  ist,  verweisen  wir  auf  die  Literatur; 
in  einem  einfachen  Falle  werden  die  Instabilitätsbereiche  er- 
mittelt bei  E.  Meissner"«.) 
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Einheiten  nnd  Dimensionen  der  technisch-physikalischen  Gröfien. 


1 

TpAhniachA 

VerhAltnis 

viir 

Dimension 
der  absoluten  Einheit 

VerhUtnis 
der  elektro- 

GröBe 

Einheit 

Zeichen 

ab8olut«n 

maffnet.  xur 

Elektro- 

Elektro- 

mMM^f^Wm  K'  ^r  VV        Mi "™  B 

elektroBtat- 

i 

Kinneit 

ma^rnetisch 

statisch 

Einheit 

1. 

Elektrische    Feld- 

1 

Jg^8-^ 

c'^gh-^ 

F=3.10*<» 

stärke 

1        1 

^    f 

c*«-* 

2. 

Magnet.  Feldstärke 
(Induktion) 

Gauß 

1 

c-^g'8-^ 
1    1 

3      1 

1 

3.'  Elektrizitätsmenge 

Coulomb 

Cb 

10-* 

cU^ 

c*g^«-* 

1:7 

4.,  Itlagnetische  Menge 

1 

c^j»«-' 

»    1 

1 

.  (Polslärke,  Kraft- 

!         linienzahl) 

9      1 

]       \ 

5.    Elektr.  Spannung 

1 

Volt 

V 

10« 

c^g^s-* 

c^gU-^ 

V 

6. 

Stromstärke 

Ampere 

A 

10-* 

c^g^8-' 

c^g^s'^ 

l:V 

7. 

,  Elektr.  T^eistung 

Watt 

VA 

10' 

c^g^e-^ 

c*^*«"' 

1 

8. 

Widerstand 

Ohm 

Q 

10» 

cU-^ 

c-»«* 

7« 

9. 

1 

Ableitung 

Siemens 

10-* 

c-*Ä» 

C*  8-  * 

1:F* 

1, 
10. 1  Elektrisches  Leit- 

1 

c-»«* 

c-U-^ 

1:F* 

t 

vermögen 

ll.|  Selbstinduktion 

Henry 

H 

10» 

c 

C-^8^ 

F« 

12. 

Kapazität 

Farad 

* 

10-» 

c-*«« 

c 

i:r* 

13. 

Elektrische  Arbeit 

Joule 

j 

10^ 

c«flr*«-« 

c^gU-^ 

1 

1 

1 

=  lErg 

14. 

Kraft 

Kilo- 

kg 

980665 

c*g»«-« 

c^g^8-^ 

1 

1 

gramm 

=  IDyn 

15.'  Masse 

Masse  von 

^    8k« 
^  m 

9807 

g        !        9 

1 

1 

9,807  kg 

1 
1 

1 

Gewicht 

• 

16.1 

Mechanische  Arbeit 

Meter- 

klo- 

gramm 

mkg 

98066500 
=  9,807  Joule 
=  V4,7kgCal. 

c^g'8-^ 

c^g^8-* 

1 

17. 

Mechan.  Leistung 

Pfewle- 
kraft 

PS 

=  75  mkg 

736 .  10' 

=  '*8ß  Watt 

c^g^ß'* 

c«^»«-'» 

1 
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Hauptfonneln  der  Yektoranalysis^^^). 

I.  Ein  skalares  Feld  wird  definieit  durch  eine  Ortsfunktion 

8  ^(p{x,  y,  z) . 

dS 
Den  Differentialquotienten  -y-  nennt  man  das  Gefälle  von  8 

in  der  Richtung  8.  Das  größte  an  einem  bestimmten  Ort  herr- 
schende Gefälle  nennt  man  den  Gradienten  von  8,  Der  Gradient 
hat  eine  bestimmte  Sichtung  und  ist  daher  ein  Vektor 

@  =  grad  9? , 

mit  den  Komponenten  4^.      ^.     ^. 

ox         oy         oz 

Der  Absolutwert  0  von  (S: 


«-y(*M4^)'+(4 


dq) 


2 


cz 
heißt  der  erste  Differentialparameter  von  (p.  Die  Divergenz  von  ® : 

civ  ®  ==  divgrad  9?  =  -^  +  -5-7  +  ^Hr  =  äq> 

öx^        oy^         oz^ 

heißt  der  zweite  Differentialparameter  von  tp,  A<p  heißt  auch  der 
Laplacesche  Operator. 

II.  Ein  Vektorfeld  wird  definieit  durch  Angabe  eines  Vek- 
tors 9t  mit  den  Komponenten  A^y  Ay,  Ag.  Zu  dem  Vektor  defi- 
niert man  die  Divergenz: 

dAg    .    dA„    .     dA, 


OX  vy 


und  den  Curl  oder  die  Rotation: 
curl  91  =  rot  a  = 


dAg        dAy       dA^        d  Ag       d  Ay        dA^^ 


dy  cz    '      cz  dx  *      dx   '       cy 

Es  gilt: 

div  rot  91  =  0  . 
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Als  zweiten  Differentialparameter  von  $[  definiert  man  den 
Vektor 

6*81        6«2l        6*21 

mit  den  Komponenten  J^^,  zlu4y,  zi^ils.    Es  gilt: 

rot  rot  81  =  —  J2l  +  graddiv8l. 

in.  Von  zwei  Vektoren  8(  und  39  bildet  man  das  skalare  oder 
innere  Produkt: 

81 93  =  1831  =  ^,B,  +  ^y By  +  A,B,  -  |8r  1 1 33  |co8  (81,«) 
sowie  das  vektorielle  oder  äußere  Produkt 

g  =  [3l85]  =  -[S32f| 
mit  den  Komponenten 

AyB^  —  A^By,     A^B^  —  A^B^,    A^By-- A^B^ 
und  dem  absoluten  Betrag: 

|S|  =  |9t||a3|8in(9r,a3). 

Es  ist  8181  =  |ap  und  [8l8t]  =  0. 
Für  drei  Vektoren  gilt: 

8i[95e]  =  S3[e3i]  =  6:[8ra3] 


und 


[8t[a3e]]  =  a3-e:2r-G:-8ig3. 


Anhang  3. 
I.  Haupteigenschaften  der  Hyperbelfunktionen*^^). 

©ina: ^ ;  Eofx  =  - ; 

e*  =Kofx  +  ©ina;;       e"^  =  Kofx  —  Sinx, 

airSina;  =  In(ar  +  jx^  ^TT)  ;       8tr6'oi'a:  =  In (a;  +  y»;«  —  1 ), 
®of  X  =  cos  i  X  ;       ©in  x  —  — i  sin  f  a; , 

ma:  =  x  +  2^  +  —  H ;      Kof  a;  ==  ^  +  2?  +  4T  "^ ' 
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©inO  =0  ,      gofO  =1  ,    £00  =0, 

6inc»=rc»,      gofoo  =  oo,    Jgcx)=l, 

— ©inx ,      6of  (—  x)  =  Kof  a: ,     SgC—  x) 

<Binx 


6in(—  x)  = 

Kopx  =  1  +  (Sxti^x,       .  Zqx  = 


Sota; 


S\n{x  +  y)  =  ©htxKofy  +  Eofic  ©iny, 
^o\(x±y)  =  Eofxgofy  +  Sin^Stny, 


—2:8  a?, 
1  :Zqx. 


V 

1^ 

5/j 

^5 

.. .  _  tf 

1 

\ 

/ 

< 

^ 

■  T 

.  9 

/ 

\ 

• 
V 

// 

\ 

^ 
^^•' 

Wo: 

J 

c 

.- 

5^" 

«*  - 

3    - 

7 

K 

••"7 

~V 

^ 

¥ 

' 

/ 

Pl 

*T1 

Fig.  421.    Die  drei  Hyperbelfunktionen. 

(Bmx  ©iny  =  J^  Gof  (a:  +  y)  -  i  6:of  (a;  —  y) , 

Eof  a?  Sof  y  =  i  (Jof  (x  +  2/)  +  ^2  Gof  (a:  -  t/) ; 

©tn^a;  —  (Bin^y  =  Eopa:  —  go\^y  =  Sin  (a;  +  y)  Sin  (a;  —  y) , 

Sin^a;  +  60p  y  =  Eof^x  +  Sin^y  =  Gof  (a;  +  y)  gof  (a:  —  y) , 

((lfofx4:Sina:)"  «  Eofna:±Sinwa:, 

ff  aj 

d 3lt  Sin  X  -  - '^ i^^-. ,      d%Gota:  =  — ^  =  . 
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II.  Hanpteigenschalten  der  Besselschen  FunkUonen.  (B.  F.)^^^) 
Die  definierende  Differentialgleichung 


d7?         dx 


(1)  a:2-4  +  a;-^+(a;»-y«)2/-0 


hat,  wenn  der  Parameter  v  nicht  ganz  ist,  als  paitikuläre  un- 
abhängige Lösungen  die  B.  F.  erster  Ait  Jv{x)  und  J  .y(z)\  der 
Parameter  v  bestimmt  die  Ordnung  der  B.  F.  Für  a:  =  0  ist  Jy{x) 
•  stets  endlich,  wenn  v  gebrochen  und  positiv  ist ;  ist  v  ganz,  dann 
ist  J±y(x)  für  x  =  0  stets  endlich.  Alle  J-y(x)  sind  bei  gebroche- 
nem V  für  a;  =  0  unendlich. 

Für  die  B.  F.  erster  Ordnung  gilt  die  Eeihenentwicklung : 

(2)  J.ix)  =  —  —  h 1 > 

\^J  ^r\  )       2^ //vi         2(2v  +  2)^2-4.(2r  +  2)(2v  +  4)  / 

wenn  v  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeutet.  Ist  v  ganz  =  n,  so 
gilt:  J -n(^)  =  (—1)"  /n  (^)-  In  diesem  Falle  ist  J-n{x)  kein  von 
Jn(x)  unabhängiges  paitikuläres  Integral  von  (1).  Daher  sind  die 
B.  F.  zweiter  Ait  Yn(x)  einzuführen  durch  die  Definition: 


(3) 


Fn  (a!)  =  /n  (x)  [in  a:  -  (l  +  -|  +  j  +  . . .  +  ^) 


n  =  1 


n[  y-T     1     (2V-^Ji{x) 
2  j^  n  —  i\x)         i\ 

1  =  0 


oo 


i  =  1 

Die  B.  F.  zweiter  Ait  werden  für  a;  =  0  unendlich. 

Für  die  B.  F.  erster  Art  J^  (x)  gelten  folgende  Sätze:  Jq  (0)  =  1  , 
Jy(0)  =  0,  wenn  v  >  0  ist;  ist  v  nicht  ganz  und  negativ,  so  gilt 
Jy(0)  =  oo;  im  Unendlichen  gilt  lim  Jy  (x)  =  c»;   sonst  werden 

diese  Funktionen  nirgends  unendlich. 


IL  Haupteigenschoften  der  BeBssIschen  Funktionen  (B.  F.)         7gi 

Tue  transzendente  Gleichung  J,  (qi)  =  0  hat  lauter  reelle 
Wurzeln.  Für  die  Funktionen  niedrigster  ganzer  Ordnung  haben 
die  kleinsten  Wurzeln  Qt  folgende  Werte: 


2,41 
5,52 


*<=! 

►  =  2 

r  =  3 

..4 

y  =  6 

3.83 

5,14 

6,40 

,,». 

8,78 

7.02 

8,42 

9,76 

11.06 

12.64 

10,17 

1162 

13,02 

14,37 

15,70 

13.32 

14,80 

16,22 

17,62 

18,98 

Die  Gestalt  dieser  B.  F.  hat  etwa  den  allgemeinen  Charakter 
einer  bis  ins  Unendliche  verlaufenden  gedämpften  Schvdngung 
(Fig.  422).    IXe  Funktionen  höherer   Ordnung  nehmen  erst  in 
größerer     Entfernung 
vom    Nullpunkt    von  •' 
Null    wesentUch    ver- 
schiedene Beträge  an. 

Zwischen  den  B.  F. 
verschiedener  Ordnung 
bestehen  folgende  Be- 
ziehungen : 

{4)'   2J;  =  Jr.,-J,^,, 
{4a)    Ji'--Ji. 


(')-. 


=  J,^i-\-Jr^,, 


\\^l\\r/WA\A 


Fll.  4S2.    B::b! 


«  TS  2U-X 

FunkUODen  nii>ilrlgitfr  Ort) nur 


(7)  j„,-—j,-j;, 

(8)  fiJ.WJ.tM-''J.iß)J„,{'') 

(8a)  <Kj,i«)  =  a^(xJo{xx)dx=JxJe{x)dr. 
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HL  Haupteigenschaften  der  elliptischen  Integrale 

und  Fnnküonen^^^}, 

Jedes  Integral  von  der  allgemeinen  Form 

( 1 )  /[/ (^)  •  Vaa;*  +  b x^  +  cz^  +  dx  +  e] d x 

heißt  ein  elliptisches,  wenn  f  in  x  rational  ist.    Das  einfachste 
allgemeine  elliptische  Integral  dieser  Form  ist: 

(2)  $  = 


]fa  x^  +  h  x^  +  c  x^  +  d  X  +  e 

und  wird  nach  Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades 

ax^  +  -  '  •  -  +  e  =  a{x  —  (x){x  —  ß)(x  —  y)  (x  —  d)  =  0, 

a>ß>y>d 

durch  eine  lineare  Substitution  ^oo) 

^'  2      ^      2      l  +  j-l 

V  ist  definiert  durch     — _.  =  1/--  ~  ''  ' — ^^--|   übergeführt 

1  +  "       f'  {ß-7){ß-i>)} 
in  das  spezielle  elliptische  Integral: 

2ix  f  dS 

5)  0  =  "7=: =       r -  — -==r= , 

wo  der  Modul  x  definiert  ist  durch 

l-xV      a  —  yß-d 


(6) 


1  +  x/      ß  —  y   (X  —  d' 


Es  handelt  sich  hinfoit  unter  Foitlassung  der  multiplikativen 
Konstanten  um  das  Integral 

(7)  J-  =  ■ 


y(i-i*)a-Va* 

0 
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Von  diesem  speziellen  Integral  abgesehen,  führt  die  Unter- 
suchung verwickelterer  Formen  des  Integrals  (1)  noch  auf  die 
beiden  anderen  speziellen  elliptischen  Integrale: 


(8)  '  E 


und 


(9) 


(l+Af2)]'(l-f2)(i_^2^2) 
0 


Unternimmt  man  jetzt  in  (7),  (8),  (9)  die  Einsetzung  f  =  sin  9?, 
so  entstehen  die  drei  Legendreschen  elliptischen  Integrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung: 

tp  fp 

F (90,  x)  ^  /-^=-L_-  E{cp,x)  =  l ]i-^x^sm^~^dfp 

0  Ö 

d(p 


IIo  {(p,  X,  X)  = 


(1  +  A  ein*  99)  yi -— x^  sin^  99 


0 

Hier  heißt  q?  die  Amplitude,  x  der  Modul,  X  der  Parameter  des 
betreffenden  elliptischen  Integrals.  Statt  ^l  —  x^  sin^  tp  schreibt 
man  oft  A(p. 

Durch  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 


u  = 

=  F  ((p,  x) 

findet  sich  die 

Amplitude 

<P- 

=  amti 

und 

f  —  sin  9?  — 

sin  am  11 

femer 

yi  —  f  *  =  cos  (p  =  cos  am  u  =  cn  u 
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und 


yi  —  x^  1^  =  y^i  —  X*  sin^  (p  ==  delta  am  u  ^  A  am  tt  =  dn  w  . 

sni*,  cnu,  dn  w  sind  die  elliptischen  Funktionen  nach  C.  G. 
Jakobi.    Es  gelten  folgende  Sätze: 

sn  (— tt)  -=  —  snw;    cn  (— -w)  =  cnt*;      dn(— t4)  =  dnM; 
sr?u  +  cn*t4  =»  1 ;  dn^w  +  x^m)?u  =  1 ;  dn^M  —  x^qtl^u  —\  —  x^\ 

dBnu 


,  SM  am(u,k) 


du 

c2cnt^ 
du 


=  cnudnu; 


=  — fnwdnw ; 


— - —  =s  —  >/*  enn  cnt* . 

Alle  drei  Jakobi- 
schen elliptischen 
Funktionen  (Fig.  423) 
haben  die  Periode  4  K , 
wo 


X  = 


d(p 


Fig.  423.  Die  drei  Jakobischen  elliptiflchen  Funktionen. 


yi  —  y}  %\V?  (p. 


das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  ist,  mit  der 
Reihenentwicklung 


1 


1-3 


2 


^^  =  l  +  y''^  +  V2.4, 


yj 


+t:^)'«*-(l^:f'" 


+ 
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G.  Jäger,  Theoretische  Physik,  IIL    Leipzig,  Göschen,  1899. 
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§  5.  SehwinguDgen  unter  dem  Einfluß  einer  konstanten  Reibung. 

^®)  Ein  ähnliches  Beispiel  ist  behandelt  bei  H.  Lorenz,  Technische 
Mechanik.    München,  Oldenbourg,  1902. 

§  6.  Freie  Schwingungen  eines  Galyanometers  mit  linearer  D&mptung. 
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Galyanometer. 

Berichtigung:    In  Formel  (1)  S.  30  muß  es  statt  B,  heißen  B'. 

§  9.  Entladung  eines  Kondensators. 

^2)  Dies  Phänomen  wurde  1858  von  B.  W.  F edders en  beobachtet, 
der  auch  bereits  die  Oscillationsdauer  der  Entladung  bestimmte. 

I  11.  Schwingungen  mit  quadratischer  D&mpfung. 

^^)  Nähere  Ausführungen  und  Literaturangaben  zu  §  11  siehe  bei 
Ph.  Forchheimer,  Hydraulik.    Leipzig  1914,  S.  348f. 

§  15.  Die  aUgemeine  Weehelstromgleichung. 

Berichtigungen:  In  Fig.  37  muß  es  statt  ^/trft  heißen: -p/»^^. 
Auf  S.  64.  Z.  4  Y.  u.  muß  es  statt  §8  heißen:  §3. 

§  17.  Verhalten  eines  Schwingungsltreises  bei  gedämpfter  Erregung. 

")  W.  Bjerknes,  Ann.  Phys.  u.  Chem.  55  (1895),  137.  Atich  sei 
erwähnt  F.  Breissig,  Theoretische  Telegraphie.  Braunschweig  •  1910, 
S.  210ff. 

§  18.  Der  Indikator. 

^^)  EugenMeyer,  Untersuchungen  am  Gasmotor.  Forschungsarbeiten 
des  Ver.  deutsch.  Ing.,  Heft  3.  Ausführliches  über  die  Anwendung  des 
Indikators  (nebst  dynamischer  Untersuchung)  bietet  aubh:  A.  Gramberg, 
Technische  Messungen.  3  A.  (1914),  296. 

^")  A.  Böttcher,  Leistungszähler  für  Kolbenmaschinen  mit  beliebig 
veränderlicher  Belastung.    Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1910,  S.  1236. 

§  19.  Die  Seismographen. 

*•*)  Die  physikalischen  Institute  der  Universität  Göttingen.  Fest- 
schrift.   Teubner,  1906. 

^^^)  Eine  ausführliche  Behandlung  der  Seismographen  enthält  B.  Ga- 
litzin,  Vorlesungen  über  Seismometrie.    Leipzig  u.  Berlin  1914. 
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§  20.  Der  Pallograph. 

^^)  Eine  Beschreibung  des  Fallographen  und  seiner  Anwendung  findet 
sich  in:  O.  Schlick,  On  apparatus  for  measuring  and  registering  the 
vibrations  o£  Steamers,  Trans.  Inst.  Nov.  Arch.  84  (1893),  167  und  Ders., 
Die  Vibrationserscheinungen  der  Dampfer.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1905,  1561. 

^'*)  Der  Pallograph  von  Schlick  wird  gebaut  von  der  Firma  H.  Mai- 
hack  A.-G. ,  Hamburg,  in  neuer  Konstruktion  vom  Jahre  1912. 

Berichtigung:  Auf  S.  86.  Zeile  8  v.  o.  muß  es  statt  Sacken 
heißen:  Senken. 

i  21.  Der  Oszillograph. 

^^)  Zu  vorstehender  Theorie,  des  Oszillographen  vgl.  die  Arbeit  von 
H.  Busch,  E.  T.  Z.  1913,  H.  29:  Ph.  Z.  1912,  S.  615,  sowie  auch 
A.  Blondel,  C.  R.  11€,  502,  748  (1893).  —  A.  Blondel,  Eclairage  616o- 
trique  33,  117  (1902).  —  W.  Duddell,  Electrician  39,  636  (1897). 

^^)  Vgl.  die  beiden  Meßschleifen  auf  Bild  50  links.  Nach  Mitteilung  der 
Firma  Siemens  &,  Halske  A.-G.  ist  eine  Neukonstruktion  des  Oszillo- 
graphen in  Ausarbeitung  begriffen. 

^'*)  Zur  Information  über  die  Elektrokardiographen  dient  u.  a.  folgende . 
Literatur:  P.  Schrumpf  und  H.  Zöllich,  Saiten-  und  Spulengalvanometer 
zur  Aufzeichnung  der  Herztöne.    Archiv  f.  d.  ges.  Physiol.  119  (1918).  — 
P.  Schrumpf,  Pulsdynamische  Studien  bei  Veränderungen  der  Aorta  usw. 
Zeitschr.  f.  klin.  Med.  85,  (1918)  H.  1  u.  2. 

§  22.  Das  Tibratlonsgalvanometer. 

^^)  H.  Zöllich,  Über  ein  hochempfindliches  Vibrationsgalvanometer 
für  sehr  niedrige  Frequenzen.  Archiv  f.  Elektrotechn.  3  (1905),  H.  15,  mit 
zahlreichen  weiteren  Zitaten. 

§  28.  Der  SehwingungBmesser  von  Frahm. 

'^)  Die  Originalarbeit  über  den  Frequenzmesser  von  H.  Fr  ahm  ist 
verfaßt  von  F.  Lux,  E.  T.  Z.  1905,  264,  387. 

§  24*  Der  Kinematograph. 

2')  Das  Kinogramm  Fig.  61  ist  in  der  deutschen  Versuchsanstalt  für 
Luftfahrt  an  einem  Tachometer  System  W.  Bruhn  (Westendarp  &  Pieper, 
G.  m.  b.  H.,  Berlin)  aufgenommen  worden. 

I  26.  Die  mattaematisehen  Hilfsmittel  der  Technik. 

'*)  Hierher  gehören  u.  a.  folgende  zusammenfassende,  von  Ingenieuren 
stammende  Darstellungen:  Chr.  Nehls,  Über  graphische  Integration  und 
ihre  Anwendung  in  der  graphischen  Statik.  Hannover  1877,  neue  Auflage 
Leipzig  1885.  —  M.  J.  Massau,  Memoire  sur  1* Integration  graphique  et 
ses  Applications.  Livre  1/2;  Extrait  des  Annales  de  T Association  des  In- 
genieurs sortis  des  teoles  sp^iales  de  €kuid.    1878.    Livre  3;  Extrait  wie 

50* 


788  Literatur  und  Anmerkungen. 

vor.  1884.  Li  vre  4/6;  Extrait  de  la  Revue  universelle  des  mines,  T.  20 — 22 
(1886/87). 

Einzelprobleme  behandeln  z.  B.  K.  Reinhardt,  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  45  (1901),  232  (selbstspannende  Kolbenringe):  L.  Gümbel, 
Jahrbuch  d.  schiff bautechn.  Gesellsch.  1901,  S.  211  (Schiffsschwingungen): 
oder  J.  F.  Radinger,  Dampf  maflchinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit. 
3.  Aufl.  Wien  1892.  —  Weitere  zahlreiche,  hierher  gehörige  Literatur- 
angaben bieten  K.  Heun,  Die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen 
Technik.  Jahresber.  d.  deutsch.  Mathem.-Ver.  §,  Heft  2  (1900):  Th.  v.  Kar- 
man,  Festigkeitsprobleme  im  Maschinenbau.  Enzyklop.  d.  math.  Wiss. 
Bd.  IV,  2,  II,  H.  3,  S.  311  (1910):  R.  v.  Mises,  Dynamische  Probleme 
der  Maschinenlehre.  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  Bd  IV,  II,  H.  2  (1911),  S.  153. 

^^)  J.  Newton,   Phüosophiae  naturalis  principia  mathematica.    1617. 

*^)  J.  B.  J.  Fourier,  Theorie  analytique  de  la  chaleur.    Paris,  1822. 

^•)  P.  S.  de  La  place,  M^canique  eheste.    1799. 

ä')  Vgl.  Th.  Beck,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. Ing.  1906,  S.  524.  ffier  auch 
weitere  Literatur. 

^®)  Über  die  Arbeiten  dieses  Mathematikers  vgl.  E.  Pascal ,  Repertorium 
der  höheren  Mathematik.  I.    Teubner,  1909. 

•  2J>)  Die  beiden  letztgenannten  haben  ihre  und  andere  Arbeiten  zusammen- 
gefaßt in:  C.  Runge,  Graphische  Methoden.  Leipzig  u.  Berlin  1915  und 
R.  Me  h  m  c  ke ,  Leitfaden  zum  graphischen  Rechnen.  Leipzig  u.  Berlin  1917. 
Hierzu  gesellt  sich  noch;  H.  v.  Sauden,  Praktische  Analysis,  Leipzig 
u  Berlin  1914,  sowie  der  Bericht  von  C.  Runge  und  Fr.  A.  Willers, 
Numerische  und  graphische  Quadratur  und  Integration  gewöhnlicher  und 
partieller  Differentialgleichungen,  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  Bd.  II,  3, 
H.  3,  S.  49.  Die  Arbeiten  von  J.  Hörn  betreffen  meist  die  analytische 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen,  unter  Berücksichtigimg  von  Kräften, 
die  nicht  linear  von  den  Koordinaten  imd  Geschwindigkeiten  abhängen, 
und  sind  in  den  Bden.  47, 49, 52, 53  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  erschienen 
(1901^ — 1905).  Femer  ist  auch  zu  erwähnen;  G.  Hamel,  Über  die  lineare 
Differentialgleichung  2.  Ordnung  mit  periodischen  Koeffizienten.  Mathem. 
Annalen  73,  H.  3  (1912). 

3°)  J.  Perry,  (Calculus  for  Engineers)  Höhere  Analysis  für  Ingenieure. 
Lehrbuch,  übersetzt  von  R.  Fricke  und  F.  Süchting.  2.  Aufl.  Leipzig, 
Teubner,  1910.  —  W.  Koestler  und  M.  Tramer,  Differential-  und 
Integralrechnung  für  Ingenieure.  I.  Berlin,  Springer,  1912. — H.  Egerer, 
Ingenieurmathematik.  Berlin,  Springer,  1913. 

§  26.   Die  allgemeinen  Grundlagen  der  Mechanik« 

^^)  A.  Voss,  Die  Prinzipien  der  Mechanik.  Enzyklop.  d.  math.  Wiss. 
Bd.  IV,  1.    Leipzig,  Teubner,  1901. 

^*)  H.  Poincar6,  Wissenschaft  und  Hypothese,  Übersetzt  von  F.  u. 
L.  Lindemann.    Leipzig,  Teubner,  1904. 

33)  E.  Mach,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwicklung,  historisch  und 
kritisch  dargestellt.    Leipzig  1901.    4.  Aufl. 


Literatur  und  Anmerkungen.  789 

^*)  J.  Kepler,  Astronomia  nova.   Heidelberg  1609.  —  J.  Kepler, 
Harmonioes  mundi.    Libri  V.    lincii  1619. 
3«)  1546—1601. 
")  Vgl.  Anm.  1. 
3')  Vgl  Anm.  1. 
>»)  Siehe  Anm.  24. 

§27.    Die  Newtonsche  Bewegungsgleichung   und  das  Prinzip  Yon 

d'Alembert. 

^•)  J.  Im  d*Alembert,  Trait6  de  dynamique.    Paris  1743. 
*^)  P.  Varignon,  Nouvelle  raöcanique.  Paris  1725.  —  Job.  Bernoulli, 
Opera.    4.  Bd.    1742. 
*i)  Siebe  Anm.  39. 

8  28.  Die  unfreie  Bewegung  und  die  Gleichungen  von  Lagrange. 

*^)  J.  L.  Lagrange,  M^anique  analytique.    Paris  1788,  4.  M.,  1892. 
Berichtigung:    Auf  S.  114,    Formel  (5)   muß  es  überall  statt  dti. 
heißen:  df^ 

§  81.  Die  Lagrange'schen  Gleichungen  zweiter  Art. 

")  Siehe  Anm.  42. 

§  82.  Kleine  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichtsiago. 

**)  J.  L.  Lagrange,  Mtoinique  analytique.  Bd.  1.  —  E.  J.  Routh, 
Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies.  I,  11.  London  1882/84. 
Deutsche  Übersetzung,  bes.  v.  A.  Schepp.  I,  IL  Leipzig  1898/99.  -- 
Lord  Rayleigh,  Theory  of  sound.  London  1878.  —  K.  Heun,  Die 
kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik.  Jahresbericht  d. 
dtsch.  Math.  —  Ver.  9,  2  (1909). 

§  88.  Kleine  Schwingungen  um  einen  Bewegungszustand. 

**)  Routh,  A  treatise  on  the  Stability  of  a  given  State  of  Motion. 
London  1877.  K.  Heun,  Kinetische  Probleme  der  wisscnschaftl. 
Technik,  Anm.**). 

§  86.  Rechnerische  Analyse  Yon  graphisch  gegebenen  KurvenzOgen. 

*•)  E.  Arnold ,  Die  Wechselstromtechnik.  Bd.  IV.  Berlin,  Springer,  1904. 

§  87.  Verfahren  von  Zipperer* 

Das  im  Texte  mitgeteilte  Verfahren  ist  von  Herrn  L.  Zipperer  in 
Dinglers  polyt.  Joum.  888,  (1918),  201,  veröffentlicht.  Es  besteht  aber 
eine  Vorveröffentlichung  desselben  Verfahrens  von  L.  Herrmann, 
Pflügers  Arch.  für  die  ges.  Physiologie  47  (1890),  45.  Vpl.  auch  Z.  f. 
angew.  Math.  u.  Mech.  2  (1922),  153. 
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f  88.  Verfahren  you  Pichelmayer  und  yon  Schratka. 

^^)  K.  Pichelmayer  und  L.  y.  Schrutka,  Eine  neue  Methode  der 
Analyse  von  Wechselstrom-Kurven.  E.  T.  Z.  1912,  S.  129 

§  89«  Verfahren  von  Menrer« 

*^)  F.  Meurer,  Eine  neue  Methode  zur  Analyse  periodischer  Kurven. 
E  T.  Z.  1913.  S.  121. 

Die  in  den  §§  38  und  39  mitgeteilten  Figuren  sind  den  angezogenen 
Veröffentlichungen  mit  Zustimmung  der  Schriftleitung  der  E.  T.  Z.  ent- 
nommen. 

I  40«  Verfahren  von  Runge-Emde. 

*")  Vgl.  zu  §  40:  H.  V.  Sanden,  Praktische  Anal3nsis.  Teubner,  Leipzig 
u.  Berlin  1914,  sowie  R.  Runge  und  F.  Emde,  Rechnimgsformular  zur 
Zerlegung  einer  empirisch  gegebenen  Funktion  in  Sinuswellen.  Braun- 
schweig 1913,  welches  für  2  n  =  24  durchgeführt  ist. 

§  41*  Analysator  nach  Henricl« 

^®)  Weitere  Apparate  zur  harmonischen  Analyse  sind  beschrieben  in: 
A.  Galle,  Die  mathematischen  Instrumente.    Teubner,  Leipzig  1912. 

*^)  Der  Druckstock  zur  Fig.  80  ist  von  der  Firma  A.  Coradi  -  Zürich 
zur  Verfügung  gestellt. 

§  42«  Analysator  nach  Mader. 

^')  O.  Mader,  Ein  einfacher  harmonischer  Analysator  mit  beliebiger 
Basis.    E.  T.  Z.  1909,  S.  847. 

§  48.  Vektorielle  Behandlung  von  SohwIngungSTorgängen. 

^^)  Zahlreiche  Anwendimgen  der  vektoriellen,  komplexen  oder  symbo- 
lischen Methode  auf  Probleme  der  Elektrotechnik  enthalten  u.  a.:  E.  Or- 
lich.  Die  Theorie  der  Wechselströme.  Leipzig  1912.  —  Ch.  P.  Steinmetz, 
Theorie  und  Berechnung  der  Wechselstromersoheinungen.  Leipzig  1900.  — 
Auf  Steinmetz  geht  übrigens  die  Einführung  der  symbolischen  Methode 
in  die  technische  Elektrizitätslehre  wesentlich  zurück. 

Berichtigung:  Auf  S.  158,  Zeile  3.  v.  o.  muß  es  statt  Kosinus 
heißen:  Sinus. 

§  44.   Totale  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten. 

*'•)  Befinden  sich  unter  den  Ä  eine  oder  mehrere  Anzahlen  unter- 
einander gleicher  Wurzeln,  so  ist  das  Verfahren  zur  Ermittlung  des  all- 
gemeinen Integrals  durch  eine  besondere  Untersuchung  zu  ergänzen,  etwa 
nach  W.  Hort,  Die  Differentialgleichungen  des  Ingenieurs.  Berlin  1922, 
8.201. 

•*)  A.  Hurwitz,  Mathem.  Annaien  4$,  (1875),  273. 
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t  45«    Bifferentialgleiehungen    mit   konstanten    Koeffizienten    und 

StOrungsfnnktion. 

»»)  Siehe  hierzu  etwa  Hütte  I,  49  f.  (1915). 

§  46.   Allgremeines  Verfahren  zur  Behandlung  der  kleinen 

Schwingungen. 

••)  Das  Verfahren  iat  ausführlich  erörtert  in:  E.  J.  Routh,  Die  Dy- 
namik der  Systeme  starrer  Körper.    Bd.  II.    Leipzig  1899,  S.  245. 

§.47.  Integraldarstellung  der  LOsung  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  Störungsfunktion« 

*')  Vgl.  hierzu:  H.  Helmholtz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen« 
5.  Aufl.   Braunschweig  1896,  S.  640.  —  G.  Duffing,  Erzwungene  Schwin- 
gungen  bei  veränderlicher  Eigenfrequenz  und  ihre  technische  Bedeutung. 
Braunschweig  1918,  S.  lOf. 
^8)  a.  a.  O.   Anm.  "). 
Berichtigungen: 

Auf  S.  173,  GL  (4)  muß  es  statt  a,  heißen:  a«, 
174,  Gl.  (5)      „     „      „    ß^       „        /^, 
„  ,  Zeile  9  u.  10  ist  rechts  der  Faktor  2  hinzuzufügen, 
„  ,  Zeile  10  muß  es  statt  —  i  heißen:  +  t , 
Gl.  (7)  ist  rechts  der  Teiler  2  zu  streichen. 
Gl.  (7)  muß  es  statt  cosA  heißen:  coe>l/, 
und  175,  und  in  den  GL  (9),  (10),  (12),  (13)  rechts  über- 
all die  Teiler  2  zu  streichen, 
„  175,  GL  (13)  muß  es  rechts  im  Nenner  statt  —  g-2/?t  heißen: 


>»  »» 

>»  >» 

»»  »» 

»>  »» 


>f 


»  » 


§  48«  Zeichnerische  und  rechnerische  N&herungsbehandlung  der 

Schwingungsdifferentialgleichung. 

'*)  Ausführliche  Darstellungen  zu  diesem  Abschnitt  bieten:  H.  v.  Sau- 
den, Praktische  Analysis.  Teubner,  1914.  —  C.  Runge,  Graphische 
Methoden.  Teubner,  1915.  —  R.  Mehmke,  Leitfaden  zum  graphischen 
Rechnen.  Teubner,  1917.  —  Auch  sei  auf  den  Bericht  von  R.  Runge 
und  Fr.  A.  Willers  in  der  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  Bd.  11,  3,  H.  2  (1915) 
verwiesen. 

*^)  Das  Verfahren  mit  dem  Krümmungskreis  stammt  von  Lord  Kel- 
vin (William  Thomson),  Fhü.  Ma«.  (5)  34,  443-^448  (1892). 

*^)  E.  Meißner,  Über  graphische  Integration  von  totalen  Differential- 
gleichungen.   Schweiz.  Bauztg.  LXII,  H.  15/16  (1913). 

*')  Der  Satz,  daß  die  Gewinnung  der  Seilkurve  auf  graphischem  Wege 
mit  einer  zweifachen  Integration  der  die  Belastungsfläche  darstellenden 
Funktion  gleichwertig  ist,  stammt  von  0.  Mohr.  -^  Vgl.  auch  W.  Hort, 
Differentialgleichungen  des  Ingenieurs.    1922,  S.  82  f. 

*')  L.  Gümbel,  Die  graphische  Lösung  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  in  Anwendung  auf  die  Schwingungslehre.  Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ing.  1919,  H.  33/34. 
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•«)  Mathem.  Annalen  4€,  168—178. 

°^)  K.  Rothe,  Zur  graphischen  Integration  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  €4,  90  (1916).  Das  hier  an- 
gegebene Verfahren  eignet  sich  besonders  für  die  Korrektur  der  oben  an- 
gegebenen Verfahren  mit  dem  Krümmungskreis.  —  Eine  andere  Methode 
hat  C.  Runge  angegeben,  die  sich  namentlich  auf  simultane  Systeme  (und 
demgemäß  auf  Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung)  anwenden 
läßt  (Jahresber.  d.  deutsch.  Math. -Vereinig.  IC,  270—272  (1907)).  —  Hier- 
her gehört  auch  A.  Schwaiger,  Die  graphische  Integration  von  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung.    Archiv  f.  Elektrot.  4,  267  (1916). 

§  49.  Übertragung  yon  Masehinenschwlngungen  auf  das  Fundament. 

*•)  Vgl.  auch  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen.  4.  Aufl.  Berlin  1910, 
S.  624. 

•')  A.  Sommerfeld,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1912,  8.  391. 

*^)  Außer  den  Arbeiten  Schlicks  über  die  elastischen  Schwingungen 
von  Schiffskörpern  sind  zu  nennen:  L.  Mintrop,  Über  die  Ausbreitung 
der  von  den  Massendrücken  einer  Großgasmaachine  erzeugten  Boden- 
Bch^ingungen.  Diss.  Göttingen  1911.  —  F.  Weisbach,  Bauakustik. 
Springer,  1913.  —  H.  Sauer,  Messung  und  Rechnung  der  Fundament- 
schwingungen von  einfachwirkenden  Viertaktmaschinen.  Diss.  Darmstadt 
1916.  —  R.  Ottenstein,  Über  den  Schutz  gegen  Schall  und  Erschütte- 
rungen.   Oldenbourg,  1916. 

§  50.   Fortpflanzung  von  Erschütterungen^  insbesondere  von 
Maschinensehwingungen  Im  Erdboden* 

®^)  Versuche  von  K.  Zöppritz  und  L.  Geiger  (1909)  nach  B.  Galitzin , 
Vorlesungen  über  Seismometrie.    Teubner,  1914,  S.  63. 

'°)  Versuche  von  K.  Almstedt  bei  der  Artillerie-Prüfungskommission 
(1918)  mit  einem  von  L.  Mintrop  angegebenen  tragbaren  Erschütterungs- 
messer. 

'^)  Mit  dem  zu  ^°)  genannten  Erschütterungsmesser. 

'^)  Nach  L.  Geiger,  Seismische  Registrierungen  in  Göttingen  im 
Jahre  1907.    Göttinger  Nachrichten  1909. 

§  51.  Biegungsschwingungen  rasch  rotierender  Wellen. 

")  Literatur  zur  Theorie  der  Lavalturbinenwelle:  W.  Dunkerley, 
Phil.  Trans.  R.  S.  London  185  (1895).  Hier  auch  weitere  Literaturangaben.  — 
A.  Föppl,  Zivilingenieur  1895,  S.  333.  —  A.  Föppl,  Technische  Mechanik. 
Bd.  IV.    1909. 

'*)  Die  Auffindung  der  neuen  kritischen  Drehzahl  ist  A.  Stodola  zu- 
zuschreiben (Neuere  Beobachtungen  über  die  kritischen  Umlauf  zahlen  von 
Wellen.  Schweiz.  Bauztg.  1916  u.  1917).  Die  im  Text  gegebene  Darstel- 
lung schließt  sich  an  H.  Lorenz,  Kritische  Drehzahlen  rasch  umlaufender 
Wellen.    Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1919,  S.  240  an. 

Die  Stodolasche  Bemerkung  wurde  Gegenstand  einer  ausführlichen  Er- 
örterung: L.  Gümbel,  Über  mit  Biegung  verbundene  Schwingungen  von 
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Wellen.  Dinglers  polyt.  Joum.  1917,  S.  235,  251 ;  1918,  S.  71.  —  A.  Stodola, 
Eine  neue  kritische  WeUengesoh windigkeit.  Dinglers  polyt.  Joum.  1918, 
L  S.  17;  1918,  S.  119.  —  L.  Prandtl,  Beiträge  zur  Frage  der  kritischen  Dreh- 
zahlen.  Dinglers  polyt.  Joum.  1918,  S.  179.  —  0.  Föppl,  Kritische  Schwin- 
gungen von  schnelluTolaufenden  Rotoren.  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinen- 
wesen 15  (1918),  157,  168. 

'6)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen.    4.  Aufl.  1910,  S.  293f. 

'•)  A.  Stodola,  a.  a.  O.  S.  621. 

^')  A.  D unker ley,  a.  a.  O.  Der  Dunkerleysche  Ansatz  ist  neuerdings 
von  G.  Kuli,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1918,  S.  249  und  H.  Lorenz, 
Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen  1920,  S.  247  kritisch  untersucht  und  durch 
einen  verbesserten  ersetzt  worden. 

'8)  a.  a.  0. 

^®)  In  einer  neueren  Arbeit  (Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen  17  (1920), 
8.  253, 264, 269)  hat  A.  Stodola  die  aus  der  Schiefstellung  der  Turbinenräder 
folgende  Kreiselwirkung  weiter  untersucht  und  die  Existenz  neuer  kritischer 
Drehzahlen  dargetan. 

§  52.  Verhalten  rasch  umlaufender  Wellen  im  Gebiete  der  kritischen 
Drehzahlen,  bei  Berücksichtigung  der  Widerstände. 

*^)  Die  Figuren  116,  117,  118  der  folgenden  Darstellung  sind  gezeichnet 
nach  O.  Föppl,  Schnellumlaufende  Rotoren  und  kritische  Geschwindig- 
keit.   Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen  18  (1916),  61,  75. 

®^)  Die  Fig.  109  ist  entnommen  aus  der  Anm.  ''*)  genannten  Arbeit 
Stodolas  von  1916. 

®-)  BezügUch  Behandlung  der  Klüftepolygone  vgl.  die  Anm.  '*)  ge- 
nannte Arbeit  Gümbels  von  1917,  außerdem  des  gleichen  Verfassers  Auf- 
sätze: Torsional  Vibrations  of  Shafts.  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.  1902  u.  1912. 
(Die  Anm.  ««)  gehört  zu  S.  215 f.  Gl.  (16).) 

§  58.  Torsionsschwingungen  rasch  rotierender  Wellen. 

®3)  H.  Lorenz,  Dynamik  des  Kurbelgetriebes.    1900. 

^*)  Von  ganz  anderem  Standpunkt  als  in  den  vorhergehenden  Ab- 
schnitten ist  das  Wellenproblem  betrachtet  in  W.  Behrens,  Ein  mecha- 
nisches Problem  aus  der  Theorie  der  Lavalturbine,  behandelt  mit  Methoden 
der  Himmelsmechanik.    Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1911,  S.  337. 

§  54.  Torsionssehwingungen  langsam  rotierender  Wellen. 

85)  H.  Frahm,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1902,  S.  779,  886. 

*•)  Von  Torsionsdynamometem  ist  das  bekannteste  das  von 
H.  Föttinger  (siehe  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1902,  S.  1868),  das 
mechanisch  registriert.  Ein  optisch-photographisch  aufzeichnendes  In- 
strument hat  Herm.  Frahm  angegeben;  2ieit8chr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1918,  H.  14.  Zahlreiche  weitere  Konstruktionen  findet  man  beschrieben 
bei  P.   Nett  mann.  Der  Torsionsindikator.  L  II.  Berlin  1912-^-1915. 
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§  55«  Aaswuchteii  rotierender  Masehinenteile. 

^^)  Literatur  zum  Auswuchtproblem;  F.  Lawaczek,  Das  Auswuchten 
rasch  umlaufender  Massen.  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen  H.  28 — 32.  — 
E.  Heidebroek,  Das  Auswuchten  umlaufender  Maschinenteile.  Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ing.  1916,  H.  1  u.  2.  —  H.  Hey  mann,  Schwingungsvoigänge 
beim  Auswuchten  rasch  umlaufender  Massen  nach  dem  System  Lawaczek. 
Diss.  Darmstadt  1916.  —  H.  Heymann,  Die  dynamische  Balancierung 
von  rasch  umlaufenden  Drehkörpern.  E.  T.  Z.  1919,  H.  21 — ^23.  —  Beim 
Auswuchten  namentlich  kleinerer  Rotoren  ist  es  häufig  gestattet  und 
mit  Bücksicht  auf  die  Kosten  geboten,  auf  die  Beseitigung  des  Axen- 
fehlers  zu  verzichten.  Zur  Beseitigung  des  Massenfehlers  genügt  dann 
ein  rein  statisches  Verfahren.  Nach  diesem  Grundsatz  ist  die  Krupp'sche 
Schwerpunktswage  enstanden.  Vgl.  H.  Hort,  Das  Auswuchten  schnell 
umlaufender  Maschinenteile.   Krupp'sche  Monatshefte  3  (1922),  70. 

§  56.  Dynamik  des  Eorbelgetrlebes* 

*^)  Literatur  zur  Dynamik  des  Kurbelgetriebes;  J.  Radinger,  Dampf- 
maschinen mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit.  1870.  —  F.  Wittenbauer, 
Bestimmung  des  Massendruckes  der  Dampf  maschinenteile.  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1896.  —  H.  Lorenz,  Dynamik  des  Kurbelgetriebes.  1900.  — 
K.  Heun ,  ELinetische  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik.  Jahresber. 
d.  deutsch.  Math. -Vereins  9,  H.  2  (1900).  —  M.  Hiepe,  Die  spezifischen 
Schnittreaktionen  des  Kurbelgetriebes.  Diss.  Jena  1914.  —  W.  Hort, 
Differentialgleichungen  des  Ingenieurs.    1921. 

§  57.  Der  Schlick'sche  MassenauBgleieh« 

'*)  Literatur  zumMassenausgleioh;  L.  Lechatelier,  Etudes  sur  lasta- 
bilit^  des  machines  locomotives  en  mouvement.  Paris  1849.  —  Y.  Villar- 
ceau,  Theorie  de  la  stabiÜt^  des  machines  locomotives  en  mouvement. 
Paris  1852.  —  H.  R^sal,  Notice  sur  la  stabilit^  des  machines  locomotives. 
Ann.  des  Mines  3  (1853).  —  F.  Redtenbacher,  Gesetze  des  Lokomotiv- 
baues. Mannheim  1865.  —  W.  Lindemann,  Über  das  Wogen  und  das 
Nicken  der  Lokomotive.  Glasers  Annalen  1907,  Januar  u.  Juli.  —  L.  Kleen , 
Die  elastischen  Schwingungen  des  Schiffskörpers.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1893.  —  D.  Schlick,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1894.  —  Deutsches 
Patent  80974  vom  10.  November  1893.  —  S.  D.  Ta y lor ,  The  causes  of  vibra- 
tions  of  screw  steamers.  Joum.  Amer.  Soc.  of  Nav.  Eng.  3  (1891).  — 
A.  F.  Yarrow,  Engl.  Patent  5321  vom  17.  November  1892.  —  H.  Lorenz , 
D3mamik  des  Kurbelgetriebes.  1900.  —  H.  Schubert,  Zur  Theorie  des 
Schlickschen  Problems.  Mitteil.  d.  math.  Ges.  Hamburg  3  (1897).  — 
K.  Heun,  Kinetische  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik.  Jahresber. 
d.  deutsch.  Math. -Vereins  9,  H.  2  (1900). 

§  58.  Theorie  der  Ventilbewegung. 

^^)  Literatur  zur  Ventilbewegung:  C.  Bach,  Versuche  über  Ventil- 
belastung und  Ventilwiderstand.  Springer,  1884.  —  C.  Bach,  Versuche 
zur  Klarstellung  der  Bewegung  selbsttätiger  Pumpenventile.    Zeitschr.  d. 
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Ver.  deutsch.  Ing.  1886,  S.  461  f.  —  M.  Westphal,  Beitrag  zur  Größen- 
bestünmung  von  Pumpenventüen.  Ebenda  1893,  S.  381  f.  —  0.  H.  Mül- 
ler jr. ,  Das  Pumpenventil.  Leipzig  1900,  Arthur  Felix.  —  H.  Berg, 
Die  Wirkimgsweise  federbelasteter  Pumpenventile  und  ihre  Berechnung. 
Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1904,  S.  1093 f.  —  L.  Klein ,  Über  freigehende 
Pumpenventile.  Ebenda  1905,  S.  485,  618.  — R.  Baumann,  Versuche  zur 
Bestinmiimg  der  Ausflußziffer  bei  Pumpenventilen.  Ebenda  1906,  S.  2103.  — 
H.  Sieglerschmidt,  Das  Verhalten  selbsttätiger  Pumpenventüe  unter 
Voraussetzimg  des  „Schwebezustandes".  Ebenda  1908,  S.  780.  —  G.  Lind  - 
ner ,  Berechnung  der  Pumpenventile.  Ebenda  1908,  S.  1392.  —  K.  Körner, 
Untersuchung  der  Bewegung  selbsttätiger  Pumpenventile.  Ebenda  1908, 
1442.  —  K.  Schoene,  Versuche  mit  großen,  durch  Blattfedern  geführten 
Ringventilen  für  Kanalisationspumpen  und  Beiträge  zur  D3niamik  der 
Ventilbewegung.    Ebenda  1913,  h?.  1246;  auch  Forschungsarb.  H.  143. 

Berichtigungen  :  Auf  S.  247,  Z.  4  v.  o.  muß  es  statt  von  heißen:  auf. 
Auf  S.  247  Zeile  17  v.  o.  fehlt  rechts  der  Faktor  jt. 


§  59.  Technische  Anwendungen  des  Doppelpendels. 

*^)  Siehe  die  Abhandlung:  Über  die  Bewegung  einer  Glocke.  Dinglers 
polyt.  Joum.  %Z9  (1876).  —  Eine  andere  Behandlung  des  Problems  ohne 
die  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art  gibt  H.  Lorenz  in  seiner 
technischen  Mechanik  S.  311  ff. 

§  60.  Statik  der  Zentrifugalregulatoren. 

"')  Die  Statik  der  Regulatoren  behandeln  vorzugsweise  folgende  Lehr- 
bücher: W.  Lynen,  Berechnung  der  Zentrifugalpendelregulatoren.  Berlin 
1895. — A.  L  a  s  k  u  s  imd  H.  L  a  n  g ,  Schwungräder  und  Zentrifugalregulatoren. 
Leipzig  1884.  —  M.  Tolle,  Die  Regelung  der  Kraftmaschinen.  Berlin  1921 
(auch  dynamische  Behandlung).  —  Weitere  Literatur  siehe  bei  W.  Hort, 
Entwicldung  der  stetigen  Kraftmaschinenregelung.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  50,  233  (1904)  und  bei  K.  Heun,  Kinetische  Probleme  der  wissen- 
schaftlichen Technik.  Jahresber.  d.  deutsch.  Math. -Verein.  9,  H.  2  (1900). 

§  61.  Theorie  der  Drehpendeltachometer. 

*')  Entnommen  aus:  W.  Wilke,  Untersuchungen  über  Fliehkraft- 
Tachometer  nach  dem  Drehpendelprinzip.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing. 
1918,  S.  801,  829. 

*♦)  Entnommen  wie  zu  Anm.  •'). 

®*)  Weitere  Literatur  zur  Theorie  der  Drehpendeltachometer:  Fr.  P  f  1  ug , 
Geschwindigkeitsmesser  für  Motorfahrzeuge  und  Lokomotiven.  Springer 
Berlin  1908.  —  A.  Wagner,  Über  Geschwindigkeitsmesser  und  deren 
Prüfung.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1909,  S.  483.  —  P.  Hoff  mann, 
Prüfung  von  Geschwindigkeitsmessern.  Forschungsarb.  H.  100  (1911).  — 
H.  Koschmieder,  Geschwindigkeitsmesser,  Tourenanzeiger  und  Regler. 
Deutsohe  Technikerztg.  1910,  S.  55. 
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§  62.  Regrolator  and  Kraftmaschine. 

••)  Die  Wischnegradskysche  Arbeit  ist  zu  finden:  Zivilingenieur  1877, 
S.  95  imd  CJompt.  rend.  85»  No.  5.  —  Weitere  umfangreiche  Literatur- 
angaben bei  Heun  und  Hort,  a.  a.  0.  Anm.  "^). 

•')  R.  V.  Mises,  Zur  Theorie  der  Regulatoren.  Elektrot.  u.  Maschinen- 
bau 1908,  H.  37. 

§  68.  Die  Inertieregulatoren. 

•*)  Dinglers  pol^t.  Joum.  9S,  81.  —  W.  v.  Siemens,  Wissenschaftliche 
und  technische  Arbeiten.  II.    1891,  S.  2. 

»»)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  S.  506. 

^°°)  Eine  theoretische  Behandlung  dieser  Einrichtungen  verdankt  man 
A.  Stodola,  Das  Siemenssche  Regulierprinzip  und  die  amerikanischen 
Inertieregulatoren.    Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  S.  506,  673. 

"1)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  S.  673. 

§  64.  Regulatoren  mit  Krafteinschaltung. 

^°2)  Patentiert  1878,  seitdem  vielfach  verbessert. 
103)  Patentiert  1879. 

Berichtigung:  Auf  S.  284,  Zeile  12  v.  u.  muß  es  statt H u r w i e t z 
heißen :  H  u  r  w  i  t  z. 

§  65.  Regulierung  der  Turbinen. 

io<)  Schweiz.  Bauztg.  ÄÄ,  Nr.  17—20;  23,  Nr.  17—18. 

1°*)  Literatur  zur  Turbinenregelung:  A.  Pf arr.  Der  Reguliervorgang 
bei  Turbinen  mit  indirekt  wirkendem  Regulator.  Z.  d.  V.  d.  I.  1899, 
1553,  1594.  —  W.  Bauersfeld,  Die  automatische  Regulierung  der 
Turbinen.  Springer  1905.  —  0.  Moog,  Die  Dämpfung  am  mittelbar 
wirkenden  Geschwindigkeit  srcgier  für  Kraftmaschinen.  Z.  d.  V.  d.  I.  1916, 
665,  713.  --  0.  Mohr  u.  G.  v.  Troeltsch,  Doppelregelung  der  Tur- 
binen der  Papelera  Espagnola.  Z.  d.  V.  d.  I.  1916,  421.  —  H.  Krön  er. 
Über  Isodroraregler.    Z.  d.  V.  d.  I.  19-20,  529. 

§  66.  Theorie  unstetiger  Reguliervorgänge. 

i^»»)  Vgl.  Hort,  a.  a.  0.  Anm.  »*). 

^°')  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  4,  1  II;  D3mamische  Probleme  der  Ma- 
schinenlehre.   1911,8.286. 

§  67.  Theorie  der  Schiffssteuerung. 

^^^)  Siehe  W.  H ort ,  Zur  Dynamik  synchroner  Bewegungsübertragungen. 
Duiglers  polyt.  Joum.  1917,  S.  297. 

§  68.  Schiffsschwingungen  in  ruhigem  Wasser. 

^°®)  »Sehr  eingehende  Literaturangaben  zur  Theorie  der  Schiffsschwin- 
gungen gibt  der  Artikel  IV,  22  der  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  von  A.  Kri- 
loff  und   C.    H.    Müller.     Für  ims   kommen   in   Betracht:    L.  Euler, 
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Scientia  navalis.  Petr.  1749.  —  J.  Pollard  und  A.  Dudebout,  Theorie 
du  Navire.  Paris  1890—1894. 

110)  Zur  Messung  von  Krängiingswinkeln  hat  Schlick  einen  „Schlinger- 
indikator* ^  angegeben,  der  von  der  Firma  Maihak  -  Hamburg  gebaut  wird. 
Andere  Apparate  (zur  Registrierung  der  Schwingungen)  sind  angegeben 
worden  von  Huet,  Note  sur  les  courbes  de  roulis  obtenus  par  la  Photo- 
graphie. M6m.  g^e.  marit.  1895,  4.  livr.  —  W.  Froude,  Description  of 
an  instrument  for  automatically  recording  thc  rolling  of  ships.  Trans. 
Inst.  Nav.  Arch.  14  (1873).  —  E.  Bertin,  Observations  de  roulis  et  de 
tangage  execut<6s  avec  Toscillographe  double.  Paris.  M6m.  pres.  par  div. 
sav.  M  (1878). 

^^^)  Zur  Ausführung  solcher  Schiffsmodellversuche  bestehen  seit  neuerer 
Zeit  große  Anstalten,  denen  vor  allen  Dingen  die  Vorausbestimmung  der 
für  ein  projektiertes  Schi^  erforderlichen  Maschinenstärke  obliegt.  Über 
solche  Anstalten  verfügt  in  Deutschland  der  Norddeutsche  Lloyd  in  Bremen, 
die  Eibschiff ahrtsgesellschaft  „Kette"  in  Übigau  bei  Dresden  und  die 
preußische  Regierung  in  Berlin. 

Berichtigung:  Auf  S.  307  ist  Mi  als  Längsmetazentrum,  Jfo  ^^^ 
Quermetazentrum  zu  bezeichnen. 

§  69.  Schiff  Schwingungen  im  Seegang. 

^")  W.  Froude,  On  the  rolling  of  ships.  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.  »,  180 
(1861);  3  (1862);  4  (1863).  —  A.  Kriloff,  A  new  theory  of  the  pitching 
motion  of  ships  on  waves.  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.  37  (1896).  —  A.  Kriloff, 
A  general  theory  of  the  oscillation«  of  a  ship  on  waves.  Trans.  Inst. 
Nav.  Arch.  4d  (1898). 

§  70.  Schwingungen  und  Stabilität  Ton  Luftfahrzeugen. 

^^^)  Eine  Übersicht  über  die  rationelle  Behandlung  der  Luftfahrzeug- 
d3niamik  bietet:  R.  v.  Mises,  Dynamische  Probleme  der  Maschinenlehre. 
Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  4,  1  II,  26  (1911). 

^^*)  Die  nachstehende  Behandlung  der  Luftschiffquerstabilität  schließt 
an  an  L.  Prandtl,  Zeitschr.  f.  Flugtechn.  u.  Motorluftschiffahrt. 

^^*)  Die  Anwendung  der  kleinen  Schwingungen  auf  die  Stabilität  der 
Flugzeuge  geht  zurück  auf  A.  H.  Bryan  und  W.  E.  Williams,  Thc 
Longitudinal  Stability  of  Aerial  Gliders.  Proc.  Roy.  Soc.  London  1903. 
Die  Behandlung  auch  der  Querstörungen  ist  zuzuschreiben:  H.  Reißner, 
Die  Seitensteuerung  der  Flugmaschinen.  Zeitschr.  f.  Flugtechn.  u.  Motor- 
luftschiffahrt 1  (1910),  103.  —  Eine  Zusammenfassung  des  Stoffes  bietet 
Bryan-Bader,  Die  Stabilität  der  Flugzeuge.    Springer,  Berlin  1914. 

^^*)  a)  Eine  Übersicht  über  die  Ergebnisse  der  älteren  Aeromechanik 
bietet  S.  Finster  walder,  Aerodynamik-  Enzyklop.  d.  math.  Wiss.  4. 
3,  17  (1902).  Den  Übergang  zur  modernen  hydrodjniamischen  Flugzeug - 
theorie  bildet  F.  W.  Lanchester,  Aerodjmamik,  übers,  von  C.  u.  A.  Runge 
I  (1909),  II  (1911).  Teubner,  Leipzig.  Reichhaltiger  experimenteller  Stoff 
zur  Aeromechanik  ist  enthalten  in  G.  Kiffel,  Der  Luftwiderstand  und  der 
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Mug.  2.  Aufl.  Übers,  von  F.  Huth.  1912  (seitdem  eine  neue  firanzöeiBche 
Ausgabe).  —  b)  Die  neuere  Strömungstheorie  der  Flugzeuge  wurde  ein- 
geleitet durch  W.  M.  Kutta,  Antriebskräfte  in  strömenden  Flüssigkeiten. 
Dl.  aeron.  Mitt.  1902,  S.  133,  und  N.  Joukowsky,  Über  die  Konturen  der 
Tragflächen  der  Drachenflieger.  Zeitschr.  f.  Flugtechn.  u.  Motorluftschiff- 
fahrt 1,  281  (1910)  und  3,  81  (1912).  Für  die  Heranziehung  der  Wirbel- 
erscheinungen sind  wichtig  L.  Prandtl,  Über  Flüssigkeitsbewegung  bei 
sehr  kleiner  Keibung.  Verh.  III.  Int.  Math.-Kongr.  Heidelbeig  (1904),  und 
Th.  V.  Kar  mann.  Über  den  Mechanismus  des  Widerstandes,  den  ein  be- 
wegter Körper  in  einer  Flüssigkeit  erfährt.  Nachr.  d.  Ges.  d.  Wiss.  Göt- 
tingen, math.-phys.  Kl.  1911,  S.  509  und  1912,  S.  547.  Neueste  Zusammen- 
fassungen in  R.  Grammel,  Die  hydrodynamischen  Gnmdlagen  des  Fluges. 
Vieweg,  Braunschweig  1917,  uiid  besonders  L.  Prandtl,  Tragflächen- 
auftrieb und  Widerstand  in  der  Theorie.  Jahrb.  d.  wiss.  Ges.  f.  Luftf.  V 
(1920). 

Berichtigungen: 

Auf  S.  316,  Zeile  2  v.  u.  muß  es  statt  (2)  heißen  (9). 
„     „  317.  Gl.  (10)   muß  hinter  X^   und  X^   das  Zeichen  =  eingefügt 

werden. 
„    „318,  Zeile  17  v.  o.  muß  es  statt  einer  heißen:  einem. 

§  71*  Schwingungen  Ton  Lokomotiyen. 

^")  Die  ältere  Literatur  über  Lokomotivschwingungen  findet  man  in 
dem  Bericht  von  K.  Heun,  Die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaft- 
lichen Technik.  Jahresber.  d.  deutsch«  Math. -Verein.  9,  2  (1900),  zu- 
sammengestellt. Eine  neuere  Darstellung  der  vorliegenden  Ergebnisse 
bietet  B.  v.  Mises,  Dynamische  Probleme  des  Maschinenbaues.  Enzyklop. 
d.  math.  Wiss.  IV,  1,  H,  10  (1911). 

118)  Vgl.  hierzu  A.  Flieg  ner ,  Einfluß  der  Schienenstöße  auf  die  gaukeln- 
den Bewegungen  der  Lokomotiven.  Vierteljahresschr.  d.  Schw.  naturf.  Ges., 
Zürich  1897. 

^^•)  Vgl.  zum  folgenden;  M.  Radakovic,  Über  die  theoretische  Be- 
handlung des  Problems  der  störenden  Lokomotivbewegungen.  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  53,  225  (1906). 

120)  YgL  zu  den  folgenden  Ansätzen  §  47  und  Anm.  **). 

§  72.  Der  Impuls  beim  symmetrischen  Kreisel. 

^^^)  Ältere  Werke  der  Mechanik,  die  für  die  Ejieiseltheorie  grundlegend 
bleiben,  sind:  L.  Euler,  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum 
(1765);  J.  L.  Lagrange,  M^canique  analytique  (1788)  und  L.  Poinsot, 
Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps  (1834).  —  Aus  neuerer  Zeit  kommt 
in  Betracht:  E.  J.  Routh,  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper,  I/II. 
(1898).  —  Von  modernen  Lehrbüchern  der  technischen  Mechanik  behandeln 
die  Kreiselfragen  ausführlich:  H.  Lorenz,  Technische  Mechanik  starrer 
Systeme  (1902)  und  A.  Föppl,  Technische  Mechanik  4  (1909);  €  (1910).  — 
Als  umfassendstes  Speziaiwerk  der  Kreiselliteratur  ist  zu  nennen:  F.  Klein 
und  A.  Sommerfeld,  Über  die  Theorie  des  Kreisels,  I/IV,  1897—1910 
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welches  auch  die  Anwendungen  ausgiebig  berücksichtigt  und  fast  zu  allen 
in  unserem  Buche  behandelten  Fragen  weitere  Auskunft  gibt.  —  Als  kürzeres 
Kxeiselwerk  aus  neuester  Zeit  ist  zu  nennen:  B.  Grammel,  Der  Kreisel 
imd  seine  technischen  Anwendungen  (1920)  sowie  die  knappe  Mono- 
graphie :  H.  L  o  r  e  n  z ,  Technische  Anwendungen  der  Kreiselbewegung  (1920). 
—  Die  Werke  Klein  -  Sommerfeld  und  Grammel  sind  durch  reiche 
Literaturangaben  besonders  wertvoll. 

§  78.  Fl&chensatz  und  Kreiseiwirkungsgesetz. 

"«)  Vgl.  Klein -Sommerfeld  IV,  S.  771f. 

"»)  Vgl.  Klein -Sommerfeld  IV,  S.  916f, 

^'^*)  Eine  ausführliche  Theorie  der  Kollergänge  gibt  E.  Grammel, 
Kurvenkreisel  und  Kollergang.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1917,  S.  572, 
von  wo  auch  unser  Zahlenbeispiel  entstammt. 

^*^)  Der  Einfluß  der  Reibung  bei  der  Kreiselbewegung  ist  ausführlich 
berücksichtigt  bei  Klein- Sommerfeld,  III,  A.  Föppl,  Bd.  VI. 

^'*)  Ausführlich  handelt  über  die  Theorie  der  Geschoßbewegung: 
C.  Cranz,  Lehrbuch  der  Ballistik  Bd.  I  (1910). 

1")  Vgl.  hierzu  Klein  -  Sommerfeld,  Bd.  IV,  S.  863f.  und  R.  Gram- 
mel. 

I  75.  Die  Stabilität  der  krftftefrelen  Bewegung  eines  starren  Körpers 

um  seinen  Schwerpunkt. 

128^  Beschrieben  nach  Angaben  von  L.  Prandtl  bei  F.  Pfeiffer, 
Experimente  mit  dem  Prandtlschen  Kreiselapparat.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  €•,  337  (1912). 

I  76.  Integration  der  Eulerschen  DIfferentlalglelehungen« 

^'^^)  Ein  elegantes  Integrationsverfahren  für  die  Eulerschen  Gleichungen 
(nach  G.  Kirchhoff)  gibt  R.  Grammel,  Der  Kreisel,  S.  45f.  Auch 
R.  Fricke,  Analytisch-funktionentheoretische  Vorlesungen,  Teubner, 
Leipzig  1900,  S.  331  ist  zu  beachten. 

§  81.  Die  allgemeine  Bewegung  des  Eugelkreisels. 

ISO)  Das  Folgende  schließt  sich  in  figürlicher  Hinsicht  an  Klein- 
Sommerfeld,  Bd.  II,  an.  Die  Figuren  218,  225,  228  mit  den  zugehörigen 
Schlußfolgerungen  sind  neu. 

§  82.  Die  Präsessionsbewegung  der  Erde. 

^'^)  Die  astronomische  Anwendung  der  Kreiseltheorie  auf  die  Erd-  und 
Monddrehung  behandelt  ausführlich  Klein  -  Sommerfeld,  Bd.  III, 
S.  633  f. 

^'^^)  J.  Bauschi nger,  Bestimmung  und  Zusammenhang  der  astro- 
nomischen Konstanten.    Enzykl.  d.  math.  Wiss.  VI,  2,  (1919),  844. 
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§  88.  Kreiselstabilislernng  Ton  Fahrzeugen. 

"2)  Siehe  §  73,  e  und  Anm.  "•). 

^^^)  Die  Erfindung  Schlicks  ist  beschrieben  in  Trans.  Nav.  Arch.  4€ 
(1904).  Über  einschlägige  Versuche  berichtet  0.  Schlick,  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1906,  S.  1466  u.  1929.  Die  Grundlegung  der  Theorie  erfolgte 
durch  H.  Lorenz,  Phys.  2^itschr.  5  (1904)  und  A.  Föppl,  Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ing.  1904,  S.  478  u.  983.  Theoretisch  weiter  bedeutsam  ist  die 
Untersuchung  von  F.  Noether  bei  Klein  -  Sommerfeld,  Bd.  III,  §  5 — 8. 

"*)  Siehe  §  121. 

^")  Zur  Einschienenbahn  vgl.  auch  R.  Grammel,  S.  316 f. 

^'•)  Eine  ausführlichere  Theorie  des  Geradlauf apparates  bietet  Klein- 
Sommerfeld,  Bd.  4,  S.  782. 

^'')  Eine  umfassendere  Untersuchung  des  Howelltorpedos  mit  etwa 
demselben  Gesamtergebnis  der  Beurteilung  des  Torpedos  ist  zu  finden  bei 
R.  Grammel,  S.  311f. 

Berichtigung:  Auf  S.  393,  Zeile  13  v.  o.  muß  es  statt  533 
heißen:  236. 

§  S4.  Der  Kreisel  als  örtliches  Orientierungsinstrument. 

138J  Vgl.  ZU  den  Orientierungsfragen  weiter  Klein  -  Sommerfeld, 
Bd.  IV,  R.  Grammel,  H.  Lorenz. 

^'•)  Eine  ausführliche  Beschreibung  des  Drexler-Steuerzeigers  ist  ent- 
halten in  Flugsport  1920,  S.  104,  welchem  Aufsatz  auch  unsere  Figuren  244 
und  246  entstammen. 

§  85.  Der  Kompaßkreisel. 

^*®)  L.  Foucault,  Sur  une  nouvelle  d6monstration  experimentale  du 
mouvement  de  la  Terre.  C.  R.  35  (1852),  421.  Sur  les  ph6nom6nes  d'ori- 
entation  des  corps  toumants  entraineö  par  une  axe  fixe  a  la  surfaee  de 
la  Terre-Nouveaux  signes  sensibles  du  mouvement  diurne.  C.  R.  3S  (1852), 
524. 

***)  H.  Anschütz  -  Kämpfe,  Jahrbuch  der  Schiffbau  techn.  Gesell- 
schaft 10  (1909),  352.  —  M.  Schuler,  ebenda,  561.  —  0.  Martienssen, 
DieTheorie  des  Kreiselkompaases.  Z.  f.  Instrk.  3t  (1912),  301.  —  H. Use ner. 
Der  Kreisel  als  Richtungsweiser.    München  1917. 

^**)  R.  Grammel,  Der  Kreisel  und  seine  technischen  Anwendungen. 
Braunschweig  1920,  S.  265f. 

^")  M.  Schuler,  Der  Kreiselkompaß.  Lehrbuch  für  den  Unterricht 
in  der  Navigation  an  der  Kaiserlichen  Marineschule  (Hrsg.  vom  Reichs- 
marineamt).   Berlin  1917    (Mittler  &  Sohn).    Teil  V. 

^**)  O.  Martienssen,  Ein  neuer  Kreiselkompaß.  Z.  f.  Instrk.  39 
(1919),  165. 

§  86.  Vektorielle  Behandlung  der  Kreiselbewegung. 

145)  Wegen  ausführlicherer  Darstellung  der  Vektormethode  beim  Kreisel 
siehe  A.  Föppl,  Technische  Mechanik,  Bd.  IV  (1909)  und  VI  (1910). 
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§  87.  Saltensehwin^ngen. 

1«)  Berl.  Hist.  1747,  214;  1750,  3ö6. 

1«)  Berl.  Hist.  1753,  147. 

^^)  Vgl.  zu  den  musikalischen  Anwendungen  der  Saitenschwingungen: 
H.  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  5.  A.,  1896.  —  Femer 
über  Töne  gestrichener  Saiten:  A.  Krigar  -  Menzel  und  A.  Kaps,  Wied. 
Ann.  44  (1891),  623.  —  Über  gezupfte  Saiten:  Dieselben,  Wied.  Ann.  50 
(1893),  444.  —  Über  geschlagene  Saiten:  W.  Kaufmann,  Diss.  Berlin  1896. 

§  88«  Membransehwingungen. 

^**)  Über  die  Klangfiguren  siehe  E.  Fr.  Chladni,  Entdeckungen  über 
die  Theorie  des  Klangs.    Leipzig  1787.  —  Die  Akustik.    Leipzig  1802. 

"'•)  Näheres  über  Besselsche  Funktionen  siehe  P.  Schafheitlin, 
Die  Theorie  der  Bessel  sehen  Funktionen.    Leipzig  und  Berlin  1908. 

^***»)  Näheres  über  die  Bessal  sehen  Funktionen  zweiter  Art  siehe  a.  a.  O., 
Anm.  149  a  und  Jahnke  und  Em  de,  Funktionentafeln  und  Kurven, 
loeipzig  und  Berlin  1908. 

^^)  Membranen  für  deutUchste  Sprachreproduktion:  E.  Wiersch, 
Ann.  d.  Phys.  11  (1905),  999.  —  Kesselpauke:  L.  Euler,  De  motu  vibratorio 
tympanorum  1766.  J.  W.  Rayleigh,  Phil.  Mag.  T  (1879),  149.  —  Trommel- 
fell: H.  V.  Helmholtz,  Pflügers  Archiv  1  (1869),  1.  —  Membrana  basilaris: 
H.  V.  Helmholtz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  5.  A.  1896, 
240,  643. 

§  89.  Plattenschwingungen. 

1")  P.  Melde,  Wied.  Ann.  €€  (1898),  767. 

"2)  M.  Wien,  Ann.  d.  Phys.  4  (1901),  450  (Telephonplatte).  — 
F.  Weber,  Die  Besonanz  des  Klaviers.    1913. 

§  90«  Stabschwingungen. 

^")  J.  W.  Rayleigh,  Theorie  des  SohaUes.  Übers,  v.  Neesen.  2  Bde. 
1880. 

§  91.  Erschütterungen  Ton  Leuchttürmen. 

^^*)  C.  Ribi  ^re,  Phares  et  signauz  maritimes.    Paris  1908. 

§  92.  Die  SchitfsTibratlonen. 

***)  Literatur  über  Schiffsvibrationen:  S.  D.  Taylor,  Die  Ursachen  der 
Schwingungen  von  Schraubenschiffen.  Joum.  Am.  Soc.  Nav.  Eng.  3  (1891). 
—  O.  Schlick,  Über  die  Mittel  zur  Beseitigung  der  Vibrationen  von 
Dampfern.  Hamburg  1894.  —  Die  Untersuchung  der  Vibrationserschei- 
nungen von  Dampfern.  Leipzig  1903.  —  O.  Berling,  Schiffsschwingungen, 
ihre  Ursachen  und  Kritik  der  Mittel  zu  ihrer  Verhinderung.  Z.  d.  V.  d.  J. 
1899, 981.  — A.  Kriloff,  Über  die  erzwungenen  Schwingungen  von  gleich- 
förmigen elastischen  Stäben.  Math.  Ann.  «1  (1905),  211.  —  W.  Hort,  Diff.- 
Gleiohungen  des  Ingenieurs.    2.  A.  1922. 

Hort,  ächwingungslelire.    2.  Aufl.  ^I 
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^^)  L.  G  lim  bei,  Ebene  TransverealBchwingungen  freier  stabförmiger 
Körper  mit  variablem  Querschnitt.    Jahrb.  Schiffb.  Ges.  t  (1901),  211. 

"')  A.Kriloff  und  C.H.  Müller,  Die  Vibrationen  des  Schiffes.  Encycl. 
d.  Math.  Wiss.  Bd.  IV,  3;  617  (1907). 

§  98«  Schwingungen  von  Brücken  und  Fachwerken« 

'^)  Literatur  über  Brückenschwingungen:  F.  Steiner,  Grundformeln 
schwingender  Brücken.  Z.  öst.  Ing.  Arch.  V.  44  (1892),  113.  (Hier  auch 
einiges  über  Schwingungsbeobachtungen  bzw.  Messungen).  —  Fr.  Enges- 
ser, Über  die  Schwingungsdauer  eiserner  Brücken.  Z.  öst.  Ing.  Arch.  V.  44 
(1892),  386,  671.  —  Deslandres,  Ann.  Fonts.  Chause.  (7)  4  (1892),  766. 
—  Souleyre,  Ann.  Pont.  Chauss.  18  (1889),  II,  341—441.  —  Glauser, 
Zentr.  Bauverw.  1892,  169,  199,  216.  —  Glauser,  Glasers  Ann.  1894, 
66 — 69.  —  H.  Salier,  Einfluß  bewegter  Last  auf  Eisenbahnoberbau  und 
Brücken.    Berlin  1921. 

^^)  G.  G.  Stokes,  Discussion  of  a  Differential  Equation  relating  to 
the  Breaking  of  Bailway,  Bridges.  Trans.  Cambr.  Ph.  Soc.  VIII  (1849), 
707.  —  Math.  Phys.  Pap.  (1883),  Vol.  H,  178. 

^*°)  H.Zimmermann,  Schwingungen  eines  Trägers  mit  bewegter  Last. 
BerUn  1896. 

^•^)  M.  Radakovic,  Über  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Ein- 
wirkimg einer  Kraft  mit  wanderndem  Angriffspunkt.  Wien.  Ber.  8,  IIa 
(1899),  577. 

"2)  H.  Reissner,  Zur  Dynamik  der  Fachwerke.  Z.  f.  Bauw.  4S  (1899), 
478. 

^^')  H.  Reissner,  Schwingungsaufgaben  aus  der  Theorie  des  Faoh- 
werks.    Z.  f.  Batiw.  53  (1903),  136. 

IM)  E.  Pohlhausen,  Berechnung  der  Eigenschwingungen  statisch 
bestimmter  Fachwerke.    Z.  Ans.  Math.  Mech.  1  (1911),  28. 

§  94,  Wellenschwingungen  mit  Eigenmasse  und  innerer  und  äofterer 

Dämpfung. 

iw)  Weitere  Ausführungen  zu  diesem  Abschnitte  findet  man  bei 
H.  Holzer,  Die  Berechnung  der  Drehschwingungen.  Berlin,  J.  Springer, 
1921. 

§  95.   Die  Kraftfeldansätze  bei  Wellenschwingungen. 

^•*)  Eine  Übersicht  über  die  vorÜegenden  Ergebnisse  imd  Problemstel- 
lungen bietet  der  Bericht  von  Th.  v.  Kar  man  und  L.  Föppl,  Physika- 
Usche  Grundlagen  der  Festigkeitslehre.  Encycl.  d.  Math.  Wiss.  Bd.  IV, 
31  (1904). 

^^^)  Vgl«  hierzu  die  Zusammenfassungen:  L.  Gümbel,  Der  heutige 
Stand  der  Schmierungsfrage.  Forschungsarb.  V.  d.  I.  Nr.  224  (1920).  — 
A.  Sommerfeld,  Zur  Theorie  der  Schmiermittelreibung.  Z.  f.  techn. 
Physik  %  (1921),  68  und  89. 

^^)  Ausführhch  wird  die  Frage  der  Stöße  bei  Maschinen  behandelt 
von:  F.  Dohne,  Über  Druckwechsel  und  Stöfie  bei  Maschinen  mit  Kurbel- 
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trieb.  Forschungsarb.  Nr.  118  (1912).  —  H.  Polster,  Untersuchung  der 
Druckwechsel  und  Stöße  im  Kurbelgetriebe  von  Kolbenmaschinen.  For- 
schungsarb. Nr.  172/73  (1915). 

i")  A.  Stodola,  Die  Dampfturbine.    4.  A.    1910.    S.  120. 

"®)  H.  Frahm,  Neue  Untersuchungen  über  Wellenschwingungen. 
Z.  d.  V.  d.  I.  1902,  779,  886. 

§  96.  Schwingungen  Ton  zylindrischen  Schraubenfedern» 

^^^)  Literatur:  J.  Magg,  Schwingungserscheinungen  in  zylindrischen 
Schraubenfedem  und  die  Gesetze  des  Schiagens  der  Ventile.  Verh.  Ges. 
Bef.  Gew.  Tl.  »1  (1912),  480.  —  P.  Fröhlich,  Die  dynamischen  Vorgänge 
in  zyhndrischen  Schraubenfedem  mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
Massendruck  -  Kompensatoren.  Z.  f.  Math.  Phys.  5€  (1908),  379.  — 
C.  Fischer,  Die  Schraubenfeder.  Mitt.  Preuß.  Haupt.  St.  Nat.  Wiss.  Unterr. 
I  (1920),  78.  —  J.  Magg,  Die  Steuerungen  der  Verbrennungskraftmaschinen. 
J.  Springer,  Berlin  1914. 

§  97.  Seil-  und  Kettenschwingungen. 

"^)  Weitere  Ausführungen  über  Kettenschwingungen  finden  sich  in 
£.  J.  Routh,  Die  Dynamik  dejr  Systeme  starrer  Körper  II,  1898,  S.  574 f.  — 
Eine  Anwendung  findet  die  Seilschwingungstheorie  im  Fördermaschinen- 
betriebe, worüber  ausgiebiges  Versuchsmaterial  beigebracht  wird  von 
£.  Jahn ke  und  G.  Keinathin  dem  Bericht:  Zur  Überwachung  von  Schacht 
und  Fördermaschine  während  der  Betriebsfahrt.  Z.  f.  d.  Berg-,  Hütten- 
und  Salinenwesen  im  Preuß.  Staate  1921. 

§  98.  Die  Eulerschen  Difterentiaigleichungen  der  Flüssigkeitsbewegung. 

^^^)  Ausführlicheres  über  die  Anwendimg  der  Eulerschen  Gleichungen 
bei  A.  Föppl,  Techn.  Mechanik  VI,  1910.  —  H.  Lorenz,  Technische 
Hydromechanik  1910.  —  Riemann -Weber,  Partielle  Differentialglei- 
chimgen  II,  1901. 

§  99.  Wellenbewegung  bei  Wirbeifreiheit. 

^'^)  Vgl.  zur  DarsteUung  dieses  Paragraphen:  G.  Jager,  Theoret. 
Physik  I,  1906,  und  H.  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  1907,  deutsch 
von  J.  Friedel. 

§  100.  Die  Lagrangeschen  Differentialgleichungen  der  Flüssigkeits- 
bewegung« 

^^^)  Die  Lagrangeschen  hydrodynamischen  Gleichungen  werden  als 
Untersuchungsmittel  besonders  benutzt  bei  Bie mann -Weber,  Die  par- 
tiellen Differentialgleichungen  der  math.  Physik  Ü,  1901. 

§  101*  Weilen  auf  dem  Meere  und  in  Kanälen. 

^^*)  Die  vorstehend  entwickelte  Theorie  stammt  von  F.  J.  v.  Gerstner 
[Theorie  der  Wellen,  Ann.  d.  Phys.  tZ  (1809)]  und  wurde  spater  von  W.  J.  M. 
Bankine  (On  the  Exact  Form  of  Wawes  near  the  Surfaoe  of  Deep  Water: 

51* 
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Phil.  Trans.  1863)  neu  aufgefunden.  Obwolil  sie  wegen  der  im  Text  er- 
wähnten physikalischen  Schwierigkeit  heute  besser  durch  andere  Theorien 
zu  ersetzen  ist  (vgl.  §  99),  so  bildet  sie  doch  noch  häufig  einen  Bestandteil 
der  hydrodynamischen  Lehrbücher»  so  z.  B.  bei  A.  Föppl  und  H.  Lamb 
(Anm.  173). 

*'••)  Die  Theorie  der  Kanal  wellen  geht  besonders  zurück  auf  eine  um- 
fangreiche Abhandlung  von  J.  V.  Boussinesq,  Essai  sur  la  th^rie  des 
eaux  courants.  Paris.  M6m.  pr6s.  par  div.  sav.  t3,  t4  (1877).  —  Kürzere 
neuere  Darstellungen  finden  sich  bei  Ph.  Forchheimer,  Hydraulik  1914, 
H.  Lamb  (Ann.  174)  und  H.  Lorenz,  Technische  Hydromechanik  1910.  — 
Eine  experimentelle  Studie  eines  Spezialproblems  aus  neuester  Zeit  bietet 

E,  Fei  fei,  Veränd.  Strömung  in  offenen  Gerinnen  usw.  Forschungsarb. 
Nr.  205  (1918). 

§  102.  Stabilitätsuiitorsuchuiig  bei  einer  Wirbelbewegung. 

^")  Literatur:  Th.  v.  Kar  man.  Über  den  Mechanismus  des  Wider- 
stands, den  ein  bewegter  Körper  in  einer  Flüssigkeit  erfährt.  Gott.  Nachr. 
1911,  507,  und  1912, 547.  —  Th.  v.  Karman  und  H.  Rubach,  Über  den 
Mechanismus  des  Flüssigkeits-  und  Luftwiderstands.   Phys.  Z.  1912,  49.  — 

F.  Pfeiffer,  Theorien  des  Fltissigkeitswidei-standes.  Jahresber.  d.  Math. 
Vergg.  tt  ( 1913),  113.  —  Andere  Wirbelbewegungen  behandeln :  L.  Fö  p  pl, 
Wirbelbewegung  hinter  einem  Kreiszylinder.  Münch.  Ber.  1913.  —  M.  La  - 
gally ,  Über  die  Bewegung  einzelner  Wirbel  in  einer  strömenden  Flüssigkeit. 
Münch.  Ber.  1914. 

§  108.  Schwingungen  von  Flüssigkeiten  in  Leitungen  und  Gefäfien. 

^'®)  Über  die  Schwingungen  in  Leitungen  und  Gefäßen  gibt  es  seit 
J.  Newton  eine  ausgedehnte  Literatur,  über  die  ausführlich  bei  Ph.  Forch  - 
heim  er  (Anm.  176  a)  berichtet  ist. 

§  104.  Schwingungen  bei  hydraulischen  Maschinen« 

"•)  Allg.  Literatur:  H.  Lorenz,  Technische  Hydromechanik  1910, 
S.  146.  —  A.  Utard,  Dinglers  polyt.  Joum.  ZU  (1909),  401.  —  Literatur 
zu  Ziff.  2:  A.  Stodola,  Schweiz.  Bauzeitung  ««(1893),  113,  und  A3  (1894), 
108.  —  A.  Ra tea u ,  Trait6  des  turbomachines.  Paris  1900, 240.  —  E.  Feifei, 
(Anm.  176a).  —  R.  Dubs  und  V.  Bataillard,  Allg.  Theorie  der  ver- 
änderlichen Bewegung  in  Rohrleitungen  von  L.  Allievi.  Berün  1909.  — 
Literatur  zu  Ziff.  3:  A.  Gramberg,  Wirkungsweise  und  Berechnung  der 
Windkessel  der  Kolbenpumpen.  Forschungsarb.  Nr.  129  (1912).  —  Li- 
teratur zu  Ziff.  4:  A.  Rasch  und  F.  Bauwens,  Die  Kraftübertragungs- 
anlagen der  RurtalsperrengeseUschaft.    Z.  d.  V.  d.  I.  5t  (1908),  609. 

§  105.   Schaii  Im  freien  Raum.    Hörbarkeit  von  Tönen. 

*^)  R.  Ladenburg  und  E.  v.  Angerer,  Über  die  Ausbreitung  des 
Schalles  in  der  freien  Atmosphäre.  Privatdruck  der  ehemaUgen  Preußischen 
Artillerieprüfungskommission.    Berlin  1918. 

^®^)  M.  Wien,  Über  die  Empfindlichkeit  des  menschUchen  Ohres  für 
Töne  verschiedener  Höhe.    Phys.  Z.  3  (1902);  4  (1903),  71.' 
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§  106*   Dämpfang  Ton  Setaallwellen  im  freien  Raum. 

***)  A.  Winkelmann,  Handbuch  der  Physik  II.  F.  Auerbach ,  Akustik. 
8.494(1909). 

^^)  E.  Allard,  Memoire  sur  la  port^  des  sons  et  sur  les  charactdres  k 
attribuer  aux  signaux  sonores.    Paris  1882.    C.  K.  95  (1882),  1062. 

^")  C.  Ribidre,  Phares  et  Signaux  Maritimes.    Paris  1908. 

***)  H.  Barkhausen  und  H.  Lichte,  Quantitative  Unterwasserschall- 
versuche.   Ann.  d.  Phys.  IV.  62  (1920),  486. 

^^)  Weitere  Literatur:  R.  Berger,  Über  die  Schalldurchlässigkeit. 
Diss.   München  1911.    -r   F.    Weisbach,     Bauakustik.      Berlin     1913. 

—  R.  Ottenstein,  Über  den  Schutz  gegen  Schall  und  Erschütterungen. 
Beihefte  z.  Gesundheitsingenieur,  Reihe  2,  H.  1.  München  und  Berlin  1910. 

—  Rayleigh,  Theorie  des  Schalles,    t,  104,  Braunschweig  1881. 

I  107.  Probleme  der  Banakustik« 

^')  P,  Drude,  über  die  Reflexion  und  Brechung  von  Schallwellen 
an  der  Grenze  zweier  isotroper,  mit  innerer  Reibung  behafteter  Medien. 
Wied.  Ann.  41  (1890),  769. 

^  F.  Weisbach,  Bauakustik.  Schutz  gegen  Schall  und  Erschütterun- 
gen. Berlin  1913.  —  R.  Ottenstein,  Über  den  Schutz  gegen  Schall  imd  Er- 
schütterungen. Beihefte  z.  Gesundheitsingenieur,  Reihe  2,  H.  1.  München 
und  Berlin  1916.  —  R.  Berger,  Über  die  Schalldurchlässigkeit.  Diss.  Mün- 
chen 1911.  —  E.  Michel,  Hörsamkeit  großer  Räume.  Braunschweig  1921. 

§  108.  Theorie  der  PfeUentöne. 

^^)  H.  V.  Helmholtz,  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit 
offenen  Enden.  Grelle  J.  57  (1860),  1.  —  A.  Kai  ahne,  Grundzüge  der  ma- 
thematisch-physikalischen Akustik.  I,  IL   Leipzig  und  Berlin  1913. 

^^)  Über  die  Erregung  von  Pfeifentönen  durch  Anblasen  siehe  Hand- 
buch der  Physik  von  A.Winkel  mann.  2.  Aufl.,  II:  F.  Auerbach,  Akustik. 
S.  432f.  (1909),  sowie  unsere  Darstellung  in  §  122. 

Berichtigung:  Auf  S.  674,  Zeile  5  v.  o.  muß  es  statt  Adiabetische 
heißen:  Adiabatische. 

i  109.   Schwingungen  Ton  Gasen  in  den  Rohrieitangen  von  Kolben- 

maseliinen« 

^^)  W.  Borth,  Schwingungs-  und  Resonanzerscheinungen  in  den  Rohr- 
leitungen von  Kolbengebläaen.    Z.  d.  V.  d.  I.  1916,  S.  565,  591,  611. 

"•)  P.  Voissel,  Resonanzerscheinungen  in  der  Saugleitung  von  Kom- 
pressoren und  Gasmotoren.  Mitt.  üb.  Forsch.arb.  H.  106  (1911),  Z.  1912, 
S.  720. 

"')  Weitere  Literattu*:  E.  W.  Koester,  Luftkompreesoren.  Z.  d.  V.  d.  I. 
1904,  S.  109.   —   H.  Baer  und   H.  Bonte,    Erfahrungen  im  Bau  und 
Betriebe  von  Gebläsen.    Z.  d.  V.  d.  I.  1906,   S.  1,  53.  —  A.  Gramberg,. 
Wirkungsweise  und  Berechnung  der  Windkessel  von  Kolbenpumpen.  Mitt. 
üb.  Forsckarb.  H.  129  (1911),  Z.  1911,  S.  842. 
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8  110.   Luftwellen  mit  endlieher  Schwingungsweite. 

^•*)  B.  Riemann,  Über  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  end- 
licher Schwingungsweite.  Gott.  Nachr.  1860.  Ges.  Werke.  2.  Aufl.  1892, 157. 

—  R.  H.  Weber  und  R.  Gans,  Repertorium  der  Physik.  L  1  (1906),  387. 
^®*)  W.  Wolf  f ,  Über  die  bei  Explosionen  in  der  Luft  eingeleiteten  Vor- 
gänge.   Ann.  d.  Phys.  N.  F.  «S,  329. 

1»«)  Weitere  Literatur  zur  Fortpflanzung  von  Verdichtungsstößen: 
J.  Hadamard,  Le9ons  sur  la  propagation  des  ondes  et  les  6quations  de 
rhydrodynamique.  Paris  1903.  —  G.  Zemplen,  Über  unstetige  Bewegungen 
in  Flüssigkeiten.  Enzykl.  d.  Math.  IV,  (3),  (1905),  281.  —  R.  Rüdenberg, 
Über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  Lnpulsstärke  von  Verdich- 
tungsstößen.   Artillerist.  Monatshefte  Nr.  113,  Maiheft  1916. 

^'^)  Den  eigentUchen  Explosionsvorgang  behandeln:  H.  Brunswig, 
Die  Explosivstoffe.  Leipzig  1903.  —  H.  Lorenz,  Die  mechanische  Wirkung 
der  Treibmittel  im  Rohr.  Artillerist.  Monatshefte  Nr.  129,  Sept.-Heft  1917. 

—  Vgl.  hierzu  auch  die  ausführlich  bei  Rüdenberg  genannte  Literatur. 

§  lll,    Gasströmungen  mit  Übersehailgesehwindigkeitt 

^*^)  H.  Lorenz,  Die  stationäre  Strömung  von  Gasen  durch  Rohre  mit 
veränderlichem  Querschnitt.  Phys.  Z.  4  (1903),  333.  —  H.  Lorenz,  Die 
stationäre  Strömung  von  Gasen  imd  Dämpfen  dureh  Rohre  mit  veränder- 
lichem Querschnitt.  Z.  d.  V.  d.  I.  4T  (1903),  1600.  —  L.  Prandtl,  Beiträge 
zur  Theorie  der  Dampfströmung  durch  Düsen.  Z.  d.  V.  d.  I.  48  (1904),  348. 

^^)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen  und  die  Aussichten  der  Wärmekraft- 
maschinen.   Z.  d.  V.  d.  I.  4T  (1903),  1. 

^  L.  Prandtl,  Neue  Untersuchungen  über  die  strömende  Bewegung 
der  Ga^  und  Dämpfe.   Phys.  Z.  8  (1907),  23. 

**^)  Vgl.  hierzu  auch:  Th.  Meyer,  Über  zweidimensionale  Bewegungs- 
vorgänge in  einem  Gas,  welches  mit  ÜberschaUgesohwindigkeit  strömt. 
Forsch.arb.  H.  62,  1908,  und  E.  Magin,  Optische  Untersuchung  über  den 
Ausfluß  von  Luft  durch  eine  Lavoldüse.    Forsch.arb.  H.  62,  1908. 

'^)  Zuerst  beobachtet  von:  R.  Emden,  Ausströmungserscheinungen 
permanenter  Gase.    Wied.  Ann.  N.  F.  «9  (1899),  264,  426. 

2®*)  L.  Prandtl,  Über  die  stationären  Wellen  in  einem  Gasstrahl. 
Phys.  Z.  5  (1904),  599. 

§  112*    Beurteilung  von  StabUitätsf ragen  mit  Hüle  der  elektrischen 

Charakteristiken* 

**^*)  W.  Kaufmann:  Elektrodynamische  Eigentümlichkeiten  leitender 
Gase.    Ann.  d.  Phys.  (4)  %  (1900),  158. 

§  118.    Die  mechanische  Charakteristik  und  ihr  Stabilitätskriterium. 

"*)  Vgl.  zum  folgenden  H.  Busch:  Stabilität,  Labilität  und  Pende- 
lungen in  der  Elektrotechnik.    Leipzig  1913. 
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§  114.    Das  Pendeln  parallel  gescbalteter  Wechselstrommasehinen« 

'<^*)  Procöd^  Hutin  et  Leblanc  poxir  la  Synchronisation  des altema- 
teurs.  Lum.  ^ectr.  46  (1892),  601,  651. 

M")  S.  Anm.  206. 

*®*)  Arbeiten  und  Bemerkungen  von  Görges:  ETZ.  1900,  192;  1902, 
1063;  1903,  378,  676,  1023. 

***»)  Arbeiten  und  Bemerkungen  von  Rosenberg:  ETZ.  1902,  426; 
1903,  761,  857,  1024. 

*^**)  A.  Sommerfeld:  Das  Pendehi  parallel  geschalteter  Maschinen. 
E.  T.  Z.  1904  H.  14/16. 

'^^)  A.  Föppl:  Das  Pendeln  parallel  geschalteter  Maschinen. 
E.  T.  Z.  1902,  H.  4. 

'^^)  Durch  das  Verfahren  der  sukzessiven  Näherungen  wäre  es  möglich, 
eine  Fourierentwicklung  für  ^  zu  gewinnen.    VgL  hierzu  §  140. 

>^3)  Mit  der  Berechnung  derartiger  Dämpferwicklungen  beschäftigen 
sich:  P.  Boucherot:  Amortissement  et  amortisseurs  des  altemateurs. 
Lum.  6L  t4  (1913),  167,  und  M.  Liwschitz:  Entwurf  der  Dämpferwick- 
lung einer  Mehrphasen-Synchronmaschine  im  Parallelbetrieb.  Arch.  f.  El. 
!•  (1921),  96. 

21*)  Neuere  Literatur:  C.  Feldmann  und  W.  Nobel:  Kritische  Unter- 
suchung über  das  Pendeln  synchroner  Maschinen.  Arch.  f.  El.  1  (1912). 
291.  —  G.  Benisch ke:  Der  Parallelbetrieb  von  Wechselstrommaschinen. 
2.  Aufl.  Braunschweig  1918.  —  L.  Dreyfus:  Zxir  Theorie  des  Parallel- 
betriebes von  Synchronmaschinen.    Arch.  f.  El.  8  (1919),  132. 

§  115*  Synchrone  Übertragung  von  Bewegungen. 

115)  Vgl.  hierzu  W.  Hort:  Zur  Dynamik  synchroner  Bewegungsüber- 
tragungen.   Dinglers  Polyt.  Joum.  33t  (1917),  297. 

*^*)  Über  praktische  Ausführungen  vgl.  A.  Stauch:  Über  den  elek- 
trischen Antrieb  des  Schiffssteuers.    Schiffbau  1908. 

§  116.    Schallsender  und  Schallempfängen 

*^')  Zur  Theorie  des  Telephons  vgl.  H.  Poincare:  L'eclairage  electrique 
%%  (1907),  221.  —  W.  Hahne  mann  und  H.  Hecht:  Eine  Theorie  des 
Telephons.  Ann.  d.  Phys.,  IV.  F.  63,  (1920),  57.  -  W.  Hahnemann  und 
H.  Hecht:  Der  mechanische  akustische  Aufbau  eines  Telephons.  Ann.  d. 
Phys.,  IV.  F.,  %%  (1919),  464. 

'^^)  H.  Carsten:  Bemerkungen  zur  experimentellen  Untersuchung 
von  Telephonen.  Phys.  Z.  t%  (1921),  501.  —  Ders.:  Leistungsmessungen 
an  Telephonen.  Z.  f.  techn.  Phys.  t  (1921),  312.  —  Über  andere  Messungen 
siehe:  Manne  Siegbahn:  Untersuchung  über  die  Schwingungen  von  Tele- 
phonmembranen. I.  Ann.  d.  Ph3rs.  (4)  4t  (1913),  689.  IL  Ann.  d.  Phvs. 
(4)  46  (1915),  278. 

•^•)  In  den  zu  Anm.  **')  genannten  Arbeiten. 

'*®)  Über  die  Einrichtung  und  Wirkung  der  Unterwasserschallsender 
handeln  ausführlich:  A.  du  Bois  -  Reymond,  W.  Hahnemann  und 
H.  Hecht:  Entwicklung,  Wirkung  und  Leistung  des  elektromagnetisch 
erregten  Unterwasserschallsenders  nach  dem  Telephonprinzip.   Z.  f.  techn 
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Phys.  %  (1921),  1.  —  H.  Lichte:  Elektromagnetische  Schallsender.  Z.  f. 
techn.  Phys.  %  (1921),  12.  ~  W.  Hahnemann  und  H.  Hecht:  Schall- 
geber und  Schallempfänger.  Phy.  Z.  %%  (1919),  104,  245;  «1  (1920),  26, 
426.  —  H.  Hecht:  Über  technische  Akustik  mit  besonderer  Berücksichti- 
gung des  Unterwasserschallwesens.    Z.  f.  techn.  Phys.  %  (1921),  266. 

^^^)  W.  Hahnemann  imd  H.  Hecht:  Schallfelder  und  Schallantennen. 
Phys.  Z.  IT  (1916),  601;  18  (1917),  261. 

-**)  W.  Hahnemann  und  H.  Hecht:  Die  Grundform  des  mechanisch- 
akustischen Schwingungskörpers.    (Der  Tonpilz.)   Phys.  Z,  %t  (1920),  187. 

**')  H.  Gerdien  und  H.  Riegger:  Ein  akustischer  Schwinger.  Wiss. 
Veröff.  a.  d.  Siemens-Konzern  I,  1  (1920),  137.  —  K.  Boedeker  und 
H.  Riegger:  Über  Bau  und  Anwendungen  eines  mechanischen  Schwingers. 
Ebenda  141.  —  H.  Gerdien:  Über  einen  akustischen  Schwinger.  Z.  f. 
techn.  Phys.  3  (1922),  40. 

§  117.   Freie  nngedämpfte  Koppelschwingiingen« 

^^*)  M.  Wien:  Über  die  Rückwirkimg  eines  resonierenden  Systems. 
Ann.  d.  Phys.  (N.  F.)  €1  (1897),  161.  —  Ders.:  Über  die  Verwendung  der 
Resonanz  in  der  drahtlosen  Telegraphie.   Ann.  d.  Phys.  (4)  8  (1902),  686. 

I  118«    Freie  gedämpfte  Koppelschwingungen. 

*'*)  P.  Drude:  Über  induktive  Erregung  zweier  elektrischer  Schwin- 
gungskreise mit  Anwendung  auf  Perioden-  und  Dämpfungsmessung,  Tesla- 
transformatoren  und  drahtlose  Telegraphie.  Ann.  d.  Phys.  (4)  13  (1904),  512. 

**•)  F.  Kiebitz:  Vollständige  Lösung  der  Differentialgleichungen 
zweier  magnetisch  gekoppelter  konstant  gedämpfter  elektrischer  Schwin- 
gungskreise. Ann.  d.  Phys.  40  (1913),  138.  —  G.  Glage  und  H.  Edler: 
Über  das  Ziehen  des  Zwischenkreisröhrensenders.  Arch.  f.  El.  9  (1920),  20. 
—  W.  Rogowsky:  Die  Dämpfungen  zweier  induktiv  gekoppelter  Sohwin- 
gungskreise.  I.  Vorherrschende  Kopplung.  Arch.  f.  El.  9  (1921),  427.  — 
F.  Harms:.  Die  Theorie  gekoppelter  Systeme  mit  Selbsterregung.  Ann. 
d.  Phys.  M  (1921),  25. 

Alle  diese  Untersuchungen  stehen  im  engen  Zusammenhang  mit  den 
Erscheinungen  selbsterregter  Schwingungen,  die  wir  in  Abschnitt  XVI 
noch  besonders  behandeln  werden.  Die  mannigfa<}hen  Beziehungen,  die  in 
dieser  Hinsicht  zwischen  mechanischen  und  elektrischen  Systemen  bestehen 
finden  eingehende  und  aufschlußreiche  Behandlung  bei  H.  Vogel:  Die 
Zungenpfeife  als  resonierendes  System  [Ann.  d.  Phys.  (4)  66  (1920),  247] 
und  H.  Vogel  und  M.  Wien:  Zungenpfeife  und  Röhrensender  [Ann.  d. 
Phys.  (4)  66  (1920),  649],  namentlich  in  bezug  auf  die  erwähnte  Erschei- 
nung des  „Ziehens". 

§  119«    Die  einwellige  BesonanKkunre« 

''^)  A.  Kalähne:  Grundzüge  der  mathematisch- physikalischen  Akustik. 
I.  IL    Berlin  und  Leipzig  1910-1913. 
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§  120*    Erzwungene  Koppelschwingungem 

"8)  Vgl.  Anm.  "4). 

'^")  J.  Zenneck:  Lehrbuch  der  drahtlosen  Telegraphie,  4.  Aufl.  1916» 
S.  168. 

230)  Q  Fischer:  Methoden  zur  getrennten  Untersuchung  gekoppelter 
Oszillatoren.    Ann.  d.  Phys.  (4)  1»  (1906),  182. 

§  121.    Anwendungen  der  Koppelungstheorie« 

'^^)  H.  Fr  ahm:  Neuartige  Schlingertanks  zur  Abdämpfung  von 
SchiffsroUbewegnngen  und  ihre  erfolgreiche  Anwendung  in  der  Praxis. 
Jb.  d.  Schiffbautechn.  Ges.  IS  (1911),  283.  —  F.  Hörn:  Theorie  des  Frahm- 
sehen  SchUngerdämpfimgstanks.    Ebenda,  453. 

2^*)  Nach  einem  von  Herrn  H.  Frah  m  zur  Verfügung  gestellten  Original- 
diagramm. 

^*')  P.  Zeeman:  Over  den  invloed  eener  magnetisatie  op  den  aard 
van  het  door  een  stuf  uitgezonden  licht.  Versl.  kon.  acad.  v.  wetensoh. 
Amsterdam,  Deel  V  (1896),  181,  242 

§•  122.    AUgemelne  Obersieht. 

"<)  H.  Barkhausen:  Das  Problem  der  Schwingungserzeugung  mit 
besonderer  Berücksichtigung  schneller  elektrischer  Schwingungen.  Leipzig 
1907.  —  Der 8.:  Artikel  „Schwingungserregung"  im  Handwörterbuch  der 
Naturwissenschaften.    Jena  1913. 

"*•)  Siehe  §  63. 

*3**)  Zum  genaueren  Studium  der  bei  Zungenpfeifen  auftretenden 
Schwingungen  vgl.  die  Anm.  **•)  zitierten  Arbeiten  von  H.  Vogel  und 
M.  Wien. 

2**)  V.  Hensen:  Die  Triebkraft  für  die  Tonschwingung  in  den  Labial-- 
pfeifen  und  die  Lamellentöne.  Ann.  d.  Phys.  t  (1900),  719.  —  Ders.: 
Darstellung  der  Lamellentöne.  Ebenda  4  (1901),  41.  —  Ders.:  Über  die 
Umwandlung  periodischer  Massenanhäufungen  in  akustisch  wirksame  Be- 
wegungen. Ebenda  16  (1905),  838.  —  Ders.:  Über  den  zur  Unterhaltung 
von  Tonschwingungen  notwendigen  Anstoß.  Ebenda  21  (1906),  781.  — 
Vgl.  auch  die  Darstellung  von  F.  Auerbach:  Artikel  „Akustik"  im  Hand- 
buch der  Physik  von  A.  Winkelmann,    2.  Aufl.    11  (1909),  S.  432f. 

§  128.    Bas  Pendeln  von  Gleichstrommotoren« 

^^•)  Literatur:  K.  Humburg:  Das  Pendeln  bei  Gleichstrommotoren 
mit  Wendepolen.  Berlin  1912.  -  H.  Busch:  Stabilität,  Labilität  und 
Pendelungen  in  der  Elektrotechnik.  Leipzig  1913.  —  M.  H  ah  nie:  Experi- 
mentelle Untersuchungen  am  pendebiden  Gleichstromnebenschlußmotor 
mit  Wendepolen.  Diss.  Stuttgart  1918.  —  W.  Otto:  Das  Pendebi  von 
Gleichstrom- Wendepolmotoren.    Arch.  f.  El.  9  (1921),  442. 

"')  Siehe  Hahnle:  Anm.  "•),  S.  115. 

"«)  Siehe  Busch:  Anm.  "•),  S.  197. 
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§  124.    Elektrische  Sehwingrungen  Im  Lichtbogen. 

"^)  Vgl  zum  folgenden  die  Arbeit  von  A.  Szarvassi:  Elektrodyna- 
miBche  Theorie  der  Lichtbogen-  und  Funkenentladung.  Ann.  d.  Ph3r8. 
(4)  4t  (1013),  1031. 

"®)  Mrs.  H.  Ayrton:  The  elektric  aro.  London  1903.  —  Vgl  auch 
B.  Monasch:  Der  elektrische  Lichtbogen.  Berlin  1004,  und  den  Artikel 
„Lichtbogenentladung"  von  H.  Th.  Simon  im  Handwörterbuch  der  Natur- 
wissenschaften Bd.  VI  (1912). 

"1)  Vgl.  Anm.  "4). 

'^')  W.  Dudell  hat  die  Erscheinung  des  schwingenden  Lichtbogens 
zuerst  besohrieben:  On  Rapid  variations  in  the  Current  through  the  Direct- 
Ourrent-Arc.  The  Elektrician4C  (1900),  269,  310.  Die  genauere  Erforschung 
verdankt  man:  H.  Th.  Simon  und  M.  Reich:  Über  die  Erzeugung  hoch- 
frequenter Wechselströme  und  ihre  Verwendung  in  der  drahtlosen  Tele- 
graphie.  Phys.  Zeitschr.  4  (1903),  364,  737.  —  H.  Th.  Simon:  Zur  Theorie 
des  selbsttönenden  Lichtbogens.  Phys.  Zeitschr.  t  (1906),  433.  —  Ders. : 
Über  ungedämpfte  elektrische  Schwingungen.  Jb.  d.  drahtl.  Telegraphie 
1  (1907),  16.  —  E.  Riecke:  Beitrag  zur  Theorie  ungedämpfter  elektrischer 
Schwingungen  bei  Gasentladungen.  Gott.  Nachr.  1907,  953.  —  Die  prak- 
tische Anwendung  stammt  von  W.  Poulsen:  Ein  Verfahren  zur  Erzeugung 
ungedämpfter  Schwingungen  und  seine  Anwendung  auf  die  drahtlose  Tele- 
graphie.   ETZ.  t7  (1906),  1040. 

§  126.    Elektrische  Schwingungen  in  Vakuumröhren. 

**^)  J.  Langmuir:  Thermionenströme  im  hohen  Vakuum.  Phys.  Z. 
IS  (1914),  348.  —  Vgl.  auch  H.  G.  Möller:  Die  Elektronenröhren.  Braun- 
schweig 1920. 

***)  M.  Abraham:  Berechnung  des  Durchgriffs  von  Verstärkerröhren. 
Arch.  f.  El.  8  (1919),  42. 

'^^)  H.  Rukop:  Die  Hochvakuum- Eingitterröhre.  Jb.  d.  drahtL  Telegr. 
14  (1919),  113. 

**•)  H.  Barkhausen:  Die  Vakuumröhre  und  ihre  technische  Anwen- 
dung.   Jb.  d.  drahtL  Telegr.  14  (1919),  27;  16  (1920),  82. 

"')  Vgl  D.R.P.  291  604  von  A.  Meissner. 

248)  Vgl.  G.  Vallauri:  Über  die  Wirkungsweise  der  in  der  drahtlosen 
Telegraphie  benutzten  Vakuumröhren  mit  drei  Elektroden  (Audion).  Jb. 
d.  drahtL  Telegr.  It  (1918),  349. 

***•)  Die  weitere  Untersuchung  der  Elektronenröhren  erstreckt  sich, 
abgesehen  von  den  Fragen  der  Ökonomie,  des  Wirkungsgrades  und  der 
Betriebssicherheit,  besonders  auf  die  Erscheinung  des  „Ziehens"  bei  den 
sog.  Zwischenkreisröhrensendem,  über  die  Literatur  unter  Anm.  *■•)  an- 
gegeben ist. 

§  126.    Autstellung  der  Telegraphengleichung. 

***)  H.  Poincar6:  Etüde  de  la  propagation  du  courant  en  periode 
variable.    EoL  electr.  46  (1904),  121,  161,  201,  241. 
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>fio)  K.  W.  Wagner:  Die  Fortpflanzung  von  Strömen  in  Kabeln  und 
unvollkommenem  Dielektrikum.  ETZ.  34  (1911),  258.  —  Ders.:  gL  Tit. 
Gott.  Nachr.  1910,  425. 

§  127.    Fortpflamiuig  von  Wechselströmen  längs  Leitungen. 

Ml)  VgL  zum  folgenden:  G.  Roessler:  Femleitung  von  Wechsel- 
strömen.   Springer,  Berlin  1905. 

'^*)  AusführUoher  werden  die  Spiralendiagramme  behandelt  bei  F.  Brei  • 
sig:  Theoretische  Telegraphie.  Vieweg,  Braunschweig  1910,  und  bei 
K.  W.  Wagner:  Elektromagnetische  Ausgleichsvorgänge  in  Freileitungen 
und  Kabeln.    Teubner,  Leipzig  1908. 

§  128*    Kraftübertragung  mittels  Weehselstrom. 

8^3)  Wertvolle  Zahlenangaben  über  die  Größe  der  Wirkungsgrade  bei 
verschiedenen  Leitungen  findet  man  in  dem  Anm.  '^^)  zitierten  Buche 
von  G.  Roessler. 

f  129.    Die  Wanderwellen. 

***)  Ausführliches  über  die  Theorie  der  Wanderwellen  bietet: 
K.  W.  Wagner:  Elektromagnetische  Ausgleichsvorgänge  in  Freileitungen 
und  Kabeln.    Teubner,  Leipzig  1908. 

**•)  Die  Figuren  381  und  382  sind  mit  Genehmigung  des  Herrn  Ver- 
fassers entnommen  aus:  K.  W.  Wagner:  Elektromagnetische  Ausgleichs- 
vorgänge in  Freileitungen  und  Kabeln.  (Eine  experimentelle  Untersuchung. ) 
ETZ.  32  (1911),  899,  928,  947. 

I  180.    Das  Telephonkabel. 

*^')  Die  folgenden  Zahlenwerte  entstammen  dem  Artikel  „Kabel- 
erscheinimgen^'  von  K.  W.  Wagner  im  Handwörterbuch  der  Naturwissen- 
schaften, Bd.  V  (1914). 

"')  O.  Heaviside:  Electromagnetio  theory.    London  1894. 

"»)  J.  M.  Pupin:  Transactions  Amer.  Instit.  EL  Eng.  11  (1900),  245. 
(Außer  den  Pupin-Kabeln  gibt  es  noch  die  Krarup-Kabel,  die  die  Erhöhung 
der  Selbstinduktion  durch  Umspinnung  des  Kupferdrahtes  mit  Eisendraht 
erreichen.  Vgl.  F.  Br eisig:  Theoretische  Telegraphie  1910,  S.  320,  und 
C.  E.  Krarup:  ETZ.  1902,  344.) 

§  181.    Das  Telegraphenkabel. 

*'•)  Mit  Genehmigung  des  Herrn  Verfassers  nach  K.  W.  Wagner: 
Eine  neue  künstliche  Leitung  zur  Untersuchung  von  Telegraphierströmen 
und  Schaltvorgängen.    ETZ.  33  (1912),  1289,  1321. 

S60)  \y.  Thomson:  On  the  theory  of  the  Electric  Telegraph.  Phil. 
Mag.  (4)  II  (1856),  146. 

§  182.    Die  Kettenleiter. 

••1)  VgL  zum  folgenden:  K.  W.  Wagner:  Die  Theorie  der  Ketten- 
leiter nebst  Anwendungen.    Arch.  f.  El.  3  (1915),  315. 
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***■)  Siehe  W.  Hort:  Differentialgleichungen  des  Ingenieurs.  2.  Aufl. 
J.  Springer,  Berlin  1922. 

262)  Yg]^  j^^  ^'^  Wagner:  Spulen-  und  Kondensatorleitungen.  Arch. 
f.  El.  8  (1919),  61. 

2")  K.  W.  Wagner:  Elektrische  Kettenleiter  imd  ihre  technischen 
Anwendungen.  Z.  f.  techn.  Phys.  Ä  (1921),  297.  -—  U.  Meyer:  Zur  Theorie 
der  Spulenleitungen.  Z.  f.  techn.  Phys.  t  (1921),  306.  —  H.  Wigge:  Ein 
mechanisches  Modell  des  Kettenleiters.    Z.  f.  techn.  Phys.  %  (1921),  302. 

§  188*    Aufstellung  der  MaxweUschen  Gleichungen. 

***)  J.  C.  Maxwell,  A  Treatise  of  Electricity  and  Magnetism.  Oxford 
1873. 

§  184^    Fortpflanzung  elektromagneÜBcher  Wellen  nnd  der  Energie 

im  Baum« 

^•*)  H.  Weber:  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathe- 
matischen Physik.  Nach  Riemanns  Vorlesungen  bearbeitet.  4.  Aufl. 
Vieweg,  Braunschweig  1901.    Bd.  I,  S.  91f. 

*••)  J.  H.  Poynting:  On  the  Transfer  of  Energy  in  the  Electro- 
magnetic  Field.    Phü.  Trans.  17S  (1885),  343. 

§  185.    Elektromagnetische  Wellen  im  Erdraum. 

267)  Vgl.  zum  folgenden:  F.  Br eisig :  Theoretische  Telegraphie.  Friedr. 
Vieweg,  Braunschweig  1910,  S.  394f. 

*•*)  J.  Zcnneck:  Lehrbuch  der  drahtlosen  Telegraphie.  4.  Aufl. 
Enke,  Stuttgart  1916,  S.  297. 

'^®*)  H.  Hertz:  Untersuchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen 
Kraft.    Leipzig  1892,  S.  150.    Wied.  Ann.  3€  (1888),  1. 

*'°)  M.  Abraham:  Die  elektrischen  Schwingungen  um  einen  stab- 
förmigen  Leiter,  behandelt  nach  der  MaxweUschen  Theorie.  Ann.  d.  Phys. 
(N.  F.)  M  (1898),  435. 

^'^)  A.  Sommerfeld:  Über  die  Ausbreitung  der  Wellen  in  der  draht- 
losen Telegraphie.  Ann.  d.  Phys.  %S  (1909),  665.  —  Ders.  Ausbreitung 
der  Wellen  in  der  drahtlosen  Telegraphie.  Jb.  d.  drahtl.  Telegr.  4  (1911),  157. 

*'^)  W.  V.  Rybczynski:  Über  die  Ausbreitung  der  Wellen  in  der 
drahtlosen  Telegraphie  auf  der  Erdkugel.  Ann.  d.  Phys.  41  (1913),  191.  — 
A.  Sommerfeld:  Die  Überwindung  der  Erdkrümmung  durch  die  WeDen 
der  drahtlosen  Telegraphie.   Jb.  f.  drahtl.  Telegr.  1»  (1918),  2. 

2'')  L.  W.  Austin:  Über  einige  Versuche  mit  Radiotelegraphie  auf 
große  Entfernungen.    Jb.  d.  drahtl.  Telegr.  5  (1912),  75  (Referat). 

"*)  Lehrbuch  der  drahtlosen  Telegraphie  1916,  S.  308. 

§  186.   Antennen-Strahlung  und  -Empfang. 

-'^)  K.  W.  Wagner:  Zur  Elektrodynamik  von  Strahlerkreiaen.  Arch. 
f.  El.  8  (1919),  490. 

^'•)  R.  Rüdenberg:  Der  Empfang  der  elektrischen  Wellen  in  der 
drahtlosen  Telegraphie.    Ann.  d.  Phys.  t$  (1908),  446. 
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§  187.    Allgemeine  Übersicht. 

*'')  G.  Duffing:  Erzwungene  Schwingungen  bei  veränderlicher  Eigen- 
frequenz und  ihre  technische  Bedeutung.  Samml.  Vieweg  Bd.  41/42  (1918). 

§  1B8«    Freie  pseudoharmonische  Schwingungen. 

*'*)  J.  Hörn:  Zur  Theorie  der  kleinen  endlichen  Schwingungen  von 
Systemen  mit  einem  Freiheitsgrad.  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  41  (1902),  400, 
sowie  Erweiterungen  dieser  Untersuchungen:  Ebenda  48  (1903),  400; 
4»  (1903),  246;  S!S  (1905),  1. 

27»)  Wegen  dieser  Methode  vgl.  H.  Burkhardt:  Schwingungen  unter 
Einfluß  einer  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportionalen  Dämpfung. 
Z.  f.  Math.  u.  Phys.  63  (1915),  303. 

*^°)  J.  Bier  man ns:  Der  Schwingungskreis  mit  eisenhaltiger  Induk- 
tivität.   Arch.  f.  EL  3  (1916),  345. 

"^)  R.  Hartmann-Kempf:  Über  den  Einfluß  der  Amplitude  auf 
die  Tonhöhe  und  das  Dekrement  von  Stimmgabeln  und  zungenförmigen 
Stahlfederbändem.    Ann.  d.  Phys.  (4)  13  (1904),  124. 

§  189«    Erzwungene  Pseudoharmonische  Schwingungen, 

"*)  0.  Martienssen:  Über  neue  Resonanzerscheinungen  in  Wechsel- 
stromkreisen.   Phys.  Z.  11  (1910),  448. 

"')  Vgl.  G.  Duffing:  a.a.O.  Anm.  «"). 

^**)  H.  Helmholtz:  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  5.  Aufl., 
1896,  S.  650. 

***)  F.  Auerbach:  Akustik.  2.  Bd.  des  Handwörterbuchs  der  Physik 
von  A.  Winkelmann.    1909,8.623. 

**•)  E.  Waetzmann:  Zur  Theorie  der  Kombinationstöne.  Ann.  d. 
Phys.  (4)  S4  (1907),  68.  —  Gl.  Schaefer:  Über  mögliche  Erweiterungen 
der  Helmholtz  sehen  Theorie  der  Kombinationstöne.  Ann.  d.  Phys.  33 
(1910),  1216.  —  F.  A.  Schulze:  Zur  Theorie  der  Kombinationstöne. 
Ann.  d.  Phys.  34  (1911),  817. 

**')  R.  König:  Über  den  Zusammenklang  zweier  Töne.  Pogg.  Ann. 
IST  (1876),  177.  —  Dors.:  Quelques  exp^riences  d'Acoustique.  Paris  1872, 
S.  87. 

**■)  E.  Waetzmann:  Versuch  einer  Versöhnung  der  Helmholtz  sehen 
Theorie  der  Kombinationstöne  und  der  R.  König  sehen  Theorie  der  Stoß- 
töne. Z.  f.  Phys.  1,  (1920),  416.  —  Ders.:  Über  erzwungene  Schwingungen 
bei  gestörter  Superposition.  Ann.  d.  Phys.  €S  (1920),  371.  —  Ders.:  Ver- 
zerrung von  Schwingungen  infolge  unsymmetrischer  Verhältnisse.  Z.  f. 
Phys.  1,  (1920),  271. 

"•)  Gl.  Sohaefer  und  E.  Juretzka:  Theorie  der  Kombinat ionstönc 
an  Saiten  und  Membranen.    Ann.  d.  Phys.  41  (1913),  581. 

«»0)  Ergänzungen  und  Weiterführungen  zu  den  vorstehenden  Unter- 
suchungen bieten:  J.  Hörn:  Über  kleine,  endliche  erzwungene  Schwin- 
gungen. Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  tS  ( 1920),  und  G.  Hamel :  Über  erzwungene 
Schwingungen  bei  endlichen  Amplituden.    Math.  Ann.  8€  (1922),  1.   — 


814  Literatur  und  Anmerkungen.  —  Anh&nge.  j 

Eine  Untersuchung  erzwungener  paeudoharmonischer  Schwingungen  bei 
mehreren  Freiheitsgraden  bietet  die  Theorie  des  Wechselstromlichtbogena 
beiA.  Szarvassi:  Elektrodynamische  Theorie  der  Lichtbogen-  und  Funken- 
entladung.   Ann.  d.  Phys.  (4)  4%  (1913),  1031. 

§  140.    Ouasiharmoiiisehe  Schwingungen. 

'^^)  Zusammenfassung  der  Literatur  bei:  A.  Wiehert:  Neuere  Theorien 
der  Schüttelerscheinungen  elektrischer  Lokomotiven  mit  Parallelkurbel- 
getrieben. ETZ.  42  (1921),  103,  128,  161.  Den  Schlußfolgerungen  diesei 
Zusammenfassung  kann  man  nicht  überall  zustimmen. 

'*')  Die  Anwendung  der  quasiharmonischen  Differentialgleichung  auf 
die  Schüttelschwingungen  wird  erstmalig  versucht  bei  E.  Meissner:  Über 
Schüttelerscheinungen  in  Systemen  mit  periodisch  veränderlicher  Elastizi- 
tät. Schweiz.  Bauz.  7X  (1918),  95.  —  Eine  experimentelle  Prüfung  dieser 
Theorie  versucht  K.  E.  Müller:  Über  die  Schüttelschwingungen  des 
Kuppelstangenantriebs.    Schweiz.  Bauz.  T4  (1919),  141. 

^^^)  Diese  Einflüsse  und  überhaupt  die  Verhältnisse  an  ausgeführten 
Lokomotiven  behandelt:  A.  C.  Couwenhoven:  Über  die  Schüttelerschei- 
nungen elektrischer  Lokomotiven  mit  Kurbelantrieb.  Forschungsarb.  des 
V.  d.  Ing.,  H.  218  (1919). 

***)  O.  Emersleben:  Freie  Schwingungen  in  Kondensatorkreisen. 
Phys.  Z.  tt  (1921),  393. 

*•*)  Die  Theorie  dieser  Differentialgleichung  wird  in  besonders  weit- 
gehender Weise  behandelt  bei  G.  Hamel:  Über  die  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  periodischen  Koeffizienten.  Math.  Ann. 
73  (1912),  371. 

Anhänge. 

^^)  Zur  umfassenden  Einführung  in  die  Vektoranalysis  dienen: 
W.  v.  Ignatowsky,  Die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in  der 
theoretischen  Physik  L  IL  1909/10.  —  E.  Jahnke,  Vorlesungen  über 
Vektorenrechnung  1905. 

•*')  Tabellen  und  zahlreiche  Formeln  über  die  Hyperbelfimktionen 
sind  zu  finden  in  „Hütte",  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  Bd.  I,  sowie 
bei  E.  Jahnke  und  F.  Em  de,  Funktionentafeln  mit  Formeln  und 
Kurven.    B.  G.  Teubner,  Leipzig  und  Berlin  1909. 

*••)  Zur  Einführung  in  die  Theorie  der  B.  F.  Sfi  empfohlen: 
P.  Schafheitlin,  Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  B.  G.  Teubner, 
Leipzig  und  Berlin  1908.  —  Formeln,  Tabellen  und  Kurven  der  B.  F. 
enthält  auch  das  Anm.  *•')  zitierte  Werk  von  Jahnke-Emde. 

*••)  Zum  Studium  der  elliptischen  Funktionen  diene:  M.  Krause, 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  B.  G.  Teubner.  Leipzig  und 
Berlin  1912.  —  O.  Schlömilch,  Kompendium  der  höheren  Ana- 
lysis  IL    5.  H«    Braunschweig  1895. 

**)  Die  Theorie  dieser  Substitution  ist  nachzusehen  bei  O,  Schlömilch, 
a.  a.  O.  Anm.  «»),  S.  289  f. 
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Offnungsstrom  43. 
Ohm  66. 
Ohr  440. 

Ölbremse  267,  272,  299. 
Orgelpfeifen  573,  662. 
Ortentierung,  terrestrische  398. 
Ortsfunktion  777. 
Oszillator  569. 
Oszillationsdauer  527. 
Oszillieren  52. 
Oszillogramm  93. 
Oszillograph  86,  91. 

Pallograph  80,  241. 
Panzerturm  616. 
Pauke  440. 
Peltonrad  285. 
Pendel  290. 

—  horizontales  82. 
Pendellänge  78. 

Pendel,  mathematisches  1. 

—  physikalisches  9. 
Pendelregler  285. 
Pendel,  vertikales  81. 
Periodengleichung  458,  460. 
Pfeife,  gedeckte  573. 
Pfeifenkorrektion  577. 
Pfeife,  offene  573. 
Pfeifentöne  573. 

Phase  607,  748. 
Phasenschaubild  63. 
Phasenverschiebung  8,  59,  126. 
Phasenverschiebungswinkel  247. 
Planetenbewegung  109. 
Plattenschwingungen  440. 
Poinsotbewegung  369,  426. 
Polarisation  672. 
Polbahnkegel  352. 
Polodiekegel  352. 
Posaune  663. 
Potential  26,  383,  384. 
Prazession  330,  333,  341,  355,  365, 
386. 

—  pseudoreguläre  365. 

—  reguläre  365,  371,  404. 

—  reguläre  schnelle  376. 
Präzessionsbewegung  der  Erde  379. 


Präzisionswage  11. 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückun- . 
gen  110. 

—  von  d'Alembert  110. 

—  von  Hamiltofn  478. 
Produkt,  äußeres  778. 

—  inneres  421,  778. 

—  skalares  421. 
Propellerwelle  224. 
PulsatioQ  226. 
Pumpenanlage  556. 
Pupinleitung  709. 
Pupinspule  707. 

Quermetazentrum  307. 
Querschwingung  321,  448,  454. 

Rahmenempfang  748. 
Bandbedingung  435. 
Baum,  freier  561. 
Baumwellen  739. 
BeaktAnz  67. 
Begulator  21. 

—  von  Härtung  21. 
Keguliervorgang  291. 
Beguliervorgänge,  unstetige  292. 
Beibung,  Ooulombsche  74,  264,  497. 

—  hydrodynamische  213. 
Reibungskoeffizient  20. 
Beibung,  konstante  20. 
Beibungskraft  213. 
Beibungskreisel  321. 
Beibungswiderstan4  309. 
Beihen,  Fouriersche  128,  129. 
Beintöner  634. 
Beizstärke  565. 

Beiais  387. 
Belativbewegung  119. 
Besonanz  57,  241,  272. 
Besonanzerscheinung  203,  462. 
Besonanzgalvanometer  95. 
Besonanzkasten  633. 
Besonanzkörper  434. 
Besonanzkurve,  einwellige.  645. 

—  zweiwellige  649,  650. 
Besonanzschwingung  762. 
Beversionspendel  11. 
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Bohrleitungen   von   Kolbenmasohi- 

nen  580. 
RoUen  307,  309,  313,  321. 
BollkreiB  209. 
Rotation  777. 
Rotationskörper  229. 
Rückkoppelung  683. 
Rückstellkraft  77. 
Rudermaschine  303. 

Sacken  312,  321. 
Sagegatter  235. 
Sättigungsstrom  679. 
Saitengalvanometer  nach  Einthoven 

94. 
Saitenschwingungen  428. 
Schachtbau .  420. 
SchaU  561. 

SchaUausbreitung  in  der  Liift  566. 
—  im  Wasser  569. 
Schalldämpfung  566. 
Schallempfänger  624. 
Schallempfindung  565. 
Schallgeschwindigkeit  563,  584,  593. 
Schallgeschwindigkeitsgleichung  597. 
Schallhärte  632. 
Schall  im  freien  Raum  566. 
Schallintensität  563. 
SchaUsender  624. 
Schallsignale  567. 
Schallstarke  564. 
Scheinleitwert  713. 
Scherungswellen  196. 
Schiffsbau  240. 
Schiffskreisel  387. 
Schiffsmaschine  225,  242. 
Schiffsschwingungen  i.  Seegang  310. 
Schiffssteuerung  303. 
Schiffsvibrationen  462. 
Schlierenmethode  595. 
Schließungsextrastrom  41. 
Schlingerfehler  419. 
Schlingerkiel  309. 
Schlingern  307. 
Schlingertank  392,  651. 
Schneidentone  663. 
Schränkungswinkel  245. 
Schraubenfedem,  zylindrische  503. 


Schreibtafelindikator  234. 
Schwebung  127,  615,  637,  765. 
Schwerlängsebene  307. 
Schwerpunkt  115. 
Schwerpunktsfehler  231. 
Schwerpunktsatz  115. 
Schwerquerebene  307. 
Schwimmachse  307. 
Schwimmebene  308. 
Schwingungen  44. 

—  aperiodische  33. 

—  erzwungene    pseudoharmonische 
769. 

—  erzwungene  quasihaxmomsche 
771. 

—  pseudoharmonische  749. 

—  quasiharmonische  750,  766. 

—  pseudoharmomsche  ohne  Dämp- 
fung 750. 

Schwingungsbewegung  1,  48. 

—  gezwungene  24. 
Schwingung  mit  Coulombscher  Rei- 
bung 23. 

Schwingungsdauer  4, 31, 23, 126,700. 
Schwingungen,  elastische  48. 

—  elektrische  im  Lichtbogen  671. 

—  elektrische  in  Vakuumröhren  679. 

—  elektrisch-mechanische  599. 
Schwingung  des  Elektrons  667. 
Schwingungen,  erzwungene  223. 

—  von  Flüssigkeiten  547. 

—  freie  25,  64. 

—  gedämpfte  29,  30. 

—  kleine  2,  123,  124,  168,  268. 

—  mechanische  660. 

—  nichtharmonische  748. 
Schwingungserzeugung    durch    un- 
periodische Kräfte  660. 

Schwingungsgleichung  18. 

—  elektro-magnetische  226. 

—  mechanische  625. 

—  des  Regulators  269. 
Schwingungsknoten  464. 
Schwingungskreis  70,  638. 
Schwingungsmesser  100. 
Schwingungsmittelpunkt  10. 
Schwingungsvorgänge,    elektromag-. 

netische  719. 
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Sohwüigungszahl  4. 
Schwingungen,  Zusammensetzungen 

von  126. 
Seezeichen  254,  567. 
Sehnentrapez  189. 
Seilschwingungen  513. 
Seismometer  76. 
Selbstentionisation  672. 
Selbstinduktion  40,  64,  66,  676. 
Servomotor  284. 
Siebkette  717. 
Sonnenanziehung  386. 
Sonnenring  381. 
Spaltgeschwindigkoit  248. 
Spannungsenergie  K53. 
Spiegelschwankungen  552. 
Spielkreisel  339. 
Spirale,  logarithmische  694. 
Spulenkettenleiter  715. 
Stab,  gerader  448. 
Stab,  krummer  448. 
Stabilität  599,  673. 
—  elektrische  599. 
Stabilitätsbedingungen  748. 
Stabilitätskriterium  125,  604,  775. 
Stabilitatsuntersuchung  538. 
Stampf bewegung  337. 
Stampfen  307,  309. 
Staubfiguren  578. 
Stauweiher  551,  554. 
Steilheit  682. 
Stellkraft  24. 

Stellzcugwiderstand  259,  272. 
Stemkoordinaten  380. 
St  euer  bewegung  337. 
Steuerventil  290. 
Steuerzeiger  405,  407. 
Stichmaßfehler  770. 
Stimmbänder  440. 
Stimmgabel  633. 
Stirnseitenindikator  235. 
Störungsglied  6,  55. 
Störende  Kraft,  gedämpfte  172. 

permanente  172. 

Störungsfunktion  102. 
Störungsherd  200. 
Störungsuntersuchung  512. 
Stoßen  312,  321. 


StoOionisation  672. 

Stoßtöne  765. 

Strahlungswiderstand  742. 

Strömungsgleichung  249. 

Strömungen  mit  Überschallgeschwin- 
digkeit  589. 

Strom voreilung  611. 

Stromwendezone  670. 

Superposition  748. 

Summationstöne  765. 

S3rnchroniBierung8faktor  615. 

Tachometer  102. 

Tangententrapez  189. 

Tangential-  Dampf  druckdiagramm 
238. 

Tauchen  309. 

Telefon  440,  624. 

Telefonkabel  704. 

Telegraphengleichung  684. 

Telegraphenkabel  709. 

Telegraphiergeschwindigkeit  712. 

Thomsonkreis  770. 

Tischschwingungen  194. 

Tonhöhe  565. 

Tönhöhenunterschiede  566. 

Tonpilz  634. 

Torpedoboot  465. 

Torpedogeradlauf apparat  387,  394. 

Torsionsdvnamometer  229. 

ToFsionseigenschwingungszahl  228. 

Torsionskonstante  13. 

Torsionsmoment  14. 

Torsionsschwingungen  216,  224. 

Trägheitskopppelung  637. 

Trägheitsellipsoid  352. 

Trägheitsmoment  10. 

Trägheitsradius  10. 

Transformation  auf  kl.  Schwin- 
gungen 748. 

Trimmoment  308. 

Triplet  660. 

Trommel  440. 

Trommelfell  440,  764. 

Trompete  663. 

Turbine  253,  290. 

Turbinendampfer  337. 

Tur binendoppelregelung  29 1 . 

Turbinenrad  217. 
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Turbinenregulierung  285. 
Turbinenwelle  201. 

Überschallgeschwindigkeit  595. 

Überwucht  230. 

ühr  661. 

Umlaufszeit,  siderische  385. 

Umlauf  zahlen,  kritische  201. 

zweiter  Art  207. 

Umpolarisierung  44. 
Unbalance  230. 
Unempfindhchkeit  266. 
Unempfindlichkeitsgrad  239. 
Ungleichförmigkeitsgrad  239,  259. 
Unifilarinstrument  18. 
Unpünktlichkeit  266. 
Unterbrecher,     elektromagnetischer 

663. 
Unterschiedsempfindlichkeit  565. 
Unterstützung,  labile  77. 
Unterwasserschallsender  631. 

Vektor  724. 
Vektoranalysis  777. 
Vektorfeld  777. 
Vektor,  Hertzscher  733. 
Vektorielle  Darstellung  157. 
Vektorzeitdiagramm  4,  8. 
Ventilbewegung  246. 
Ventilerhebungsdiagramm  246. 
Verbraucher  599. 
Verbundwicklung  669. 
Verdichtungsstöße  584. 
Verdichtungs  wellen  196. 
Vergrößerungszahl  60. 
Verkettung  665. 
Verlustwinkel  629. 
Verschiebungsstrom  721. 
Verstärkungsgleichung  682. 
Verstellungskraft  259. 
Verstimmung  60. 
Verzerrung  712. 
Verzweigungspunkt  350. 
Vibrationsgalvanometer  95,  99. 
Vibrogramm  99. 

Walze  9. 
Wanken  328. 
Wanderwellen  699. 
Wärme,  spezifische  562. 


Wasserschloß  551,  555. 

Wechselstrom  69. 

Wechselströmen,  Fortpflanzung  von 
690. 

Wechselstromfemleitung  697. 

Wechselstromgleichung  64. 

Wechselstromlichtbogen  664. 

Wechselstrommaschinen,    Pendeln 
parallel  geschalteter  607,  766. 

Wechselzahl  67. 

Wellen  auf  dem  Meere  531. 

Wellenausbreitung,    elektromagne- 
tische 739. 

Wellenbewegung  525. 

Welle,  einfaUende  692. 

—  elektromagnetische  724. 

—  im  Erdraum  729. 
Wellenflache  des  Schalles  571. 
Wellenfront  588. 
Wellengemisch  719. 
Wellengleichung  734. 
Wellenlänge  700,  527. 
Wellen,  rasch  rotierende  216. 
Welle,  reflektierte  692. 
Wellenschwanz  688. 
Wellenschwingungen  492. 
Wellen,  stehende  576. 
Wellenwiderstand  687,  691. 
Weltjahr,  platonisches  380. 
Wendepolmotor  670. 
Whiteheadtorpedo  395. 
Widerstand  64,  66,  600. 
Widerstandsoperator  162. 
Windkessel  558. 
Winkelmaß  693. 

Winkel voreilung  611. 
Wirbelbewegung  538. 
Wirbelfreiheit  525. 
Wirbelstraße  539. 
Wirbelströme  608,  671. 
Wirkungsgrad  650,  697. 
—  des  Telefons  628. 
Wogen  312,  328. 
Wurfbewegung  118. 

Zähigkeit  550. 
Zeemann-Effekt  656. 
Zeigerinstrument  102. 
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Zeitkonstante  67. 
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Zentrifugalregulator  255. 
Ziehen  644. 
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Zwangskräfte  114. 
Zweikörperproblem.  118. 
Zwischenintegral  49. 
Zwischenkreisröhrensender  644. 
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Die  Differentialgleiehangen  des  Ingenieurs.  Darstellung  der  für  die 

lotfenieurwisseiiscbaften  wichtigsten  gewöhulichen  und  partiellen  Differentialglei- 
chungen  sowie  dei  zu  ihrer  Lösung  dienenden  genauen  und  angen&herten  Verfahren 
einschließlich  der  mechanischen  und  graphi«chen  Hilfsmittel.  Von  Diplom-Ingenieur 
Dr.  phil.  W.  Hort.  Zweite,  vermehrte  und  verbesserte  Autlage.  Mit  etwa  '.:65  Text- 
flguren.  Erscheint  Ende  1922 


Tafeln  zur  harmonisehen  Analyse  periodischer  Kurven,  von 

Dr.-Ing.  L.  Zipperer.    Mit  6  Zahlentafeln,  9  Figuren  und  23  graphischen  Berechnungs- 
tafeln. Erscheint  im  Herbst  1VI22 


Ingenieur •MeCiianLk«  Lehrbuch  der  technischen  Merhaniic  in  vorwiegend  graphi- 
scher Behandlung.    Von  Professor  Dr.-Ing.  Dr.  ptiil.  H.  Egerer. 
Erster  Band:    Graphische  Statik  starrer  Körper.    Mit  624  Textabbildungen 
sowie  238  Beispielen  und  146  vollst&ndig  gelösten  Aufgaben.    191U. 

Preis  M.  14. — ;  gebunden  M.  16. — 
Band  2-  -4  in  Vorbereitung.   Der  zweite  und  dritte  Band  behandeln  die  gesamte 

Mechanik  starrer  und  nichtstarrer  Körper. 
Der  vierte  Band   bringt  die  Erweiterung  der  Festigkeitslehre  und  Dynamik  für 
Tiefbau-,  Maschinen-  und  Elektroingenieure. 


Die  technische  Mechanik  des  Maschineningenieurs  mit  besonderer 

Berücksichtigung  der  Anwendungen.    Von  Dipi.-Ing.  P.  Stephon,  Begierungsbau- 
meister» Professor,    in  4  Bänden. 

ErsterBand:  AUipemelne  Statik.    Mit  800  Textflguren.    1921.  , 

Gebunden  Preis  M.  120.—  (einschl.  Verlagsteuerungszuschlag) 
Zweiter  Band:   Die  SUtlk  der  Maschinenteile.    Mit  276  Textflguren.    li^l. 

Gebunden  Preis  M.  210. —  (einschl.  Verlagsteuerungszuschlag) 
Dritter  Band:  Bewe^ngslehre  und  Dynamik  fester  Körper.    Mit  264  Text- 
flguren.   1922.  Gebunden  Preis  M.  210.— 
Vierter  (Schlu6-)Band:  Die  Elastizität  irerader  Stäbe.    Mit 256 Textflguren. 

Erscheint  im  Herbst  1922 


Ed.  Autenrieth,  Technische  Mechanik.  Ein  Lehrbuch  dersutikund 

Dynamik  für  Ingenieure.    Neubearbeitet  von   Dr.-Ine.  Max   Ensslin   in  Eßlingen. 
Dritte,  verbesserte  Auflage.   Mit  295  Textflguren.   1922.   Uebunden  Preis  M.  800.— 


Theoretische  Mechanik.  Eine  einleitende  Abhandlung  über  die  Prinzipien  der 
Mechanik.  Mit  erläuternden  Beispielen  und  zahlreichen  Übungsaufgaben.  Von  Professor 
A.  E.  H.  Love  in  Oxford.  Autorisierte  deutsche  Übersetzung  der  zweiten  Auf- 
lage von  Dr.-Ing.  Hans  Polster.    Mit  88  Textflguren.    1920. 

Preis  M.  48.— ;  gebunden  M.  54. — 


Lehrbuch  der  technischen  Mechanik,  von  Professor  m.  orübier  in 

Dresden. 

Erster  Band:  Bewe^ngslehre.    Zweite,  verbesserte  Auflage.    Mit  144  Text- 
flguren.   1921.  Preis  M.  75.—   (einschl.  Teuerungszuschlag) 

Zweiter  Band:    Statik  der  starren  Körper.    Mit  222  Textflguren.    Zweite, 
berichtigte  Auflage.    (Unveränderter  Neudruck.)  Erscheint  im  Herbst  1922 

Dritter  Band:  Dynamik  starrer  Körper.    Mit  77  Textflguren.    1921. 

Preis  M.  75. —  (einschl.  Teuerungszuschlag) 
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Aufgaben  aus  der  technischen  Mechanik*  von  Professor  Ferd.  witten- 

bauer  in  Graz. 

Erster  Band:  Allffemelner  Teil.  H48  Aufgaben  nebst  Ldsongen.  Vierte, 
vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  027  Textflguren.  Unveränderter  Neu« 
druck.    1921.  Gebunden  Preis  M.  4a.— 

Zweiter  Band:  Festiglceltslehre.  611  Aufgaben  nebst  Lösungen  und  einer 
Forntelsammlung.  Dritte,  verbesserte  Auflage.  Mit  605  Textfiguren.  Unver- 
änderter Neudrucic.  Ersctieint  im  Sommer  1922 

Dritter  Band:  Flüssigkeiten  und  Gase.  684  Aufgaben  nebst  Lösungen  und 
einer  Formelsammlung.  Dritte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit 
488  Textflguren.    1921.  Gebunden  Preis  M.M.— 


Graphische  Dynamik.    Stn  Lehrbuch  fUr  studierende  und  Ingenieure.    Von 

Professor  Ferdinand  WIttenbauer  in  Graz.    Mit  etwa  750  Textabbildungen. 

Erscheint  im  Sommer  1922 

Elastizität  und  Festigkeit.  Die  fUr  die  Technik  wichtigsten  SftUe  und  dereu 
erfahrungvmäßige  Grundlage.  Von  Professor  Dr.-Ing.  C.  Bach  in  Stuttgart.  Unter 
Mitwirkung  von  Professor  R.  Baumann  in  Stuttgart.  Achte,  vermehrte  Auflage. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen,  2  Buchdrucktafein  und  25  Tafeln  in 
Lichtdruck.    1920.  Gebunden  Preis  M.  88.— 


Einführung  in  die  Festigkeitslehre  nebst  Aufgaben  aus  dem  Maschinen- 
bau und  der  Baukonstruktion.  Ein  Lehrbuch  fttr  Maschinenbauschulen  und  andere 
technische  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbstunterricht  und  für  die  Fraxia.  Von 
Ingenieur  Krnst  Wehnert  in  Leipzig.  Mit  247  Textflguren.  Zweite,  verbesserte 
und  vermehrte  Auilage.    Unveränderter  Neudruck  19@1.  Preis  M.  80. — 


Die  Lehre  von  der  zusammengesetzten  Festigkeit  nebst  Aufgaben 

aus  dem  Gebiete  des  Maschinenbaues  und  der  Baukonstruktion.  Ein  Lehrbuch  für 
Muschiuenbauschulen  und  andere  technische  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstnofeer- 
richt  und  für  die  Praxis.  Von  Ingenieur  Ernst  Wehnert.  Mit  142  Textflguren. 
Unveränderter  Neudruck.    1920.  Gebunden  Preis  M.  24. — 


Kompendium   der  Statik   der  Baukonstruktionen,   vou  Dr.-ing. 

J.  Plrlet  in  Aachen.    In  zwei  Bänden. 

Erster  Band:  llle  statisch  bestimmten  Systeme. 

Zweiter   Band:  Olo  HtatlHch  unbestimmten  Systeme.    In  vier  Teilen. 
Zuerst  erschien: 

Zweiter  Band,  I.Teil:  Die  allgemeinen  Grundlagen  zur  Berechnung  statisch 
imbestimmter  Systeme.  Die  Untersuchung  elastischer  Formänderungen.  Die 
Elastizitätsgleichungen  und  deren  Auflösung.    Mit  186  Textflguren.    1921. 

Preis  M.  40.—  ;  gebunden  M.  46.— 

Zweiter  Band,  2.  Teil:  Anwendung  auf  einfachere  Aufgaben.  Gerade  Träger 
mit  Endeinspannungen  und  mehr  als  zwei  Stützen.  Der  beiderseits  eingespannte 
Bahmen.  Das  Gewölbe.  Armierte  Balken  und  dergleichen.  Mit  etwa  160  Text- 
flguren. Erscheint  im  Herbst  1922 


Praktische  Winke  zum  Studium  der  Statik  und  zur  Anwendung 

ihrer  Gesetze.  Ein  Handbuch  für  Studierende  und  praktisch  tätige  Ingenieure. 
Viin  Robert  Otzen«  Geh.  Regierungsrat  und  Professor  an  dar  Technischen  Hoch- 
schule zu  Hannover.  Dritte  Auflage.  Mit  125  Textflguren.  (G.W.  Kreidel's  Verlag 
in  Berlin  W9.)    1921.  Preis  M.20.— ;  gebunden  M.24.— 


Statik  der  Yierendeelträger.   von  Dr.-Ing.  K.  Kriso.   Mit  185  Textflguren  and 
Tabellen.    1922.  Preis  M.  270.— ;  gebunden  M.  880.— 
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Bepetitorium  für  den  Hochbau.  FUt  den  Gebrauch  an  Technischen  Hoch- 
schulen und  in  der  Praxis.  Von  Geheimem  Hofrat  Professor  Dr.-Ing.  E.  h.  Max 
Foerster  In  Dresden. 

I.Heft:  GraphoHtatik  und  Festlfkeitslehre.    Mit  146  Textfl^ren.    1019. 

Preis  M.  66. —  (einschl.  Teuemnjiszuschläge) 
2.  Heft:  Abriß   der   Statik   der  Hoehbaukonstruktlonen.     Blit  167  Textflguien. 

1920.  Preis  M.  69.—  (einschl.  TeneningszuschlAge) 

8.  Heft:   Gnindzüge   der  Elsenkonstniktionen   des   Hochbaues.    Mit  288  Text- 

flguren.    1920.  Preis  M.  78.—  (einschl.  TeuemngSEUschläge) 

Die  Knickfestigkeit,  von  Privatdozent  Dr.-Ing.  Rudolf  Mayer  in  Karlsruhe. 
Mit  260  Textabbildungen  und  87  Tabellen.    1921. 

Preis  M.  120.—;  gebunden  M.  180.— 

Ingenieur-Mathematik.  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik  für  die  technischen 
Berufe.    Von  Professor  Dr.-Ing.  Dr.  phil.  H.  Egerer. 

Erster  Band:  Niedere  Algebra  und  Analysis  —  Lineare  Gebilde  der  Ebene  und 
des  Baumes  in  analytischer  und  vektorieller  Behandlung  —  Kegelschnitte.  Mit 
S20  Textabbildungen  und  575  voUstftndig  gelösten  Beispielen  und  Aufgaben. 
Berichtigter  Neudruck  1921.  Gebunden  Preis  M.  96. — 

Zweiter  Band:  Differential-  und  Integralrechnung  —  Reihen  und  Gleichungen  — 
KtirvendJskussion  —  Kiemente  der  Differentialgleichungen  —  Elemente  der 
Theorie  der  Fl&chen-  und  Raumkurven  —  Maxima  und  Minima.  Mit  477  Text- 
abbildungen und  über  1000  vollstAndig  gelösten  Beispielen  und  Aufgaben.  1922. 

Gebunden  Preis  M.  450.— 

Dritter  Band:  Gewöhnliclie  Differentialgleichungen  —  Flächen  —  Raumkurven  — 
PartleUe  Differentialgleichungen  —  Wahrscheinlichkeits-  und  Ausgleicbsreoh- 
noBg  —  Fouriersche  Reihen  usw.  In  Vorbereitung 

Differential-  und  Integralrechnung  (Infinitesimalrechnung).  Für  Ingenieure, 
insbesondere  auch  tum  Selbststudium.  Von  Dipl.-Ing.  Dr.  W.  Koestler  In  Burgdorf 
und  Dr.  M.  Tramer  in  Zürich.  Erster  Teil:  Grundlagen.  Mit  221  Textflguren 
und  2  Tafeln.    1918.  Preis  M.  13.— 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  von  Dr.  w.  Ludwig,  o.  Professor 

an  der  Technischen  Hochschule  Dresden. 

Erster  Teil:  Das  ree htirlnkllge  Zweitafelsystem.  Vielflache,  Kreis,  Zylinder, 
Kugel.    Mit  58  Textflguren.    1919.  Preis  M.  8.— 

Zweiter  Teil:  Das  rechtwinklige  Zweltafelsystem.  Kegelschnitte,  Durch- 
dringungskurven, Schraubenlinie.    Mit  50  Textfiguren.    1922.  Preis  M.  108. — 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  in  zwei  Binden,  von  Dr.  Georg 

Scheffers,  o.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Berlin. 

Erster  Band:  Mit  404 Textabbildungen.    Unveränderter  Neudrack. 

Erscheint  im  Sommer  1922 
ZweiterBand:  Mit  896  Textabbildungen.  1920.    Preis  M.  52.— ;  gebunden  M.  60.— 

Planimetrie  mit  einem  Abriß  über  die  Kegelschnitte.  Ein  Lehr-  und  Übungsbuch 
zum  Gebrauche  an  technischen  Mittelschulen.  Von  Dr.  Adolf  Heß,  Professor  am 
kantonalen  Technikum  in  Winterthur.  Zweite  Auflage.  Mit  207  Textflguren. 
1920.  Preis  M.  6.60 

Trigonometrie  für  Maschinenbauer  und  Elektrotechniker.  Ein  Lehr-  und  Aufgaben- 
buch für  den  Unterricht  und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  Adolf  HeO,  Professor 
am  kantonalen  Technikum  in  Winterthur.  Vierte,  unveränderte  Auflage.  Mit 
112  Textflguren.    J922.  Preis  M.  60.— 

Lehrbuch     der    Mathematik.      Für    mittlere    technische    Fachschulen    der 

Mascliioen Industrie.  Von  Professor  Dr.  R.  Neuendorff,  Oberlehrer  an  der  staatlichen 
böiiereo  Schiff,  ygd  Maschinenbauschule,  Privatdosent  an  der  Universität  Kiel. 
Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit  262 Textfiguren.  1919.    Gebunden  Preis  M.  12.— 
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Technisehe  Thermodynamik,    von  ProfeBtor  w.  sohiue. 
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Anwendungen.  Vierte,  neubearbeitete  Auflage.  Mit  225  Textfiguren  und 
7  Tafeln.    1821.  Gebanden  Preis  M.  105.-- 

ZwelterBand:  Höhere  Thermodynamik  mit  Einschluß  der  chemischen  Zu- 
standsftndeningen  nebst  ausgewählten  Abschnitten  aus  dem  Oesamtfpeblet 
der  technischen  Anwendungen.  Vierte,  neubearbeitete  Auflage.  Mit  etwa 
210  Textabbildungen  und  5  Tafeln.  Erscheint  im  Sommer  1922 

Leitfaden  der  Technischen  Wärmemechanik.   Kurzes  Lehrbuch  der 

Mechanik  der  Gase  und  Dämpfe  und  der  mechanischen  Wärmelehre.  Von  Professor 
Dipl.-Ing.  W.  Schule.  Dritte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  d8  Text- 
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Graphische  Thermodynamik  und  Berechnen  der  Yerbrennungs- 

maSChinen  und  Turbinen,  von  M.  SelUger,  IngenieurTechnolog.  Mit 
71  Abbildungen,  2  Tafeln  uud  14  Tabellen  im  Text.    1H22. 

Preis  M.  160.—  ;  gebunden  M.  200.— 

Die  Berechnung  der  Drehschwingungen  und  ihre  Anwendung  im  Ma- 
schinenbau. Von  Heinrich  Holzer,  Oberingenieur  der  Maschinenfabrik  Augsburg- 
Nürnberg.    Mit  vielen  praktischen  Beispielen  und  48  Textflguren.    1921. 

Preis  M.  60  — 

Drehschwingungen  in  Kolbenmaschinenanlagen  und  das  Gesetz 

ihres  Ausgleichs.  Von  Dr.-Ing.  Hans  Wydler  in  Kiel.  Mit  einem  Nachwort  Be- 
trachtungen über  die  Eigenschwingungen  reibungsfreier  Systeme  von  Professor 
Dr.-Iug.  Guido  Zerkowltz  in  München.    Mit  46  Textflguren.    1922.       Preis  M.  160.— 

Dynamik  der  Leistungsregelung  von  Kolbenkompressoren  und 

-pumpen  (einschließlich  Selbstregelung  und  Parallelbetrieb).  Von  Dr.-Ing.  Leo 
Walther  in  Nürnberg.  Mit  44  Textabbildungen,  28  Diagrammen  und  85  Zahlen- 
beispielen.    1921.  Preis  M.  24.— ;  gebunden  M.  80.— 

Energieumwandlungen  in  Flüssigkeiten,  von  Professor  D6n&t  Binki 

in  Budapest,  Technische  Hochschule.    In  zwei  Bänden. 

ErsterBand:  Einleitung  in  die  Konstruktionslehre  der  Wasserkraltmaschinen, 
Kompressoren,  Dampfturbinen  und  Aeroplane.  Mit  591  Textabbildungen  und 
9  Tafeln.    1921.  Gebunden  Preis  M.  185.— 

Regelung  der  Kraftmaschinen.  Berechnung  und  Konstruktion  der  Schwung, 
rftder,  des  Massenausgleichs  und  der  Eraftmaschinenregler  in  elementarer  Behandlung. 
Von  Hofrat  Professor  Dr.-Ing.  M .  Tolle  in  Karlsruhe.  Dritte,  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.    Mit  582  Textfiguren  und  2i  Tafeln.    1921. 

Gebunden  Preis  M.  240.— 
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